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数学学习笔记

陈礼元

28,March,2020

写在前面 本文是我在学习数学的时候的部分笔记.”I write not because I know some-
thing but to learn something.”

Writing in the front This paper is a study note of math and a reference to some exercises.
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1 命题逻辑和谓词

1.1 命题逻辑

Definition. 命题 (proposition)p 是一个变量，它只能取值为真 true(T) 或假 (false(F))，不
能为其他值。

从命题逻辑的角度看，这就是命题。特别是，命题逻辑的任务不是决定“有外星生命”这

一形式的复杂陈述是否属实。命题逻辑已经处理了完整的命题，它只是假设这不是真就是假。

命题逻辑的任务也不是判断“冬天外面比屋里冷”这类陈述是不是命题 (即它是否具有真或假
的性质)。
在这种特殊情况下，该语句看起来相当无意义。

Definition. 总是为真的命题叫做 重言式 (tautology) 或称永真式, 总是为假的命题叫做 矛盾
式 (contradiction) 或称永假式.

它可以使用逻辑运算符从给定的命题构造新的命题。最简单的逻辑运算符是一元 (unary)
运算符，它接受一个命题，然后返回另一个命题。总共有四个一元运算符，它们的不同之处在

于所得命题 p 的真值，通常取决于的真值。我们可以将它们表示为下表:

p ¬p id(p) >p ⊥p
F T F T F
T F T T F

其中 ¬ 是否定 (negation) 算符，id 是恒等算符，> 是重言 (永真) 算符，⊥ 是矛盾 (con-
tradiction) 算符。这些显然就是一元运算符的所有可能的形式。下一步是考虑二进制运算符，
即接受两个命题并返回一个新命题的运算符。两个命题的真值有四种组合，由于二元运算符

将两个可能的真值中的一个赋给每个命题，我们总共有 16 个二元运算符。运算符 ∧, ∨ 和 Y,、
被分别称为与 (and), 或 (or) and 异或 (exclusive or) 对您来说应该已经很熟悉了。

p q p ∧ q p ∨ q p Y q
F F F F F
F T F T T
T F F T T
T T T T F

有一个二元运算符，蕴含 (implication) 运算符 ⇒，它有时不太容易理解，除非你已经非
常了解这些东西。它的有用性与等价 (equivalence) 的运算符 ⇔ 结合在一起。我们有：

p q p⇒ q p⇔ q

F F T T
F T T F
T F F F
T T T T

虽然一开始就告诉你在每一个 p 是假的时候命题 p ⇒ q 都是真的这一事实, 可能会令人
惊讶，但这只是蕴涵算符的定义，它是“前提是假的”原理的表达，也就是说，从一个假的假

设出发，任何事情都是真的, 由此而来的。当然，你可能想知道我们到底为什么要用这种方式
定义蕴涵运算符。此问题的答案隐藏在以下结果中

Theorem 1.1. 令 p, q 为命题. 于是 (p⇒ q) ⇔ ((¬q) ⇒ (¬p)).

Proof. 我们简单地构造了如下的真值表 p⇒ q 和 (¬q) ⇒ (¬p).
p⇒ q 和 (¬q) ⇒ (¬p) 这两列是一致的所以我们完成了证明。
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p q ¬p ¬q p⇒ q (¬q) ⇒ (¬p)
F F T T T T
F T T F T T
T F F T F F
T T F F T T

Remark 1.2. 在一个公式中, 命题的运算符优先级降序排列如下:

¬ , ∧ , ∨ , ⇒ , ⇔ .

举个例子, (¬q) ⇒ (¬p) 可以明确地写为 ¬q ⇒ ¬p.
Remark 1.3. 所有高阶运算符 ♥(p1, . . . , pN ) 可以从由已定义的单一的二元运算符构造:

p q p ↑ q
F F T
F T T
T F T
T T F

这被称为 与非 (nand) 算符并且, 事实上, 我们有 (p ↑ q) ⇔ ¬(p ∧ q).

1.2 谓词逻辑

Definition. 一个谓词 (predicate) (非正式地) 是一些变量或变量的命题值函数。特别地，两
个变量的谓词称为关系 (relation)。

例如，P (x) 是关于变量表达式的每个 x 的选择的命题，其真值取决于 x 的选择。类似

地，对于任意选取的 x 和 y，谓词 Q(x, y) 都是一个命题，其真值取决于 x 和 y。

就像命题逻辑一样，谓词逻辑的任务不是检查谓词是如何从它们所依赖的变量构建的。为

了做到这一点，人们需要一些进一步的语言来建立规则，以将变量 x 和 y 组合成谓词。此外，

您可能希望指定 x 和 y 来自哪个“集合”，而不是让它完全不受约束，只考虑 x 和 y 和形式

化变量，不附加任何额外的条件。

这可能看起来有点奇怪，因为从小学开始，人们就习惯于一看到像 P (x) 这样的表达式就

会问“x”是从哪里来的。然而，我们在这里避免这样做是至关重要的，因为我们只想在稍后

使用命题逻辑和谓词逻辑的语言来定义集合的概念。与命题一样，我们可以使用上一节中定

义的运算符从给定的谓词构造新的谓词。例如，我们可能有：

Q(x, y, z) :⇔ P (x) ∧R(y, z),

其中符号 :⇔ 表示“定义为等同于”。更有趣的是，我们可以通过使用量词 (quantifiers) 从一
个给定的谓词构造一个新的命题。

Definition. 设 P (x) 为一个谓词. 于是我们有:

∀x : P (x),

是一个命题，我们读作“对于所有的 x，x 的 P (是真的)”，它被定义为真，如果 P (x) 独立于

x 的选择为真，否则为假。符号 ∀ 称为全称量词 (universal quantifier)

Definition. 设 P (x) 为一个谓词. 于是我们定义:

∃x : P (x) :⇔ ¬(∀x : ¬P (x)).

命题 ∃x : P (x) 被读作 “存在 (至少一个) x 使得 x 的 P (是真的)” , 于是符号 ∃ 被称为 存在
量词 (existential quantifier).

以下结果是这些定义的直接结果
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Corollary 1.4. 设 P (x) 为一个命题. 于是:

∀x : P (x) ⇔ ¬(∃x : ¬P (x)).

Remark 1.5. 可以定义多于一个变量的谓词的量化，为了做到这一点，人们可以在每一步对一
个变量的谓词进行量化。

Example 1.6. 设 P (x, y) 为一个谓词. 于是, 对于固定的 y, P (x, y) 是一个变量的谓词，我们
定义:

Q(y) :⇔ ∀x : P (x, y).

因此，我们可能会有以下几种情况:

∃ y : ∀x : P (x, y) :⇔ ∃ y : Q(y).

其他量词组合的定义类似。

Remark 1.7. 量化的顺序很重要 (如果量词不都相同)。对于给定的谓词 P (x, y)，命题：

∃ y : ∀x : P (x, y) and ∀x : ∃ y : P (x, y)

是不一定等价的.
Example 1.8. 考虑表示实数中存在加性逆元的命题。我们有

∀x : ∃ y : x+ y = 0,

即, 对于每个 x 存在一个逆元 y 使得 x+ y = 0 成立. 对于 1 这个逆元是 −1, 对于 2 它是 −2

, 等等.
现在考虑通过交换前面命题中的量词获得的命题：

∃ y : ∀x : x+ y = 0.

这个命题的意思是说，存在一个实数 y，不管 x 是什么，我们都有 x+ y = 0。这显然是错误

的，因为如果 x+ y = 0, 对于一些 x 于是有 (x+1)+ y 6= 0, 因此相同的 y 不能对 x 和 x+1

成立, 更不用说每个 x .
请注意，命题 ∃x : P (x) 的意思是“至少存在一个 (at least one)x 使得 P (x) 为真的条

件”。在数学中，我们常常证明“存在一个唯一的 (a unique)x，使得 P (X) 成立”。因此，我

们有以下定义

Definition. 设 P (x) 为命题逻辑. 我们定义 唯一存在量词 (unique existential quantifier) ∃!
由:

∃!x : P (x) :⇔ (∃x : P (x)) ∧ ∀ y : ∀ z : (P (y) ∧ P (z) ⇒ y = z).

这个定义清楚地将存在条件和唯一性条件分开。一个简洁的等价定义是：

∃!x : P (x) :⇔ (∃x : ∀ y : P (y) ⇔ x = y)

1.3 公理系统和定理的证明

Definition. 公理系统 (axiomatic system) 是命题 a1, a2, . . . , aN 的有限序列，称为系统的公

理 (axioms)。

Definition. 公理系统 a1, a2, . . . , aN 中命题的证明 (proof) 是命题 q1, q2, . . . , qM 的有限序

列，使得对任意 1 ≤ j ≤M ，qM = p 满足下列条件之一：

(A) qj 是公理列表的一个命题;

(T) qj 是一个重言式;

(M) ∃ 1 ≤ m,n < j : (qm ∧ qn ⇒ qj) 是真的.
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Remark 1.9. 如果 p 可以在公理系统 a1, a2, . . . , aN 中证明，我们写道:

a1, a2, . . . , aN ` p

并且读作 “a1, a2, . . . , aN 证明了 p”.
Remark 1.10. 这个证据的定义允许很容易地识别证明。计算机可以方便地检查命题序列是否
满足条件 (A)、(T) 和 (M)。要真正找到一个命题的证明就完全是另一回事了。
Remark 1.11. 显然，在公理系统的公理列表中出现的任何重言式都可以从列表中删除，而不
会损害公理系统的威力。

公理系统的一个极端情况是命题逻辑。命题逻辑的公理系统是空序列。这意味着我们在

命题逻辑中所能证明的都是重言式。

Definition. 一个公理系统 a1, a2, . . . , aN 如果存在 (consistent) 一个不能从公理证明的命题
q，则称它是一致的。用符号表示：

∃ q : ¬(a1, a2, . . . , aN ` q).

这个定义背后的理念如下。考虑一个包含相互矛盾的命题的公理系统：

a1, . . . , s, . . . ,¬s, . . . , aN .

然后，给出 任何 (any) 命题 q，下面就是 q 在这个系统中的一个证明

s,¬s, q.

事实上，s和 ¬s是证明中的合法步骤，因为它们是公理。而且，s∧¬s是矛盾的，因此 (s∧¬s) ⇒ q

是重言式。因此，q 由条件 (M) 导出。这表明，任何命题都可以在具有矛盾公理的系统中得
到证明。换句话说，不能证明每个命题都是没有矛盾系统所拥有的性质，因此我们将一个一

致性定义为具有这一性质的系统。走到这一步，我们现在可以陈述 (并证明) 一个令人印象深
刻的定理。

Theorem 1.12. 命题逻辑是一致的.

Proof. 足以表明在命题逻辑中存在一个无法证明的命题。命题逻辑以空序列为公理。因此，这
里只有条件 (T) 和 (M) 是相关的。后者允许插入命题 qj，使得 (qm ∧ qn) ⇒ qj 为真，其中

qm 和 qn 是证明序列中位于 qj 之前的命题。然而，由于 (T) 只允许在证明序列中插入重言
式，因此命题 qm 和 qn 必须是重言式。因此，要使 (qm ∧ qn) ⇒ qj 为真，qj 也必须是重言

式。因此，证明序列完全由重言式组成，因此只能证明重言式。现在让 q 为任何命题。那么

q ∧ ¬q 是一个矛盾，因此不是重言式，因此无法证明。因此，命题逻辑是一致的

Remark 1.13. 虽然如何定义一致性是非常好和清楚的，但对于给定的公理系统来说，证明一
致性是非常困难的，命题逻辑是一个很大的例外。

Theorem 1.14. 任何足以编码初等算术的公理系统要么是不一致的，要么包含一个不可判定
(undecidable) 的命题，即一个在系统内既可以证明也可以反证的命题。

不可判定命题的一个例子是 Zermelo-Fraenkel 公理系统中的连续统假说。
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2 集合与公理

2.1 罗素悖论

R = {x|φ(x)} :R 中包含不属于自己的集合.

2.2 一点数理逻辑

需要具备的逻辑学知识: 形式语言、逻辑符号、项、公式、自由变元、约束变元、语句 (不
含自由变元).
推演

∑
` φ(

∑
到 φ 的推演): 公式集合

∑
, 有穷公式序列 φ1, ...φn 满足

((φi ∈
∑

) ∨ (φi is an Axiom) ∨ (φk = φj → φi)) ∧ (φ = φn). (2.1)

证明 T 到 σ 的一个证明:T 为语句集,σ 为语句, 有 T ` σ 成立.
理论 T 是一个理论,σ 为语句„ 对于 ∀σ, T ` σ iff σ ∈ T , 则称 T 是一个对证明封闭的语

句集.
公理 语句集 A 是理论 T 的一个公理:

(A ⊆ T ) ∧ (∀σ ∈ T → A ` σ) (2.2)

递归 可判定, 可计算的. 即任给一个语句, 我们可在有穷步内用完全机械的方法判定它
是否属于 A

可公理化 若理论 T 的公理集合 A 是递归的.
集合论的语言 Lset 逻辑符号:¬,∨,∧, &. 括号、二元谓词 ∈.

2.3 公理

存在公理 0 存在一个集合,
∃x(x = x) (2.3)

外延公理 1 两个有相同元素的集合相等:

∀X∀Y ∀u(u ∈ X ↔ u ∈ Y ) → X = Y (2.4)

空集 存在一个集合, 且根据外延公理它是唯一的,

∅ = {x|x 6= x} (2.5)

Class:{u|φ(u)}, 不是集合的类: 真类
交:X ∩ Y = {u|u ∈ X ∧ u ∈ Y }, 差: X − Y = {u|u ∈ X ∧ u /∈ Y }
对任意集合 X 6= ∅, 它的任意交也是一个集合:⋂

X = {u|∀Y (Y ∈ X → u ∈ Y )} . (2.6)

分离公理 2 令 φ 〈u} 为公式。对任意集合 X, 存在一个集合 Y = {u ∈ X|φ(u)}:

∀X∃Y ∀u (u ∈ Y ↔ u ∈ X ∧ φ(u)) (2.7)

对集公理 3
∀a∀b∃c∀x(x ∈ c↔ x = a ∨ x = b) (2.8)

并集公理 4 对于任意集合 X, 存在集合 Y 满足:u ∈ Y 当且仅当存在 z ∈ X 使得

u ∈ z:
∀X∃Y ∀u(u ∈ Y ↔ ∃(z ∈ X ∧ u ∈ z)) (2.9)

幂集公理 5 对任意集合 X, 存在集合 Y 满足 u ∈ Y 当且仅当 u ⊆ X:

∀X∃Y ∀u(u ∈ Y ↔ u ⊆ X). (2.10)
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后继 对于任意集合 x, 集合 x ∪ {x} 称为 x 的后继, 一般记为 S(x) 或者 x+。

无穷公理 6 存在集合 X, ∅ ∈ X, 并且对任意 x ∈ X,x 的后继 S(x) 也属于 X。�

∃X [∅ ∈ X ∧ ∀x(x ∈ X → S(x) ∈ X)] . (2.11)

基础公理 7 对任意集合 x 6= ∅, 存在 y ∈ x 使得 Y ∩ x = ∅:

∀x (x 6= ∅ → ∃y (y ∈ x ∧ x ∩ y 6= ∅)) . (2.12)

基础公理也称正则公理: 对于任意非空集合 x,x 总有一个元素 y 是关系 ∈ 限制在 x 上

的” 最小元”。也就是说,x 中再也没有元素属于 y 了。

有唯一的 x 具有性质 ψ (y) ∃!xψ (x) 表示 ∃xψ (x) ∧ ∀x∀y (ψ (x) ∧ ψ (x) → x = y) .

替换公理模式 8 给定公式 ψ (x, y), 并且对任意 x, 都有唯一的 y, 使得 ψ (x, y) 成立。则

对任意集合 A, 以下集合存在:

B = {y|∃x (x ∈ A ∧ ψ (x, y))} . (2.13)

用公式表示就是

∀A∀x ∈ A∃!yψ (x, y) → ∃B∀x ∈ A∃y ∈ Bψ (x, y) . (2.14)

选择公理 9 对于任意结合 X 6= ∅, 如果它满足
(1) ∅ /∈ X;

(2) X 中的元素是两两不相交的, 即, 如果x, y ∈ X并且x 6= y,则x ∩ y = ∅,
则存在集合S,对任意x ∈ X,S ∩ x是单点集, 即

∀X [∅ /∈ X ∧ ∀x ∈ X∀y ∈ X (x ∩ y = ∅) → ∃S∀x ∈ X∃!y (S ∩ x = {y})] . (2.15)

2.4 习题选答

1.4.5. 证明如果 F ∩ G 6= ∅, 则⋂
F ∩

⋂
G ⊆

⋂
(F ∩ G) . (2.16)

举例说明:
(1) 条件 F ∩ G 6= ∅ 是必不可少的;
(2) ⊆ 不能换成 =。

解:先求自己的任意交: 设
⋂
F = {f |∀F (F ∈ F → f ∈ F )} ,

⋂
G = {g|∀G (g ∈ G → g ∈ G)} ;

再求任意交的交:
⋂
F ∩

⋂
G = {h|h ∈ F ∧ h ∈ G} .

而先找交:F ∩ G = {H|H ∈ F ∧H ∈ G} ,
再求交的任意交:

⋂
(F ∩ G) = {h|∀H (H ∈ (F ∩ G) → h ∈ H)} ,

⋂
F∩
⋂

G ⊆
⋂
(F ∩ G) .

1.4.9. 对集公理、并集公理和幂集公理都可替换为较弱的形式:
对任意 a 和 b, 存在一个集合 Y 满足 a ∈ Y 并且 b ∈ Y。(弱对集公理)
对于任意集合 X, 存在集合 Y 满足如果存在 z ∈ X 使得 u ∈ z, 则 u ∈ Y。(弱并集公理)
对任意集合 X, 存在集合 Y 满足如果 u ⊆ X, 则 u ∈ Y。(弱幂集公理)
用以上弱形式的公理证明对集、并集和幂集公理。[ 提示: 仍用分离公理模式。]

证明: 由分离公理模式, 令 φ (x) := x ∈ Y → ∀a∀b∃Y ∀x(x ∈ Y → x = a ∨ x = b) 即对集

公理。

由分离公理模式, 令 φ (u) := u ∈ Y → ∃z ∈ X ∧ u ∈ z, 结合弱并集公理, 即并集公理。
由分离公理模式, 令 φ (u) := ∀u ⊆ X → u ∈ Y 即幂集公理。
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3 关系与函数、实数的构造

3.1 关系

有序对

(a, b) = {{a} , {a, b}} (3.1)

卡氏积 令 X 和 Y 为集合, 则 X 和 Y 的卡氏积定义为:

X×Y = {(x, y) |x ∈ X ∧ y ∈ Y } . (3.2)

二元关系 一集合 R 称为 二元关系, 如果存在集合 X,Y, R ⊆ X×Y。这样, 二元关系
R 的所有元素都是有序对, 即, 对任意 z ∈ R 存在 x ∈ X 和 y ∈ Y 满足 z = (x, y) .

令 R 为二元关系,
(1) R 的定义域: dom(R) = {x|∃yR (x, y)};
(2) R 的值域: dom(R) = {x|∃yR (x, y)};
(3) R 是 X 上的二元关系: R ⊆ X2.

定义

(1) 集合 X 在关系 R 下的像定义为:

R [X] = {y ∈ ranR|∃x ∈ X (R (x, y))} ; (3.3)

(2) 集合 Y 在关系 R 下的逆像定义为:

R−1 [Y ] = {x ∈ domR|∃y ∈ X (R (x, y))} ; (3.4)

(3) 二元关系 R 的逆定义为:

R−1 = {(x, y) | (y, x) ∈ R} ; (3.5)

(4) 二元关系 R 和 S 的复合定义为:

S ◦R = {(x, z) |∃y ((x, y) ∈ R ∧ (y, z) ∈ S)} . (3.6)

n 个集合的卡氏积

X1 × · · · ×Xn = {(x1, · · · , ) |x1 ∈ X1 ∧ · · · ∧ xn ∈ Xn} . (3.7)

对于任意集合 R, 如果
R ⊆ X1 × · · · ×Xn, (3.8)

则称 R 为 n 元关系.

3.2 函数

函数 一个二元关系 f 如果满足

(x, y) ∈ f ∧ (x, z) ∈ f → y = z, (3.9)

就称 f 是一个函数.
单射

f = {(x, y) | (x, y) ∈ f ∧ (x, z) ∈ f → y = z, (x1, y) ∧ (x2, y) ∈ f → x1 = x2} . (3.10)

满射

f = {(x, y) | (x, y) ∈ f ∧ (x, z) ∈ f → y = z, ran (f) = Y } . (3.11)

双射: 既是单射又是满射的函数.
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f 到 A 上的限制 对任意函数 f 和集合 A,

f � A = {(x, y) ∈ f |x ∈ A} (3.12)

f 是 g 的扩张 g = f � A .
函数相容性 对于函数 f 和 g,f和g相容 记为 f CP g:

∀x ∈ dom (f) ∩ dom (g) : f (x) = g (x) . (3.13)

相容的系统

∀f, g ∈ F : f CP g (3.14)

则称函数的集合 F 为相容的系统.
函数族 令 X 和 Y 是集合,

Y X = {f | f : X → Y } . (3.15)

指标系统 I 为指标集,i ∈ I 每个 Xi 都是集合, 有如下函数:

I → X (3.16)

i 7→ Xi (3.17)

称 X = {Xi | i ∈ I} 为集合的指标系统.
一般卡氏积 令 X = {Xi | i ∈ I} 为指标系统, 则 X 的一般卡氏积为:∏

i∈I

Xi = {f | f � I ∧ ∀i ∈ I, f (i) ∈ Xi} , (3.18)

投射函数 pi
pi :

∏
i∈I

Xi → Xi (3.19)

pi (f) : f 7→ f (i) (3.20)

选择公理 (第二形式) 对任意不含空集的非空集合族 F 上都存在选择函数, 即:

∃f : F →
⋃

F (3.21)

∀f ∈ F : f (F ) ∈ F. (3.22)

3.3 等价与划分

等价关系 令 R ⊆ X2, 若 R 同时满足

(1) 自反

∀x ∈ X : R (x, x) ; (3.23)

(2) 对称:
∀x, y ∈ X : R (x, y) → R (y, x) ; (3.24)

(3) 传递:
∀x, y, z ∈ X : R (x, y) ∧R (y, z) → R (x, z) ; (3.25)

则称 R 是等价关系.
理想 对任意集合 X, 如果 I ⊆ P 并满足:

∅ ∈ I; (3.26)

(A ⊆ B) ∧ (B ∈ I) → A ∈ I; (3.27)

(A,B ∈ I) → (A ∪B ∈ I) . (3.28)
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则称 I 是 X 上的理想.
等价类 令 是 X 上的等价关系,x ∈ X.x 关于 的等价类是集合:

[x]∼ = {t ∈ X | t ∼ x} . (3.29)

划分 令 X 为一集合,S ⊆ P (X) . 若同时满足:

∀a, b ∈ S : (a 6= b) → (a ∩ b) ; (3.30)⋃
S = X. (3.31)

则称 S 是 X 的划分.
商集 令 ∼ 为 X 上的等价关系, 则

X/ ∼= {[x]∼ | x ∈ X} (3.32)

称为 X 的商集.

3.4 序

偏序 令 ≤ 为 X 上的二元关系, 如果 ≤ 满足: 足
(1) 自反

∀x ∈ X : x ≤ x; (3.33)

(2) 反对称:
∀x, y ∈ X : (x ≤ y) ∧ (y ≤ x) → R (x = y) ; (3.34)

(3) 传递:
∀x, y, z ∈ X : (x ≤ y ∧ y ≤ z) → (x ≤ z) ; (3.35)

则称 ≤ 是 X 上的偏序或序.
线序 若偏序 ≤ 还满足
(4) 连接:

∀x, y ∈ X : (x ≤ y) ∨ (y ≤ x) , (3.36)

则称 ≤ 是 X 上的线序或全序.
偏 (线) 序集 (X,≤) 表示 ≤ 是 X 上的偏 (线) 序, 称 X 为偏 (线) 序集,

x ≥ y ↔ x ≤−1 y, (3.37)

x < y ↔ x ≤ y. (3.38)

令 ≤ 是 X 上的偏序

极小元 如果

∃a ∈ X : ∀x ∈ X : ¬ (a > x) , (3.39)

则称 a 为 X 的极小元.
极大元 如果

∃a ∈ X : ∀x ∈ X : ¬ (a < x) , (3.40)

则称 a 为 X 的极大元

最小元 如果

∃a ∈ X : ∀x ∈ X : a ≤ x, (3.41)

则称 a 为 X 的最小元.
最大元 如果

∃a ∈ X : ∀x ∈ X : a ≥ x, (3.42)

则称 a 为 X 的最大元.
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上界 如果

X0 ⊆ X : ∃a ∈ X : ∀x ∈ X0 : a ≥ x, (3.43)

则称 X0 在 X 中有上界, 称 a 为 X0 在 X 中的上界.
上确界 设存在上界集 U := {a | X0 ⊆ X : ∃a ∈ X : ∀x ∈ X0 : a ≥ x}

∃a0 ∈ U : ∀u ∈ U : a0 ≤ u, (3.44)

则称 a0 为 X0 的上确界, 记为 sup (X0).
下界 如果

X0 ⊆ X : ∃b ∈ X : ∀x ∈ X0 : b ≤ x, (3.45)

则称 X0 在 X 中有下界, 称 b 为 X0 在 X 中的下界.
下确界 设存在下界集 D := {b | X0 ⊆ X : ∃b ∈ X : ∀x ∈ X0 : b ≤ x}

∃b0 ∈ D : ∀b ∈ D : b0 ≥ u, (3.46)

则称 b0 为 X0 的下确界, 记为 inf (X0).
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3.5 自然数

归纳集 如果一个集合 X 满足:

∅ ∈ X ∧ ∀x
(
x ∈ X → x+ ∈ X

)
(3.47)

则称 X 为归纳集.
自然数 全体自然数的集合 N 定义为:

N =
{
n | ∀X

(
X是归纳集→ n ∈ X

)}
. (3.48)

N 的元素称为自然数.
N 上的归纳原理 令 φ (x) 为一性质, 如果
(1) φ (0),
(2) ∀n ∈ N : φ (n) → φ (n+ 1) . 即:

[φ (0) ∧ ∀n ∈ N (φ (n) → φ (n+ 1))] → ∀n ∈ Nφ (n) . (3.49)

引理 对所有自然数 m,n, k,

(1)

n ⊂ n+ 1 ∧ n ∈ n+ 1;

(2)

x ∈ n → x ∈ N;

(3)

0 ∈ n ∨ 0 = n;

(4)

k ∈ n+ 1 iff (k ∈ n ∨ k = n)

(5)

m ∈ n → (m+ 1 ∈ n ∨m+ 1 = n)

(6)

(k ∈ m ∧m ∈ n) → k ∈ n

(7)

n /∈ n;

(8)

m ∈ n iff m ⊂ n.

良序集 集合 A 上的线序 ≤ 如果还满足: A 的每一非空子集都有最小元

∀A0 ⊆ A : ∃a ∈ A0 : ∀x ∈ A : a ≤ x. (3.50)

就称 ≤ 为良序,(A,≤) 为良序集.
第二归纳原理 令 φ (x) 为一个性质,

∀n ∈ N : (∀k ≤ n : φ (k)) → φ (n) . (3.51)
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3.6 自然数上的递归定理与运算

递归定理 ∀set A : ∀a ∈ A : ∀Function g (g : A× N → A) : ∃!f (f : N → A) :

f (1) = a, ∀n ∈ N : f (n+ 1) = g (f (n) , n) . (3.52)

带参数的递归定理 令 a : P → A, g : P×A×N → A为函数,则 ∃!f : P×N → Asatisfy:

∀p ∈ P, f (p, 0) = a (p) ; (3.53)

∀ (n ∈ N ∧ p ∈ P ) f (p, n+ 1) = g (p, f (p, n) , n) . (3.54)

序列 以自然数 n 或者全体自然数的集合 N 为定义域的函数.
有穷序列

〈ai | i < n〉 or 〈ai | i = 0, 1, 2, · · · , n− 1〉 or 〈a0, a1, · · · , an−1〉; (3.55)

无穷序列

〈ai | i ∈ N〉 or 〈ai | i = 0, 1, 2, · · · 〉 or 〈ai〉∞i=0; (3.56)

空序列:〈〉
由 A 的元素组成的所有穷序列的集合

A<N =
⋃
u∈N

An; (3.57)

有穷序列的值域

{ai|i < n} or {a0, a1, · · · , an−1} ; (3.58)

无穷序列的值域

{ai|i ∈ N} or {ai}∞i=0 . (3.59)

超穷序列 ( Transfinite Sequence) 一个定义域为序数的函数:

〈αξ | ξ < α〉 (3.60)

也可称序列 〈αξ | ξ < α〉 是其 {αξ | ξ < α} 范围内的枚举
存在唯一的函数 + : N× N → N satisfy:
(1)

∀m ∈ N,+(m, 0) = m; (3.61)

(2)
∀m,n ∈ N,+(m,n+ 1) = +(m,n) + 1. (3.62)

存在唯一的函数 · : N× N → N satisfy:
(1)

∀m ∈ N, · (m, 0) = 0; (3.63)

(2)
∀m,n ∈ N, ·(m,n+ 1) = ·(m,n) +m. (3.64)

+N:
(m+ 0 = m) ∧ (m+ (n+ 1) = (m+ n) + 1) . (3.65)

·N:
((m, 0) = 0) ∧ (m (n+ 1) = mn+m) . (3.66)
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3.7 等势

等势 对集合 X,Y ,

(∃ Bijection f : X → Y ) → |X| = |Y |. (3.67)

则称集合 X 和 Y 是等势.
小于等于势 对集合 X,Y ,

(∃ Injection f : X → Y ) → |X| ≤ |Y |. (3.68)

则称集合 X 的势小于等于 Y 的势.

|X| ≤ |Y | ↔ ∃Z ⊆ Y : |X| = |Z|. (3.69)

|X| < |Y | ↔ (|X| ≤ |Y |) ∧ ¬ (|X| = |Z|) (3.70)

≤ 是一个偏序, 自反性与传递性显然, 现证反对称性.
康托-伯恩斯坦定理

(|X| ≤ |Y |) ∧ (|Y | ≤ |X|) → (|X| = |Y |) . (3.71)

对任意集合 X:
有穷

∃n ∈ N : |X| = n; (3.72)

无穷

∀n ∈ N : |X| 6= n; (3.73)

可数或可数无穷

|X| = |N|; (3.74)

至多可数 有穷或可数的集合;
不可数 不是可数的集合.
鸽笼原理 若 n 是自然数, 则不存在 n 到它的真子集 X ⊂ n 上的双射. 所以对任意的

有穷集合 X, 不存在 X 到 X 的真子集双射.
每一无穷集合有一个可数子集.
两个可数的集合的并是可数集合.
有穷多个可数集合的并是可数的.
如果 A 和 B 是可数的, 则 A×B 是可数的.

3.8 整数与有理数

定义 N× N 上的一个等价关系 ∼:

(m1, n1) ∼ (m2, n2) iff m1 +N n2 = m2 +N n1. (3.75)

整数集合 Z := N× N/ ∼ . 整数集合上的序和运算定义如下:
序

[(m1, n1)] ≤Z [(m2, n2)] ↔ m1 +N n2 ≤N m2 +N n1; (3.76)

加法

[(m1, n1)] +Z [(m2, n2)] = [m1 +N m2, n1 +N n2] ; (3.77)

乘法

[(m1, n1)] ·Z [(m2, n2)] = [m1 ·N m2 +N n1 ·N n2,m1 ·N n2 +N n1 ·N m2] . (3.78)

加法逆元

∀a ∈ Z : ∃!a
′
: a+Z = 0Z (3.79)
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定义 Z+ = {a ∈ Z|a >Z 0Z},Z× Z+ 上的等价关系 如下:

(a1, b1) ∼ (a2, b2) iff a1 ·Z b2 = a2 ·Z b1. (3.80)

有理数集合 Q := Z× Z+/ ∼ . 有理数集合上的序和运算定义如下:
序

[(a1, b1)] ≤Q [(a2, b2)] ↔ a1 ·Z b2 ≤Z a2 ·Z b1; (3.81)

加法

[(a1, b1)] +Q [(a2, b2)] = [a1 ·Z b2 +Z a2 ·Z b1, b1 ·Z b2] ; (3.82)

乘法

[(a1, b1)] ·Q [(a2, b2)] = [a1 ·Z a2, b1 ·Z b2] . (3.83)

可数集合上的等价关系有至多可数个等价类.
整数集合 Z 和有理数的集合 Q 是可数无穷的.
稠密 对于线序集 (X,<), 如果它至少有两个元素, 且

∀a, b ∈ X : (a < b) → (∃x ∈ X : a < x < b) . (3.84)

则称线序集 (X,<) 是稠密的.
显然, 有理数集合 (Q, <Q) 是稠密的, 可数的, 且有理数没有最大最小元.
令 (P,<P ) 为可数的无端点稠密线序, 则 (P,<P ) 与 (Q, <Q) 同构 , 记为 P 'set Q.

3.9 实数

最小上界性质 线序集 (X,≤) 如果满足:

∀Y ⊆ X (Y 6= ∅) : ∃U (Y ) → ∃sup (Y ) , (3.85)

则称 X 具有最小上界性质.
有理数集合 Q 没有最小上界性质.
戴德金分割 如果集合 A ⊆ Q 满足:
(1)

(A 6= ∅) ∧ (A 6= Q) ; (3.86)

(2) A是向下封闭的

((p ∈ A)) ∧ (p < q) → q ∈ A; (3.87)

(3) A 没有最大元

(p ∈ A) → (∃q ∈ A : p < q) , (3.88)

就称 A 是戴德金分割. 实数集 R: 全体戴德金的集合记为 R,R 的元素又称为实数.
序

x1 ≤R x2 iff x1 ⊆ x2. (3.89)

加法

x+R y = {p+Q q|p ∈ x, q ∈ y} ; (3.90)

乘法 如果 x > 0, y > 0, 则

x ·R y = {r|r ≤ p ·Q q (p ∈ x, q ∈ y, p, q >Q 0)} , (3.91)

x · y = 0, iffx = 0, y = 0; (3.92)

x · y = (−x) · (−y) , iffx < 0, y < 0; (3.93)

x · y = − ((−x) · −y) , iffx < 0, y > 0; (3.94)

x · y = − (x · (−y)) , iffx > 0, y < 0. (3.95)

实数集合 (R,≤R) 有最小上界性质.
完备线序集 具有最小上界性质的稠密线序集.
任何包含可数稠密子集的无端点完备线序集都与 (R, <R) 同构.
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3.10 不可数集合

区间套定理 设序列 {In|n ∈ w} 是 R 中的一个闭区间套, 即:
(1) 每一个 In 都是 R 中的闭区间.
(2) 对任意 n,In+1 ⊂ In,
那么

⋂
n∈w In 6= ∅.

康托定理 {0, 1} 上的全体无穷序列组成的集合 {0, 1}N 是不可数的.
定理 所有实数的集合 R 是不可数的.
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4 拓扑空间: 构造和性质
4.1 拓扑空间

拓扑 M 为一集合,M 上的一拓扑为 O ⊆ P (M) 且:
(1)

∅ ∈ O ∧ M ∈ O; (4.1)

(2) 有限并封闭

{U, V } ⊆ O →
⋂

{U, V } ∈ O; (4.2)

(3) 任意交封闭

C ⊆ O →
⋃
C ∈ O. (4.3)

拓扑空间 有序对 (M,O) 被称为一个拓扑空间.
令 (M,O) 为一拓扑空间, 则对于拓扑 O. 集合 S 为:
开集

S ⊆M ∧ S ∈ O; (4.4)

集 M 的子集对于特定的拓扑 O 来说可以是开的, 也可以是闭, 可以同时既开又闭, 亦或
都不是.
开球 以点 p 为中心, 半径为 r 的开球:

Br (p) :=

q ∈ Rd |

√√√√ d∑
i=1

(qi − pi)
2
< r

 (4.5)

其中 p := (p1, p2, · · · , pd),q := (q1, q2, · · · , qd).
标准拓扑 Rd 上的拓扑 Ostd:

U ∈ Ostd ↔ ∀p ∈ U : ∃r ∈ R+ : Br (p) ⊆ U. (4.6)

余有限拓扑 τf 一拓扑空间 (M,O),τf =
{
Ac|A是O的有限子集

}
∪ {∅} .

余可数拓扑 τc 一拓扑空间 (M,O),τc =
{
Ac|A是O的可数子集

}
∪ {∅} .

欧式拓扑 τe 设 R 是全体实数的集合, 规定 τe =
{
U |U是若干个开区间的并集

}
, 称 τe

是 R 上的欧式拓扑, 记作 E1 = (R, τe). (标准拓扑的另一种描述?)
度量 集合 X 上规定了一个度量 d 是一个函数 d : X ×X → R+, 它满足
(1) 正定性:

∀x ∈ X : d(x, x) = 0, x 6= y : d(x, y) > 0; (4.7)

(2) 对称性

∀x, y ∈ X : d(x, y) = d(y, x); (4.8)

(3) 三角不等式:
∀x, y, z ∈ X : d(x, y) + d(x, z) > d(y, z). (4.9)

度量空间 当集合 X 上规定了一个度量 d 后, 称为度量空间, 记为 (X, d).

n 维欧式空间 记 Rn = {(x11, x22, · · · , xnn) | xi ∈ R, i = 1, · · · , n}, 规定 Rn 上的度

量 d 为:

d((x1, x2, · · · , xn) , (y1, y2, · · · , yn)) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi), (4.10)

易证 d 满足 (1),(2),(3). 记 En = (Rn, d) 为 n 维欧式空间

球形邻域 一度量空间 (X, d), 设对 X 中任意一点 x0 都存在一个正整数 ϵ, 使得 x0 都

在以 x0 为中心,ϵ 为半径的球形邻域中, 即

U ∈ τd ⇔ ∀x0 ∈ X : ∃ϵ ∈ R+ : Bϵ(X0) := {x ∈ X | d(x0, x) < ϵ} (4.11)

度量拓扑 X 的子集族 τd =
{
U |
⋃

x∈U Bϵx(x)
}
是 X 上的一个度量拓扑, 称 τd 为 X 上由

度量 d 决定的度量拓扑, 每个度量空间都自然地看成具有度量的拓扑的拓扑空间, 从而欧式空
间 En 也是拓扑空间.
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4.2 从给定的拓扑构造新的拓扑

子拓扑 (M,O) 为一拓扑空间, 取 M 的一个子集 N ,N ⊂M , 则:

O |N := {U ∩N | U ∈ O} ⊆ P (N) . (4.12)

可以称 O |N 是 O 生成生成的子拓扑.
例 1 考虑一维实数轴上的拓扑空间 (R,Ostd) , 令:

N = [−1, 1] := {x ∈ R | −1 ≤ x ≤ 1}.

则 (N,Ostd|N ) 是一个拓扑空间. 虽然因为 (0, 1] /∈ Ostd, 集合 (0, 1] 在 (R,Ostd) 中不是

开集. 但因为:

(0, 1] = (0, 2) ∩ [−1, 1],

其中 (0, 2) ∈ Ostd , 因此 (0, 1] ∈ Ostd|N , 也就是说, 集合 (0, 1] 在拓扑空间 (N,Ostd|N ) 中是

开集.
商拓扑 (M,O) 为一拓扑空间,∼ 为 M 上的一个等价关系, 则由商集 M/ ∼= {[m] ∈

P(M) | m ∈M} 诱导的拓扑:

OM/∼ := {U ∈M/∼ |
⋃
U =

⋃
[a]∈U

[a] ∈ O}. (4.13)

称之为商拓扑 OM/∼.
商映射 (商拓扑上的等价关系)

q :M →M/∼

m 7→ [m]

若定义了商映射, 则商拓扑的另一种写法:

OM/∼ :=
{
U ∈M/ ∼ | preimq (U)U ∈ O

}
. (4.14)

投射 设 X1 和 X2 是两个集合, 规定

ji : X1 ×X2 → Xi, (4.15)

ji : (x1, x2) 7→ xi(i = 1, 2), (4.16)

称为 X1 ×X2 到 Xi 的投射.
直积拓扑 令 (A,OA) , (B,OB) 为拓扑空间, 则称集合 OA×B

U ∈ OA×B :⇔ ∀ p ∈ U : ∃ (S, T ) ∈ OA ×OB : S × T ⊆ U. (4.17)

是在 A×B 上的直积拓扑. 称 (A×B,A×B) 是 (A,OA) , 和 (B,OB) 的直积空间.(ps: 这里略
去了所能构造的最小的直积拓扑空间, 详细参照尤承业书 p32)
集合 X 的拓扑基 如果子集族 B 的闭包 B 是集合 X 的一个拓扑.
子集族 B 是集合 X 的拓扑基的充要条件:
(1)
⋃

B∈B B = X(拓扑的公理性质 (1));
(2) 若 B1, B2 ∈ B, 则 B1 ∩B2 ∈ B(也就是 ∀x ∈ B1 ∩B2 : ∃B ∈ B : x ∈ B ⊂ B1 ∩B2(利

用闭包的性质.))
例 1 规定 R 的子集族 B = {[a, b) | a < b} . 显然 B 满足命题 (1). 任取 [a1, b1) 和

[a2, b2), 若 x ∈ [a1, b1) ∩ [a2, b2), 记 a = max {a1, a2} , a = min {b1, b2} , 于是 a 6 x < b. 则

[a, b) ∈ B ∧x ∈ [a, b) ⊂ [a1, b1)∩ [a2, b2) .从而条件 (2) 也满足.综上,B 是 R上的一个拓扑基.
拓扑空间 (X, τ) 的拓扑基 如果子集族 B = τ , 则称 B 为拓扑空间 (X, τ) 的拓扑基

础. 子集族 B 是拓扑空间 (X, τ) 的拓扑基的充要条件:
(1)B ⊂ τ(即 B 的元素是开集);
(2)τ ⊂ B(即每个开集都是 B 中的一些成员的并集, 也是闭包性质的体现).
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4.3 收敛 (Convergence)
(点) 序列: 令 M 为一个集合,M 的一个 (点) 序列为一个函数

q : N →M. (4.18)

收敛 令 (M,O) 为一个拓扑空间,M 的一个序列 q 被称为收敛于点 a ∈M

∀U ∈ O : a ∈ U ⇒ ∃N ∈ N : ∀n > N : q(n) ∈ U. (4.19)

邻域 M 的一个开集对于点 a ∈ U 称为点 a 的一个开邻域, 记为 Ua, 则收敛的定义可
重写为:

∀U(a) : ∃N ∈ N : ∀n > N : q(n) ∈ U. (4.20)

内点,内部 设 A是拓扑空间 (M,O)的M 的一个开集,若存在开集 U,使得 x ∈ U ⊂ A,

则称 x 是 A 的一个内点,A 是 x 的一个邻域.A 的所有内点的集合称为 A 的内部, 记作 A.

(n − ϵ) 考虑 d 维实数集的标准拓扑空间
(
Rd,Ostd

)
: 则, 一个序列 q : N → Rd 收敛于

点 a ∈ Rd:
∀ϵ > 0 : ∃N ∈ N : ∀n > N : ‖q(n)− a‖2 < ϵ. (4.21)

聚点 设 A 是拓扑空间 (M,O) 的 O 的一个子集, 如果 x ∈ X. 如果 x 的每个邻域都含

有 A/ {x} 中的点, 即:

A ∈ O : x ∈ A : ∀U(x) : ∃y ∈ U(x) → y ∈ A/ {x} , (4.22)

则称 x 为 A 的一个聚点 (可以想象设 A 为开球, 开球的边界上不属于集合 A 而属于 X 的点

就可以是聚点).
有限集是没有聚点的例 1 设 X = {a, b, c},规定拓扑为 τ = {X, ∅, {a}},则当 A = {a}

时,b 和 c 都是 A 的聚点, 因为 b 和 c 的邻域只有 X 一个, 它包含 a.a 不是 A 的聚点, 因为
A/ {a} = ∅.
导集 A 的所有聚点的集合, 记作 A

′ .
闭包 A := A ∪A′

为 A 的闭包. 易推得:x ∈ A⇒ ∀U(x) ∩A 6= ∅.
稠密子集 对于拓扑空间 (X,OX), 如果 A ⊆ X ∧ A = X.

可分拓扑空间 对于拓扑空间 (X,OX), 如果 X 有可数的稠密子集.
例 1 (R, τf ) 是可分的, 因为它的任一无穷子集都是稠密的, 有理数集合 Q 是它的一个

可数稠密子集;(R, τc) 是不可分的, 因为它的任一可数集都是闭集, 不可能稠密.

4.4 连续 (Continuity)
连续 令 (M,OM ) , (N,ON ) 为拓扑空间, 令 φ :M → N 为两个集合间的一个映射, 若

ON 中任意开集 S, 在映射 φ 下的原像 preimφ (S) := {m ∈M : φ (m) ∈ S} 在拓扑 OM 中也

是开集, 那么就称这个映射 φ 是连续的, 即:

∀S ∈ ON , preimφ (S) ∈ OM (4.23)

例子 考虑标准拓扑空间
(
Rd,Ostd

)
和 (Rs,Ostd). 若映射 ϕ : Rd → Rs 分别对应的拓扑

空间都满足 ε-δ 的连续定义, 那么映射 ϕ 是连续的:

∀ a ∈ Rd : ∀ ε > 0 : ∃ δ > 0 : ∀ 0 < ‖x− a‖2 < δ : ‖ϕ (x)− ϕ (a) ‖2 < ε. (4.24)

例子 设 f : E1 → E1 是一个函数,x0 ∈ E1. f 在 x0 处连续的含义有多种描述方法, 如:
用序列语言 如果序列 {xn} 收敛于 x0, 则序列 {f (xn)} 收敛到 f (x0);
用 ϵ−δ语言 对任意正数 ϵ > 0,总可找到 δ > 0, 使得当 |x−x0| < ϵ时,|f (x)−f (x0) | <

ϵ;

用开集语言 若 V 是包含 f (x0) 的开集, 则存在包含 x0 的开集 U , 使得 f (U) ⊂ V.
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同胚 (homeomorphism) 令 (M,OM ) , (N,ON ) 为拓扑空间. 若两个集合间存在一
个双射 ϕ : M → N 同时满足 ϕ : M → N 和 ϕ−1 : N → M 都是连续的, 那么我们称这个双
射 ϕ 是同胚映射. 显然同胚映射也是拓扑上的同构映射.
例 1 开区间 (作为 E1 的子空间) 同胚于 E1.
如 (−π

2 ,
π
2 ) 到 E1 的同胚映射 f 可规定为:

∀x ∈ (−π
2
,
π

2
), f(x) = tanx. (4.25)

例 2 En 中的单位球体 Dn = {x ∈ En | ||x|| 6 1} 的内部 D̊n 同胚于 En. 同胚映射

f : D̊n → En 可规定为:
∀x ∈ D̊n : f(x) =

x

1− ||x||
, (4.26)

它的逆映射为:
∀y ∈ En : f−1(y) =

y

1 + ||y||
. (4.27)

拓扑同构 若两个拓扑空间 (M,OM ) , (N,ON ) 之间存在一个同胚映射, 那么称这个两
个空间是同胚的, 或称之为拓扑同构的, 记为

(M,OM ) 'top (N,ON ) (4.28)

显然

(M,OM ) 'top (N,ON ) to M 'set N. (4.29)

拓扑概念 拓扑空间的在同胚映射下保持不变的概念.
拓扑性质 在同胚映射下保持不变的性质.
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5 拓扑空间: 常用的不变量
5.1 分离性质

T1 分离 一个拓扑空间 (M,O), 如果对于任意两个不同的点 p, q ∈M,p 6= q，

∃U(p) ∈ O : q /∈ U(p). (5.1)

则该拓扑空间为称为 T1 分离的.

T2 分离 一个拓扑空间 (M,O) 如果对于任意两个不同的点之间, 存在不相交的开邻
域:

∀ p, q ∈M : p 6= q ⇒ ∃U(p), V (q) ∈ O : U(p) ∩ V (q) = ∅.

例 1 标准拓扑 (R,Ostd) 既是 T1 分离又是 T2 分离的.
例 2 平凡拓扑空间 M, {∅, M} 显然并不是 T1 分离的, 因为对 ∀p ∈M, 点 p 的唯一开

邻域为 M , 对于任何不同于点 p 的点 q ∈ M : 点 q 也属于 p 的唯一开邻域 M , 那么该平凡拓
扑空间即非 T1 分离亦非 T2 分离的.

5.2 紧性和仿紧性

覆盖 一个拓扑空间 (M,O), 集合 C ⊆ P(M), 若

C ⊆ P(M) ∧
⋃

C =M

则集合 C 称为 M 的一个覆盖.
开覆盖 若集合 C:

C ⊆ P(M) ∧
⋃

C =M ∧ C ⊆ O

则集合 C 称为 M 的一个覆盖.
子覆盖 C 为一个覆盖, 若 C 的一个子集 C̃ 也是一个覆盖, 即:

C̃ ⊆ P(M) ∧ C̃ ⊆ C ∧
⋃

C̃ =M

则集合 C̃ 称为覆盖 C 的一个子覆盖.
有限子覆盖 C 为一个覆盖, 若 C 的一个子集 C̃ 也是一个覆盖, 若存在一个 C̃ 到自然数

n 的单射.

C̃ ⊆ P(M) ∧ C̃ ⊆ C ∧
⋃

C̃ =M ∧ ∃ injection φ : C̃ → n(n ∈ N),

则集合 C̃ 称为覆盖 C 的一个有限子覆盖.
Rd 的有界子集

S ⊂ Rd ∧ ∃r ∈ R+ : S ⊆ Br(0). (5.2)

紧空间 一个拓扑空间 (M,O), 若对于所有该空间的开覆盖都存在一个有限子覆盖, 即

∃ (M,O) : ∀C : ∃finiteC̃ ⊆ C, (5.3)

则称该空间是紧的.
有限个紧拓扑空间的乘积也是紧的.
紧集合 一个拓扑空间 (M,O) 是紧的, 存在一个子集 N ⊆ M , 若 (N,O|N ) 也是紧的,

即:
∃ (M,O) : ∀C : ∃finiteC̃ ⊆ C ∧ N ⊆M, (5.4)

则称该集合是紧的.
有限覆盖 (海涅－博雷尔) 定理 令 Rd 装备标准拓扑 Ostd.Rd 的一个子集是紧的当且

当它是闭的且有界的.
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细化 (覆盖) 设 U 和 U ′
都是 X 的覆盖, 如果 U ′

的每个元素都是 U 的子集, 那么称 U ′

是 U 的细化. 如果 U ′
还是开覆盖, 那么称 U ′

为 U 的开细化, 即:

∀U ∈ U
′
: ∃V ∈ U : U ∈ V. (5.5)

局域有限 (覆盖) 拓扑空间 (M,OM ) 的集合 M 中的每一点 x 都有一个邻域 V , 它只
与覆盖 U 中有限个元素相交. 即:

U ⊆ OM ∧ ∀p ∈M : ∃U(p) : {U ∈ U | U ∩ U(p) 6= ∅}是有限的. (5.6)

仿紧 一个拓扑空间 (M,O) 是仿紧的, 当且仅当每个开覆盖有一个局域有限的开细化.
仿紧是紧的弱化版本 如果一个拓扑空间是紧的, 那么它也是仿紧的.
Ston 定理 每个度量空间都是仿紧的.
有限个仿紧的度量空间的直积空间也是仿紧的.
单位分解定理 一个拓扑空间 (M,O),M 的单位分解就是一个将集合 M 连续映射到区

间 [0, 1] 上的函数的集合, 使得对于 ∀p ∈M 以下条件成立

(1) 存在一个邻域 U(p) 使得函数族 {f ∈ F | ∀x ∈ U (p) : f (x) 6= 0} 是有限的;
(2)
∑

f∈F f(p) = 1.

(来自知乎 yuhangliu:提供了一个把局部的东西粘成整体的东西的工具。比如证明光滑流
形上存在黎曼度量，就可以先在每个坐标邻域上构造局部的内积，再利用 POU(partition of
unity, 我们代数拓扑老师的简写) 把这些东西拼起来构成一个整体的内积。)
从属 (覆盖) 如果 C 是一个开覆盖, 且对函数族 F 的任一函数 f 来说,f(x) 6= 0 都落在

C 中的一个元素 (区间)U 中.

∀f ∈ F : ∃U ∈ C : f (x) 6= 0 → x ∈ U. (5.7)

仿紧的 T2 空间 令 (M,O) 为豪斯多夫拓扑空间, 当且仅当它的每个开覆盖都有一个
从属的单位分解函数族去覆盖, 则称该豪斯多夫拓扑空间是仿紧的.

5.3 连通性和道路连通性

连通性直观上的连通,可以有两种含义:其一是图形不能分割成互不“粘连”的两部分;其
二是图形上任何两点可以用图形. 上的线连结. 在拓扑学中, 这两种含义分别抽象成“连通性”
和“道路连通性”两个概念.
拓扑连通性 一个 (M,O) 是连通的除非存在两个非空的不相交的开集的并.
等价于:
(1)X 不能分解为两个非空不相交闭集的并;
(2)X 没有既开又闭的非空真子集;
(3)X 的既开又闭的子集只有 X 与 ∅.
道路连通性

道路概念是“曲线”这种直观概念的抽象化. 曲线可看作点运动的轨迹. 如果把运动的起、
终时刻记作 0 和 1, 那么运动就是闭区间 [0,1 ] 到空间的一个连续映射, 曲线就是这个映射的
像集. 拓扑学中把这个连续映射称作道路, 它比像集包含更丰富的含义.
道路 设 (X,OX)是拓扑空间,从单位闭区间 I = [0, 1]到 X 的一个连续映射 a : I → X

称为 X 上的一条道路. 把点 a(0) 和点 a(1) 分别称为 a 的起点和终点, 统称为端点.((拓扑学
中用道路概念代替曲线, 道路本身是一种连续映射).)
道路是指映射本身, 而不是它的像集. 事实上可能有许多不同道路, 它们的像集完全相同.

在作图时,很难把映射表示出来，只能以它的像集代表它,并且画- -箭头表示点运动的方向 (如

图所示).
点道路 如果道路 a : I→X 是常值映射, 即 a(I) 是一点, 就称为点道路. 点道路完全被

像点 x 决定. 它记作 ex.
闭路 起点与终点重合的道路称为闭路. 例如点道路是闭路.
道路有两种运算: 逆和乘积.

2022.6.17



3, 2019 数学笔记 Page 26 of 127

逆路 一条道路 a : I→X 的逆也是 X 上的道路,记作 a,规定为 a(t) = a(1− t),t ∈ I(图
2. 8(a)).

X 上的两条道路 a 与 b 如果满足 a(1) = b(0), 则可规定它们的乘积 ab, 它也是 X 上的

道路, 规定为

ab(t) =

{
a(2t), 0 6 t 6 1/2,

b(2t− 1), 1/2 6 t 6 1.
(5.8)

5.4 同伦曲线和基本群

代数拓扑学的基本思想是对拓扑空间建立以代数概念 (如群、交换群、环等.) 为形式的拓
扑不变量, 从而把代数方法引进拓扑学研究中来, 为了理解道路的收缩和变形的意义, 先一般
地介绍连续映射的变形, 也就是同伦概念.
同伦映射 设 (M,Om) 和 (N,On) 都是拓扑空间, 记录 C(M,N) 是 M 到 N 的所有连

续映射的集合, 设 f, g ∈ C(M,N) . 如果有连续映射 H : X × Y → Y, 使得 ∀x ∈ X,H(x, 0) =

f(x),H(x, 1) = g(x), 则称 f 与 g 同伦, 记为 f ∼= g. 称 H 是连接 f 和 g 的一个同伦.
对每个 t ∈ I, 同伦 H 决定 ht ∈ C(X,Y ) 为:ht(x) = H(x, t), 于是得到单参数连续映射

族 {ht|t ∈ I}, 称 ht 为 H 的 t-切片.
同伦曲线 一个拓扑空间 (M,O), 两条曲线 γ, δ : [0, 1] →M 为:

γ(0) = δ(0) ∧ γ(1) = δ(1) (5.9)

假如存在一个连续映射 h : [0, 1]× [0, 1] →M 使得对于所有的 λ ∈ [0, 1] :

h(0, λ) = γ(λ) ∧ h(1, λ) = δ(λ) (5.10)

则称这两条曲线是同伦的, 并且是定端同伦的.
道路类 (M,Om) 的所有道路在定端同伦下分成的等价类称为 (M,Om) 的道路类如图

所示，如果两条曲线可以连续变形，则它们是同伦的。

点道路是零伦的.
映射类 设 (M,Om) 和 (N,On) 都是拓扑空间, 记 C(M,N) 是 M 到 N 的所有连续映

射的集合, 设 f, g ∈ C(M,N),f ∼= g 是 C(M,N) 中的一种等价关系, 把 C(M,N) 在同伦关系

下分成的等价类称为映射类. 所有映射类的集合记作 [X,Y ] .

循环空间 (闭路类集合) 令 (M,O) 为一个拓扑空间, 于是, 对于 M 中的任意一点

p ∈M , 定义以 p 为基点的循环空间是那些封闭道路组成的集合:

Lp :=
{
γ : [0, 1] →M | γ是连续的 ∧ γ(0) = γ(1)

}
(5.11)
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道路类乘法 令 L 为点 p ∈M . 我们定义道路类的乘法 (关联操作)∗ : Lp × Lp → Lp:

(γ ∗ δ)(t) :=
{
γ(2λ), 0 6 λ 6 1/2,

δ(2λ− 1), 1/2 6 λ 6 1.
(5.12)

基本群 称 π(p) 在道路乘法运算下构成的群为拓扑空间 (M,O) 以 p 为基点的基本群

π1(p) := Lp/ ∼= {[γ] |γ ∈ Lp} (5.13)

其中 ∼ 是在映射
• : π1(p)× πp → (p) (5.14)

(γ, δ) 7→ [γ] • [δ] := [γ ∗ δ] . (5.15)

道路乘法在基本群中的运算性质 (1) 结合律;(2) 单位元;(3) 逆元.
群同构

恒定曲线 操作 • 是关联的（因为结合律是关联的）；基本群 (π1(p), •) 的单位元是（等
价类）恒定曲线 γe，其定义为：

γe : [0, 1] → (5.16)

λ 7→ γe(0) = p (5.17)

.

5.5 Sn 基本群
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6 拓扑流形和丛

6.1 拓扑流形

拓扑流形 对于一个仿紧的,豪斯多夫的,拓扑空间 (M,O)中的每个点 p ∈M 存在一个

邻域 U(p), 并存在一个与 d 维欧式空间同胚的映射 x : U(p) → x(U(p)) ⊆ Rd, 记 dimM = d.

同胚的两个流形的维度相等.
例 1 S1 是一维流形, 球面, 圆柱, 圆环面 S2, C = S1 ×R, T 2 是二维流形.
子流形 令 (M,O)为一个拓扑流形,且 N 为M 的子集,N ⊆M .则 (N.O|N )是 (M,O)

的一个子流形.
直积流形 令 (M,OM )和 (N,ON )分别为维度为 m和 n的流形,则称 (M×N,OM×N )

为维度为 m+ d 的直积流形.

6.2 丛

直积非常有用。在物理学中，人们经常会直观地将两个流形的直积视为将第二个流形的

副本附加到第一个流形的每个点上。但是，并非所有有趣的流形都可以理解为流形的产物。一

个典型的例子是莫比乌斯带。

它局部地看起来像有限圆柱 S1 × [0, 1]，我们可以将其描绘为圆 S1（图中的粗线），并在

每个圆点上附加有限间隔 [0, 1] 并使其道路“平滑”。莫比乌斯带材具有“扭曲”特性，这使

其在整体上与圆柱体不同。

丛 (拓扑空间的) 丛是一个三元组 (E, π,M) 其中 E 和 M 分别是被称为主空间和底

空间的拓扑流形, 其中连续的满射 π : E →M 被称为投影映射.
通常将丛 (E, π,M) 记为 E

π−→M .
纤维 令 E

π−→M 为一个丛, 对于底空间中一点 p ∈M , 则称 Fp := preimπ({p}) 为点
p 处的纤维. 直观地讲，点 p ∈ M 的纤维是 E 中投影到点 p 的一组点（在下面以线表示）。

投影映射将纤维 Fp 的所有点映射到点 p。

例 1 丛的一个平凡的例子是直积丛. 令 M 和 N 为流形, 一个三元组 (M × N, π,M),
其中:

π :M ×N →M (6.1)

(p, q) 7→ p (6.2)

是一个丛, 因为 π 是连续且满的; 类似地,(M ×N, π,M) 也是一个丛.
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例 2 在一个丛中，底流形的不同点可能具有（拓扑上）不同的纤维。例如,考虑丛 E → R
其中:

Fp := preimπ({p}) ∼=top


S1, if p < 0

{p} , if p = 0

{[0, 1]} , if p > 0

(6.3)

纤维丛 令 E → R 为一个丛, 并且令 F 为一个流形, 如果

∀p ∈M : preimπ({p}) ∼=top F. (6.4)

则称 E → R 是一个具有纤维 F 的纤维丛.
一个纤维丛通常用示意图表示为:

例 2 纤维丛 M ×N
π−→M 是一个带有纤维 F := N 的纤维丛.

例 3 莫比乌斯带是一个带有纤维 F := [0, 1] 的纤维丛 E
π−→ S1, 其中 E 6= S1 × [0, 1]

, 即莫比乌斯带不是一个直积丛.
例 4 M 上的 C-line丛是一个带有纤维 C的纤维丛 (E, π,M).记直积丛 (M×C, π,M)

是 M 上的一个 C-line 丛, 但一个 M 上的一个 C-line 丛不一定是一个直积丛.
截面 令 E

π−→M 为一个丛, 若存在一个映射 σ :M → E 使得 π ◦ σ = idM , 则该映射
被称为一个截面.

.

直观地讲，截面是一个映射 σ，它将底空间 M 每个点 p ∈ M 发送到纤维 Fp 中的某些

点 σ(p) 中, 因此投影映射 π 使 σ(p) ∈ Fp ⊆ E 返回到点 p ∈M.

例 6.11 令 (M × F, π,M) 为一个直积丛, 则这个丛的一个截面为:

σ :M →M × F

p 7→ (p, s(p))

, 其中 s :M → F 为任意映射.
子丛 (E, π,M) 的一个子丛是三元组 (E′, π′,M ′), 其中 E′ ⊆ E 和 M ′ ⊆M 都是对应

的子流形,π′ := π|E 是 π 限制在 E′ 上的投影映射.
底流形上的限制 令 (E, π,M) 为一个丛, 并且令 N ⊆M 为底流形的子流形, 则底流形

上的限制是三元组 (E, π′,M), 其中:

π′ := π|preimπ(N) (6.5)
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丛态射 令 E
π−→ E′ 和 v : M → M ′ 分别为两个丛, 则称 (u, v) 为丛映射, 如下所示:

即 π′ ◦ u = v ◦ π

.

如果 (u, v) 和 (u, v′) 都是丛态映, 则 v = v′. 亦即, 给定 u, 则存在 v 使得 (u, v) 是一个丛

态射, 则 v 是独一无二的.
丛同构 令 E

π−→ E′ 和 v : M → M ′ 分别为两个丛, 若存在两个可逆丛态射 (u, v) 和

(u′, v′) 满足: 丛同态映射是保持结构 (例如流形的拓扑性质) 的映射.

.

局域丛同构 一个丛 E
π−→ M 是与 E′ π′

−→ M ′ 局域丛同构的, 如果对底空间中所有的
p ∈M , 存在一个邻域 U(p) 作为底流形上的限制的投影映射:

preimπ(U(p))
π|preimπ(U(p))−→ U(p) (6.6)

是与丛 E′ π′

−→M ′ 同构的.
平凡与局部平凡 一个丛 E

π−→M 是:
(1) 平凡的, 当它与乘积丛 (M × F, π,M) 丛同构;
(2) 局部平凡的, 当它与乘积丛局部丛同构.
例 1 圆桶 C = S1 × R 是平凡丛, 同时也是局部平凡的.
例 2 莫比乌斯带是非平凡的但是局部平凡的.
丛现在开始, 我们主要讨论局部平凡丛.
备注在量子力学中，通常所谓的“波函数”根本不是函数 (函数的定义是定义域和值域都

是数域, 而这里是流形)，而是 C-line 丛在物理空间上的一个截面。但是，如果我们假设所考
虑的 C-line 丛是局部平凡的，则丛的每个截面都可以用从底空间到主空间的映射（局部）来
表示（局部），因此使用术语“波函数”。

拉回丛 令 E
π−→M 称之为一个丛, 并令 f :M ′ →M 是从一些流形 M ′ 到底空间 M

的映射. 则称 E
π−→M 的由映射 f 诱导的拉回丛定义为 E′ π′

−→M ′, 其中

E′ = {(m′, e) ∈M ′ × E ∼ f(m′) = π(e)} (6.7)

且 π′ = (m′, e) := m′.

E′ π′

−→ M ′ 是 E
π−→ M 的由映射 f 诱导的拉回丛, 则我们可以简单地构造一个丛映射,

通过定义

u : E′ → E

(m′, e) 7→ e.

可由如下示意图表示: 注意 丛上的截面拉回一个” 拉回丛”, 事实上, 令 E′ π′

−→ M ′ 是

.

E
π−→M 的由映射 f 诱导的拉回丛. 若 σ 是 E

π−→M 的一个截面, 则 σ ◦ F 决定一个从 M ′
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到 E 的映射, 它将 M ′ 中的每个 m′ ∈ M ′ 映射回 σ(f(m′)) ∈ E. 但是, 因为 σ 是一个截面,
我们有

π(σ(f(m′))) = (π ◦ σ ◦ f)(m′) = (idM ◦ f)(m′) = f(m′)

因此,E′ 可定义为 (m′, (σ ◦ f)(m′)) ∈ E′. 进一步有

π′(m′, (σ ◦ f)(m′)) = m′

, 因此映射:
σ′ :M ′ → E′

m′ 7→ (m′, (σ ◦ f)(m′))

满足 π′ ◦ σ′ = idM ′ , 因此 σ 是拉回丛 E′ π′

−→M ′ 的截面.

.

6.3 从地图集看流形

图表 令拓扑空间 (M,O) 为 d 维流形. 则称有序对 (U, x) 是该流形的一个坐标卡. 其
中 U 是拓扑空间的一个开集, 而 x : U → x(U) ⊆ Rd 是一个同胚映射.

x : U → x(U) ⊆ Rd 的分量映射定义如下:

xi : U → R

p 7→ proji(x(p))

其中 1 ≤ i ≤ d, 其中 proji(x(p)) 是 x(p) ∈ Rd 的第 i 个分量. 其中 xi(p) 被称为点 p ∈ U 对

应图标 (U, x) 的坐标系.
地图册 流形 M 的一个地图册是所有图表组成集合 A := {(Uα, xα)} 且使得:⋃

α∈A
Uα =M (6.8)

C0 相容 若两张图表 (U, x) 和 (V, y)

U ∩ V = ∅ ∨ y ◦ x−1 : (U ∩ V ) → y(U ∩ V )连续 (6.9)

则它们是 C0 相容的.
注意 y ◦ x−1 是从 Rd 的一个子集到 Rd 的另一个子集的映射.

.

由于映射 x 和 y 是同胚映射，因此组成映射 y ◦ x−1 也是同胚的，因此是连续的。因此，

拓扑流形上的任何两个图表都是 C0 兼容的。这个定义因此似乎是多余的，因为它适用于每对

图表。但是，这只是“热身”，因为我们稍后将细化此定义并根据图表的 Ck 兼容性定义流形

上地图的可微性。

流形的 C0 地图册是成对的 C0 兼容的图表的地图册。注意，任何地图册也是 C0 的地图

册。
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最大地图册 如果对于每个 (U, x) ∈ A，对于所有与 (U, x) 兼容的图表 (V, y)，我们都

有 (V, y)，则 C0 兼容地图册 A 被称为最大图册。
现在，我们可以从两个角度看待拓扑流形上的“对象”。例如，考虑 d 维流形 M 上的一

条曲线，即映射 γ : R →M。我们现在询问该曲线是否连续，因为是否应该在“物理空间”M

上模拟粒子的轨迹。

第一个答案是，如果 γ : R →M 作为拓扑空间 R 和 M 之间的映射是连续的，则它是连

续的。

但是，您可能会更了解本科物理学的答案如下。我们仅考虑物理空间 M 的一部分（开放

子集 U），而不是直接研究映射 γ : preimγ(U) → U 我们研究映射：

x ◦ γ : preimγ(U) → x(U) ⊆ Rd (6.10)

其中 (U, x) 也是 M 的图表.。更有可能的是，您将检查坐标映射 xi ◦ γ 的连续性，这将意味
着“实”曲线 γ : preimγ(U) → U 的连续性 (实数，相对于其坐标表示）。

.

在某些时候，您可能希望使用不同的“坐标系”来回答不同的问题。在这种情况下，您将

选择一个不同的图表 (U, y)，然后研究映射 y ◦ γ 或其坐标映射。但是请注意，可以从先前图
表 (U, x) 中获得的某些结果（例如 γ 的连续性）立即“传输”到新图表 (U, y) 通过图表传递

映射 y ◦ x−1。此外，从直觉上讲，映射 y ◦ x−1 使我们可以忽略在某种意义上是真实世界的

内部结构（(即 U 和映射 γ, x, x)，而仅考虑 preimγ(U) ⊆ R 和 x(U), y(U) ⊆ Rd 以及它们之

间的映射，这是我们对现实世界的表示。
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7 微分结构: 定义和分类
7.1 通过完善（最大）图集添加结构

先前我们看到，对于拓扑流形 (M,O)，C0 地图册的概念是完全多余的，因为每个地图册

也是 C0 地图册。现在，我们将 C0 图集的概念，或更准确地说，是图表的 C0 兼容性的概念，

推广到非平凡和非冗余的概念。

Definition. 一个流形的地图册 A 被称为 F-atlas 当且仅当 (U, x), (V, y) ∈ A 是 F-相容的.

换句话说, U ∩V = ∅ or if U ∩V 6= ∅, 那么从 x(U ∩V ) 到 y(U ∩V ) 的传递映射 y ◦x−1

一定是 F 的.

U ∩ V ⊆M

x(U ∩ V ) ⊆ Rdim M y(U ∩ V ) ⊆ Rdim M

x y

y◦x−1

在您认为 Schuller 博士终于疯了之前,F 被用作以下任意项的占位符：

• F = C0: 定义如前所述;

• F = Ck: 如果 Rdim M 的开子集间的传递映射是 k-次连续可微的;

• F = C∞: 传递映射是光滑的 (无限次可微); 等价于地图册是 Ck 的, 对于所有的 k ≥ 0;

• F = Cω: 传递映射是实解析的, 这比光滑更强的条件;

• F = complex: 如果 dimM 是偶数, M 是一个 复流形传递映射是连续的且满足柯西-黎
曼方程, 它的复维度是 1

2 dimM .

在一方面, 如果你还没遇到柯西黎曼方程, 可以回忆 R2 和 C 是同构的集合, 我们可以定义函
数

f : R2 → R2

(x, y) 7→ (u(x, y), v(x, y))
(7.1)

其中 u, v : R2 → R, 因此函数 f :

f : C → C
x+ iy 7→ u(x, y) + iv(x, y)

(7.2)

如果 u 和 v 在 (x0, y0) 是在实数域可微的, 则 f = u+ iv 在 z0 = x0 + iy0 是在复数域可微的,
当且仅当 u 和 v 满足:

∂u

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0) ∧ ∂u

∂y
(x0, y0) = −∂v

∂x
(x0, y0),

被称为 Cauchy-Riemann 方程。注意，复数平面上的可微性要求的条件比实数域上的可微性
要强得多。如果您想了解更多，则应该参加复分析或函数论课程.
让我们回到流形.

Theorem 7.1 (Whitney). 任何最大 Ck-图册包含一个 C∞-图册, 其中 k ≥ 1,. 进一步地, 任
何包含 C∞-图册的最大 Ck-图册是全同的.

一个直接的含义是，如果我们可以找到一个流形的 C1-图册，那么我们还可以假设存在该
流形的 C∞ 图册。通常，拓扑流形不是这种情况：具有 C0 图集的空间可能不允许任何 C1 图

册。但是，如果我们至少有一个 C1 地图册，则只需删除图表即可，仅保留与 C∞ 兼容的图表

即可获得 C∞ 地图册。

因此，出于本课程的目的，在上述意义上，我们将不会区分 Ck(k ≥ 1) 和 C∞ 流形。

现在，我们给出 Ck 流形的明确定义。
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Definition. 一个 Ck-流形 是一个三元有序对 (M,O,A ), 其中 (M,O) 是一个拓扑流形且 A

是一个最大 Ck-图表.

Remark 7.2. 给定的拓扑流形可以携带不同的不兼容地图集。
请注意，虽然我们仅定义了图表的兼容性，但应该清楚两个相同类型的地图集兼容的含

义。

Definition. 两个 F-图册 A , B 是 相容的 当他们的交 A ∪ B 也是一个 F-图册, 且与其他
图册不相容.

或者，我们可以根据任何一对来自各个图册中的图表的兼容性来定义两个地图册的兼容

性，每个图表中的一个。

Example 7.3. 令 (M,O) = (R,Ostd). 考虑两个图册 A = {(R, idR)} 和 B = {(R, x)}, 其中
x : a 7→ 3

√
a. 由于它们都包含一个图表，因此很容易看到过渡映射上的兼容性条件（在两种情

况下，唯一的过渡映射都是 idR)）。因此它们都是 C∞-图集。
现在考虑 A ∪ B。过渡映射 idR ◦x−1 是光滑的映射 a 7→ a3。但是，另一个过渡映射

◦x−1 idR 是映射 x ，它甚至一次都不可微分（0 处的第一个导数不存在）。因此，A 和 B 甚

至 C1 不兼容。

前面的示例表明，我们可以为实数轴配备（至少）两个不同的不兼容 C∞ 结构。这看起

来像是一场灾难，因为它暗示着要使用哪种可微分的结构可以进行任意选择。幸运的是，情

况并没有看上去那么糟，正如我们将在下一节中看到的那样。

7.2 微分流形

Definition. 令 ϕ : M → N 为一个映射, 其中 (M,OM ,AM ) 和 (N,ON ,AN ) 为 Ck-流形. 则
ϕ 被称为在点 p ∈M 可微的 (Ck-), 如果对于它的一些坐标卡 (U, x) ∈ AM , 其中点 p ∈ U 和

(V, y) ∈ AN 且 ϕ(p) ∈ V , 则坐标变换映射 y ◦ ϕ ◦ x−1 通常对于 x(p) ∈ x(U) ⊆ Rdim M 是

k-次可微的.
U ⊆M V ⊆ N

x(U) ⊆ Rdim M y(V ) ⊆ Rdim N

ϕ

x y

y◦ϕ◦x−1

Notice that in the previous definition we only require that some charts from the two
atlases satisfy the stated property. So we should worry about whether this definition depends
on which charts we pick. In fact, this “lifting” of the notion of differentiability from the chart
representation of to the manifold level is well-defined. 上图显示了流形的典型主题。我们有
一个映射 ϕ : M → N，我们想在 p ∈M 处定义 ϕ 的某些属性，类似于 Rd 的子集之间的映射

的某些属性。我们通常要做的是考虑上面的一些图表（(U, x) 和 (V, y) 并根据下述坐标变换

y ◦ ϕ ◦ x−1 的对应属性定义 x(p) ∈ Rd 处对应的属性。

请注意，在上一个定义中，我们仅要求两个地图集中的某些图表满足指定的属性。因此，

我们应该担心此定义是否取决于我们选择的图表。实际上，这种可区分性概念从 ϕ 的坐标卡

表示到流形可微等级的“提升”得到了很好的定义。

Proposition 7.4. 可微性的定义是一个良定义.

Proof. 我们想知道 y ◦ϕ ◦ x−1 对于点 p ∈ U 的一些坐标卡 (U, x) ∈ AM 在 x(p) 是可微的, 并
且对于 ϕ(p) ∈ V 也有坐标卡 (V, y) ∈ AN 存在, 则 ỹ ◦ ϕ ◦ x̃−1 在 x̃(p) 也是可微的, 对于点 p

的其他邻域域 p ∈ Ũ 所有坐标卡 (Ũ , x̃) ∈ AM 也是可微的, 并且对于 ϕ(p) ∈ Ṽ 也有坐标卡
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(Ṽ , ỹ) ∈ AN .

x̃(U ∩ Ũ) ⊆ Rdim M ỹ(V ∩ Ṽ ) ⊆ Rdim N

U ∩ Ũ ⊆M V ∩ Ṽ ⊆ N

x(U ∩ Ũ) ⊆ Rdim M y(V ∩ Ṽ ) ⊆ Rdim N

ỹ◦ϕ◦x̃−1

ϕ

x

x̃

y

ỹ

y◦ϕ◦x−1

x̃◦x−1 ỹ◦y−1

在上图中考虑映射 x̃ ◦ x−1 . 因为坐标卡 (U, x) 和 (Ũ , x̃) 属于同一 Ck-图册 AM , 坐标变换
x̃ ◦ x−1 仍然是 Rdim M 的子集之间的 Ck-可微的映射, 同样的对 ỹ ◦ y−1 也成立. 我们现在可
以写下:

ỹ ◦ ϕ ◦ x̃−1 = (ỹ ◦ y−1) ◦ (y ◦ ϕ ◦ x−1) ◦ (x̃ ◦ x−1)−1

因此 Ck 的复合映射仍然是 Ck 的, 我们写下.

该证明显示了限制 Ck 图册的意义。这样的地图册仅包含坐标变换为 Ck 的坐标卡，这使

得我们对流形之间的坐标卡的可微性的定义得到了很好的定义。

对于光滑（(C∞) 流形，同样的定义和证明工作，在这种情况下，我们讨论的是光滑映射。
正如我们之前所说，这是我们最感兴趣的情况。

Example 7.5. 考虑光滑流形 (Rd,Ostd,Ad) 和 (Rd′
,Ostd,A′

d
), 其中 Ad 和 A′

d
是分别包含坐

标卡 (Rd, idRd) 和 (Rd′
, idRd′ ) 的最大地图册, 令 f : Rd → Rd′

为一个映射. 下图分别定义了
各自坐标卡的可微变换 f :

Rd Rd′

Rd Rd′

f

idRd idRd′

idRd′ ◦f◦(idRd )
−1

并且, 由定义可知, 映射 f 是流形之间的光滑映射当且仅当映射 idRd′ ◦f ◦ (idRd)−1 = f 是通

常意义上的光滑映射.
Example 7.6. 令 (M,O,A ) 为 d-维光滑流形且令坐标卡 (U, x) ∈ A . 则 x : U → x(U) ⊆ Rd

是光滑流形. 事实上我们有

U x(U)

x(U) ⊆ Rd x(U) ⊆ Rd

x

x idx(U)

idx(U) ◦x◦x−1

因此 x : U → x(U) 是光滑的, 当且仅当映射 idx(U) ◦x ◦x−1 = idx(U) 通常也是光滑的, 就是这
样.
坐标映射 xi := proji ◦ x : U → R 是光滑的. 事实上考虑图像

U R

x(U) ⊆ Rd R

xi

x idR

idR◦xi◦x−1
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则, xi 是光滑的, 当且仅当映射

idR ◦ xi ◦ x−1 = xi ◦ x−1 = proji

通常也是光滑的, 就是这样.

7.3 微分结构的分类

Definition. 令 ϕ : M → N 为两个流形之间的双射. 如果 ϕ 和 ϕ−1 是光滑的, 则 ϕ 被称为 微

分同胚的.

微分同胚是两个光滑流形间的保构映射.

Definition. 两个流形 (M,OM ,AM ), (N,ON ,AN ) 是 微分同胚如果 M 和 N 之间存在一个

同胚映射 ϕ : M → N . 我们称 M ∼=diff N .

请注意，如果理解了微分的结构（或无关紧要），我们通常会写 M 而不是三元有序对

(M,OM ,AM )。

Remark 7.7. 微分同胚是等价关系。实际上，从微分几何学的角度来看，通常认为微分流形是
相同的。这类似于拓扑空间的情况，在拓扑空间中，我们认为同胚空间是相同的。这是所有保

构映射的典型特征。

有了微分同构的概念，我们现在可以提出以下问题：在给定的拓扑空间上，到微分同构

为止有多少个平滑结构？

答案非常令人惊讶：它取决于流形的维度！

Theorem 7.8 (Radon-Moise). 令 M 为具有维度 dimM = 1, 2 或 3 的流形. 然后在 M 上

有一个独特的平滑的微分同构。

回忆一下，在前面的示例中，我们表明可以为 (R,Ostd) 配备两个不相容的地图册 A

和 B。令 Amax 和 Bmax 为它们对最大地图集的扩展，并考虑平滑流形 (R,Ostd,Amax) 和

(R,Ostd,Bmax)。显然，这些是不同的流形，因为地图册是不同的，但是由于 dimR = 1，它

们必须是微分同胚的。

surgery 理论为维度 dimM > 4 我们强调维度 dimM 6= 4）的情况提供了答案。这是拓

扑中的工具和技术的集合，通过这些工具和技术，可以通过对给定工具和外科工具进行手术，

即通过切割，替换和粘合零件，从而控制拓扑不变性（如基本群），从给定工具和工具中获得

新的流形。这个想法是通过系统地进行手术来了解所有维度大于 4 的流形。特别地，使用手
术理论，已经表明，只能由拓扑流形建立有限多个平滑流形（直至微分同胚）。

这不像前面的例子那样整洁，但是由于只有有限的许多结构，因此我们仍然可以枚举它

们，即可以写一个详尽的列表。

对于所有给定的流形来说，尽管找到所有可微结构可能是困难的，但该定理对将时空建

模为流形的物理理论具有直接影响。例如，一些物理学家认为，时空应建模为 10 维流形（我

们既不提出也不反对这种观点）。如果确实如此，我们需要担心我们为 10 维流形配备哪种可

微的结构，因为每个不同的选择都可能导致不同的预测。但是，由于只有有限的许多这样的

结构，物理学家至少可以在原则上设计和执行有限的许多实验来区分它们，并确定哪一个是

正确的（如果有的话）。

现在我们回到特殊情况 dimM = 4。结果是，如果 M 是一个非紧致的拓扑流形，则可以

为 M 配备无数的不可微的光滑结构。特别地，这适用于 (R4,Ostd)。在紧凑的情况下，只有

部分结果。

举例来说，这是一个这样的例子结果。

Proposition 7.9. 如果拓扑空间 (M,O) 的维度为 dimM = 4, 且有 b2 > 18, 其中 b2 是第

二 Betti 数, 那么 (M,O) 可以装备很多不可微光滑结构.

Betti 数是根据同调群定义的，从直觉上讲:

• b0 一个空间具有的可连接的群的数量;

• b1 是空间具有的圆形（一维）孔的数量;
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• b2 是空间中二维孔的数量;

等等。因此，如果一个流形具有多个大于 18 的二维孔，那么我们只能选择数量众多的结构，
但它们仍然是无穷多个。
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8 张量空间理论 I：域上张量
8.1 向量空间

我们从快速回顾向量空间开始。

Definition. 一个 代数域 (algebraic field) 是一个三元有序对 (K,+, ·), 其中 K 是一个集合

并且 +, · 是 K ×K → K 满足以下公理的一个映射:

• (K,+) 是一个阿贝尔群, i.e.

i) ∀ a, b, c ∈ K : (a+ b) + c = a+ (b+ c);
ii) ∃ 0 ∈ K : ∀ a ∈ K : a+ 0 = 0 + a = a;
iii) ∀ a ∈ K : ∃−a ∈ K : a+ (−a) = (−a) + a = 0;
iv) ∀ a, b ∈ K : a+ b = b+ a;

• (K∗, ·), 其中 K∗ := K \ {0}, 是一个阿贝尔群, i.e.

v) ∀ a, b, c ∈ K∗ : (a · b) · c = a · (b · c);
vi) ∃ 1 ∈ K∗ : ∀ a ∈ K∗ : a · 1 = 1 · a = a;
vii) ∀ a ∈ K∗ : ∃ a−1 ∈ K∗ : a · a−1 = a−1 · a = 1;
viii) ∀ a, b ∈ K∗ : a · b = b · a;

• 映射 + 和 · 满足分配律:

ix) ∀ a, b, c ∈ K : (a+ b) · c = a · c+ b · c.

Remark 8.1. 在上面的定义中，为清楚起见，我们包括了公理 iv，但实际上可以从其他几条公
理开始进行证明。

Remark 8.2. 我们稍后会遇到的一个较弱的概念是环 (ring)。这也被定义为三元有序对 (R,+, ·)，
但是它不需要公理 vi，vii 和 viii。如果环满足公理 vi，则称为单元环 (unital ring)，如果满
足公理 vii，则称为可交换环 (commutative ring)。我们将主要考虑单元环，称其为环。
Example 8.3. 三元有序对 (Z,+, ·) 是可交换的整数环。但是，它不是域，因为 1 和 −1 是整

数环中仅有的两个在乘法下存在逆元的元素。

Example 8.4. 集合 Q, R, C 是使用 + 和 · 运算的常用域.
Example 8.5. 非交换环的一个例子是在常规运算下，实数 m× n 矩阵 Mm×n( R) 的集合。

Definition. 假设 (K,+, ·) 为一个域。K-向量空间 (-vector space) 或K 上向量空间 vector
space over K 是三元有序对 (V,⊕,�)，其中 V 是集合, 并且

⊕ : V × V → V

� : K × V → V

是满足以下公理的映射:

• (V,⊕) 是一个阿贝尔群;

• 映射 � 是域 K 在线性空间 (V,⊕) 上的一个作用 (action) :

i) ∀λ ∈ K : ∀ v, w ∈ V : λ� (v ⊕ w) = (λ� v)⊕ (λ� w);
ii) ∀λ, µ ∈ K : ∀ v ∈ V : (λ+ µ)� v = (λ� v)⊕ (µ� v);
iii) ∀λ, µ ∈ K : ∀ v ∈ V : (λ · µ)� v = λ� (µ� v);
iv) ∀ v ∈ V : 1� v = v.

向量空间也称为线性空间。它们的元素称为向量 (vectors)，而 K 的元素通常称为标量

(scalars)，而映射 � 被称为标量乘法 (scalar multiplication)。您应该已经熟悉线性代数课程
中的各种矢量空间构造。例如，回想一下：
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Definition. 令 (V,⊕,�)为K上的向量空间，令 U ⊆ V 为非空集。那么我们说 (U,⊕|U×U ,�|K×U )

是 (V,⊕,�) 的向量子空间 (vector subspace)，如果：

i) ∀u1, u2 ∈ U : u1 ⊕ u2 ∈ U ;

ii) ∀u ∈ U : ∀λ ∈ K : λ� u ∈ U .

更简洁地, 如果 ∀u1, u2 ∈ U : ∀λ ∈ K : (λ� u1)⊕ u2 ∈ U .

还记得如果在域 K 上我们有 n 个向量空间，我们可以通过定义运算 ⊕ 和 � 构造其基础
集合的 n 重笛卡尔积，并使其成为一个域 K 上的向量空间。

到目前为止，我们将像往常一样查看向量空间之间的保构的映射。

Definition. 令 (V,⊕,�), (W,�,�) 为同一域 K 上的向量空间并令 f : V → W 为一映射.
我们称 f 是一个线性映射 (linear map) 如果对于 v1, v2 ∈ V 和所有的 λ ∈ K

f((λ� v1)⊕ v2) = (λ� f(v1))� f(v2).

从现在开始，我们将取消向量空间运算的特殊表示法，并禁止点用于标量乘法。例如，我

们将上面的等式写为 f(λv1 + v2) = λf(v1) + f(v2), 希望这不会引起任何混淆

Definition. 双线性映射称为向量空间的 线性同构 (linear isomorphism). 两个向量空间被称
为同构的 (isomorphic) 如果它们之间存在线性同构。记作 V ∼=vec W .

Remark 8.6. 请注意，与拓扑空间不同，双射线性映射的逆是自动线性的，因此我们不需要在
线性同构的定义中指定它。

Definition. 令 V 和 W 为同一域 K 上的向量空间. 定义集合

Hom(V,W ) := {f | f : V ∼−→W},

其中符号 f : V
∼−→W 表示 “f 是一个从 V 到 W 的线性映射”.

态射集 Hom(V,W ) 本身可以通过定义成域 K 上的向量空间:

� : Hom(V,W )× Hom(V,W ) → Hom(V,W )

(f, g) 7→ f �g

其中

f �g : V ∼−→W

v 7→ (f �g)(v) := f(v) + g(v),

并且

� : K × Hom(V,W ) → Hom(V,W )

(λ, f) 7→ λ �f
其中

λ �f : V ∼−→W

v 7→ (λ �f)(v) := λf(v).

很容易检查 f �g 和 λ �f 确实是从 V 到 W 的线性映射。例如，我们有：

(λ �f)(µv1 + v2) = λf(µv1 + v2) (由定义)
= λ(µf(v1) + f(v2)) ( f 是线性的)
= λµf(v1) + λf(v2) (公理 i 和公理 iii)
= µλf(v1) + λf(v2) ( K是一个域 )
= µ(λ �f)(v1) + (λ �f)(v2)

因此，λ �f ∈ Hom(V,W )。还应该检查 � 和 � 是否满足向量空间公理。
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Remark 8.7. 注意，在向量空间的定义中，没有一个公理要求 K 必须是域。事实上，只要一

个环就足够了。环上的向量空间，有自己的名字。它们被称为一个环上的模，我们稍后会遇到

它们。

目前，值得指出的是，到目前为止我们所做的一切都同样适用于一个环上的模，包括

Hom(V,W ) 的定义。但是，如果我们试图将 Hom(V,W ) 放入一个模，我们就会遇到麻烦。

注意，在上面的推导中，我们使用了一个事实，一个域中的乘法是可交换的。但在环中通常不

是这样的。

以下是常用的术语。

Definition. 设 V 为一个向量空间. V 的一个 内同态 (Endomorphism) 是一个到自身的线性
映射 (a linear map) V → V . 我们记 End(V ) := Hom(V, V ).

Definition. 设 V 是一个向量空间。V 的一个自同构 (automorphism)是一个到自身的线性同
构 (a linear isomorphism) V → V . 我们记 Aut(V ) := {f ∈ End(V ) | f is an isomorphism}.

Remark 8.8. 注意，与 End(V )不同，Aut(V ) 不是一个向量空间，就像在课堂上说的那样。它

不过是一组在复合操作下的线性映射。

Definition. 设 V 是域 K 上的一个向量空间。V 的一个 对偶 (dual) 是

V ∗ := Hom(V,K),

其中对偶空间的域仍是 K .

V 的对偶向量空间是从 V 到域 K 的线性映射的向量空间，它们分别称为线性函数，协

向量 (covectors) 或 1-形式 (one-forms) 在 V 上。对偶扮演一个非常重要的角色，因为我们

将从向量空间及其对偶构成张量积。

8.2 张量和张量空间

Definition. 设 V , W , Z 为域 K 上的向量空间. 一个映射 f : V ×W → Z 被称为为 双线性

的 (bilinear), 如果

• ∀w ∈W : ∀ v1, v2 ∈ V : ∀λ ∈ K : f(λv1 + v2, w) = λf(v1, w) + f(v2, w);

• ∀ v ∈ V : ∀w1, w2 ∈W : ∀λ ∈ K : f(v, λw1 + w2) = λf(v, w1) + f(v, w2);

换句话说, 对于任何固定的 v，如果将 v 7→ f(v, w)，和 w 7→ f(v, w)，对于任何固定的 v，都

是线性的，就像映射 V → Z 和 W → Z 一样。

Remark 8.9. 将其与线性映射的定义进行比较 f : V ×W
∼−→ Z:

∀x, y ∈ V ×W : ∀λ ∈ K : f(λx+ y) = λf(x) + f(y).

更具体地, 如果 x = (v1, w1) 并且 y = (v2, w2), 则:

f(λ(v1, w1) + (v2, w2)) = λf((v1, w1)) + f((v2, w2)).

一个 V ×W 的双线性映射与 is V ×W 的一个线性映射不同. 实际上，双线性只是一种特殊
的非线性。

Example 8.10. 由 (x, y) 7→ x+ y 给定的映射 f : R2 → R 是线性的但不是双线性的, 同时映射
(x, y) 7→ xy 是双线性但不是线性的.
我们可以立即概括上述内容，以从向量空间的笛卡尔积中定义多重线性 (multilinear) 映

射。

Definition. 设 V 是域 K 上的一个向量空间。一个 T 在 V 上的 (p, q) 型张量 (-tensor) 是
一个线性映射

T : V ∗ × · · · × V ∗︸ ︷︷ ︸
p copies

×V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
q copies

→ K.

我们记

T p
q V := V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸

p copies

⊗V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸
q copies

:= {T | T is a (p, q)-tensor on V }.
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Definition. 一个 (p, 0) 型张量被称为协变 p-张量 (covariant p-tensor), 同时一个 (0, q) 型张

量是被称为 逆变 q-张量 (contravariant q-tensor).

Remark 8.11. 按照惯例，V 上的 �0, 0� 只是 K 的元素，并且 T 0
0 V = K.

Remark 8.12. 请注意，要将 T p
q V 定义为一个集合，我们应该小心并使用受限理解的原理 (分

离公理属性)，即我们应该说出 Ts 的来源。通常，假设我们要构建满足某些属性 p 的映射

f : A→ B 的一个集合。回想一下，符号 f : A→ B 隐藏了一个事实，即关系（实际上是函数

关系），而 A 和 B 之间的一个关系是 A×B 的子集。因此, 我们应该写成：

{f ∈ P(A×B) | f : A→ B and p(f)}.

对于 T p
q V，我们有：

T p
q V :=

{
T ∈ P

(
V ∗ × · · · × V ∗︸ ︷︷ ︸

p copies

×V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
q copies

×K
)
| T is a (p, q)-tensor on V

}
,

尽管我们不会每次都写下来。

通过定义，可以为集合 T p
q V 配备 K-向量空间结构

⊕ : T p
q V × T p

q V → T p
q V

(T, S) 7→ T ⊕ S

和

� : K × T p
q V → T p

q V

(λ, T ) 7→ λ� T,

其中 T ⊕ S 和 λ� T 是按点定义的, 就像我们对 Hom(V,W ) 所做的那样.
现在，我们定义一种从两个给定张量中获取新张量的重要方法。

Definition. 设 T ∈ T p
q V , S ∈ T r

s V .T 和 S 的张量积 (tensor product)是张量 T⊗S ∈ T p+r
q+s V

有如下定义:

(T ⊗ S)(ω1, . . . , ωp, ωp+1, . . . , ωp+r, v1,. . . , vq, vq+1, . . . , vq+s)

:= T (ω1, . . . , ωp, v1,. . . , vq)S(ωp+1, . . . , ωp+r, vq+1, . . . , vq+s),

其中 ωi ∈ V ∗ 且 vi ∈ V .

以下是一些有序的例子。

Example 8.13. a) T 0
1 V := {T | T : V

∼−→ K} = Hom(V,K) =: V ∗. 请注意，此处的多重线
性与线性相同，因为映射仅具有一个自变量。

b) T 1
1 V ≡ V ⊗ V ∗ := {T | T is a bilinear map V ∗ × V → K}. 我们声称这与 End(V ∗) 是

相同的. 事实上, 给定 T ∈ V ⊗ V ∗, 我们可以构造 T̂ ∈ End(V ∗) 如下所示:

T̂ : V ∗ ∼−→ V ∗

ω 7→ T (−, ω)

对于任何固定的 ω,，我们有

T (−, ω) : V ∼−→ K

v 7→ T (v, ω).

T̂ 和 T (−, ω) 的线性都直接来自 T 的双线性。因此，对于所有的 ω, 和 T̂ ∈ End(V ∗)

中的 T (−, ω) ∈ V ∗ . 该对应关系是可逆的，因为可以通过定义从 T̂ 的以下定义来重新

定义 T :

T : V × V ∗ → K

(v, ω) 7→ T (v, ω) := (T̂ (ω))(v).
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该对应关系实际上是线性的，因此是同构的，因此

T 1
1 V

∼=vec End(V ∗).

我们想考虑的其他例子是

c) T 0
1 V

?∼=vec V : 虽然您会在某些物理教科书中发现这一说法是正确的，但这实际上，通常
情况并非如此；

d) T 1
1 V

?∼=vec End(V ): 通常来说，这也不是正确的。

e) (V ∗)∗
?∼=vec V : 仅在 V 是有限维的情况下成立。

维度的定义取决于基的概念。给定一个向量空间而没有任何其他结构，我们可以定义的

唯一基础概念是所谓的 Hamel 基。

Definition. 设 (V,+, ·) 为域 K 上的一个向量空间. 一个子集 B ⊆ V 被称为 V 的一个 哈梅

尔基 (Hamel basis) 如果

• 集合 B 的每个有限子集 {b1, . . . , bN} 是线性独立的, 也就是说

N∑
i=1

λibi = 0 ⇒ λ1 = · · · = λN = 0;

• 集合 B 是向量空间 V 的一个 生成 (generating) 或 张成集 (spanning set) , 也就是说

∀ v ∈ V : ∃ v1, . . . , vM ∈ K : ∃ b1, . . . , bM ∈ B : v =
M∑
i=1

vibi.

Remark 8.14. 我们可以通过定义更简洁地写第二个条件

spanK(B) :=
{ n∑

i=1

λibi

∣∣∣ λi ∈ K ∧ bi ∈ B ∧ n ≥ 1

}
因此 V = spanK(B).
Remark 8.15. 请注意，我们一直在为 K 的元素使用上标，并且不应将它们与指数混淆。

哈梅尔基的以下表征通常是有用的。

Proposition 8.16. 设 V 为向量空间，令 B 为 V 的 Hamel 基。那么 B 是 V 的最小张成

(minimal spanning ) 和最大无关子集 (maximal independent subset )，即，如果 S ⊆ V，则

• span(S) = V ⇒ |S| ≥ |B|;

• S 是线性无关的 ⇒ |S| ≤ |B|.

Definition. 设 V 为一向量空间。V 的 维度 (dimension) 是 dimV := |B|, 其中 B 是 V 的

Hamle 基.

即使我们不会证明它，也存在这样的情况，即给定向量空间的每个 Hamel 基都具有相同
的基数，因此维的概念是明确定义的。

Proposition 8.17. 如果 dimV <∞ 且 S ⊆ V , 则有如下性质:

• 如果 spanK(S) = V 且 |S| = dimV , 则 S 是 V 的一个 Hamle 基;

• 如果 S 是线性无关的且 |S| = dimV , 则 S 是 V 的一个 Hamle 基.

Theorem 8.18. 如果 dimV <∞, 则 (V ∗)∗ ∼=vec V .
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Sketch of proof(证明草稿). 如下构造显式同构。定义 评估映射 (evaluation map) 如下

ev : V ∼−→ (V ∗)∗

v 7→ evv

其中

evv : V
∗ ∼−→ K

ω 7→ evv(ω) := ω(v)

ev 的线性直接来自于 V ∗ 元素的线性，而 evv 的线性则来自于 V ∗ 是矢量空间这一事实。然

后表明 ev 既是单射的又是满射的，因此是同构的。

Remark 8.19. 请注意，尽管我们需要基数的概念来陈述这个结果（因为我们需要 dimV <∞），
但是我们构造的同构与基数的任何选择无关。

Remark 8.20. 不难证明 (V ∗)∗ ∼=vec V 意味着 T 0
1 V

∼=vec V and T 1
1 V

∼=vec End(V ). 因此，最
后两个保持有限的维度，但它们不必保持无限的维度。

Remark 8.21. 尽管选择基通常可以简化事情，但是在定义新对象时，重要的是不要参考基。如
果我们确实根据基（例如向量空间的维数）来定义事物，则我们必须检查事物是否定义明确，

即它不取决于我们选择的基。有人说 “绅士只有在必要时才选择基。”
如果 V 是有限维的, 则 V ∗ 也是有限维的并且 V ∼=vec V

∗. 此外，给定 V 的基 B，存在
与 B 相关的 V ∗ 空间的基。

Definition. 令 V 为具有基 B = {e1, . . . , edim V }的有限维向量空间。B 的对偶基 (dual basis)
是 V ∗ 唯一的基 B′ = {f1, . . . , fdim V } of V ∗ 使得

∀ 1 ≤ i, j ≤ dimV : f i(ej) = δij :=

{
1 if i = j

0 if i 6= j

Remark 8.22. 如果 V 是有限维的，则 V 对 V ∗ 和 (V ∗)∗ 同构。在 V ∗ 的情况下，通过将 V

的基 B 的每个元素对应到对偶基 B′ 中的另一个元素来给出同构，并且然后线性扩展到 V。

您将（可能已经知道）了解到向量空间规范地 (canonically) 与它的双对偶同构，而与它
的对偶是不规范同构的，因为为了提供同构, 必须取决于 V 基的选择

对此问题的正确处理属于范畴理论 (category theory) 的范围，相关概念称为自然同构
(natural isomorphism)。有关该主题的介绍，请参见例如汤姆·伦斯特（Tom Leinster）撰写
的 Basic Category Theory。
一旦有了基 B，就 B 的元素而言，v ∈ V 的扩展实际上是唯一的。因此，我们可以在 B

的基础上有意义地谈论 v 的分量 (components)。坐标的概念也可以推广到张量的情况。

Definition. 设 V 为 K 上的有限维向量空间，基为 B = {e1� . . . �edim V }，并设 T ∈ T p
q V。我

们将以B 为基的T 的分量 (components) 定义为数字

T
a1...ap

b1...bq
:= T (fa1 , . . . , fap , eb1 , . . . , ebq ) ∈ K,

其中 1 ≤ ai, bj ≤ dimV , 且 {f1, . . . , fdim V } 是 B 的对偶基.

就像矢量一样，分量完全决定了张量。事实上，我们可以使用基从张量的分量重建张量：

T =

dim V∑
a1=1

· · ·
dim V∑
bq=1︸ ︷︷ ︸

p+q sums

T
a1...ap

b1...bq
ea1 ⊗ · · · ⊗ eap ⊗ f b1 ⊗ · · · ⊗ f bq ,

其中 eai
被理解为 T 1

0 V
∼=vec V 的元素，而 f bi 被理解为 T 0

1 V
∼=vec V

∗ 的元素。注意，请注

意，每个被加数都是一个 (p, q)-张量，而分量和张量乘积之间的 (隐式) 乘法是在 T p
q V 中的

标量乘法。
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8.2.1 基矢变换

设 V 是 K 上的向量空间，其中 d = dimV <∞，并设 {e1� . . . , ed} 是 V 的基。考虑一

个新的基 {ẽ1� . . . �ẽd}。由于新基的元素也是V 的元素，我们可以用旧基来展开它们。我们有:

ẽi =
d∑

j=1

Aj
i ej for 1 ≤ i ≤ d.

对于一些 Aj
i ∈ K. 类似地, 我们有

ei =
d∑

j=1

Bj
i ẽj for 1 ≤ i ≤ d.

一些 Bj
i ∈ K。这是一个标准的线性代数结果，元素为 Aj

i 和 Bj
i 矩阵 A 和 B 是可逆的，事

实上，A−1 = B。

8.3 符号约定

爱因斯坦求和约定

从现在开始，我们将采用爱因斯坦的求和惯例，即当要求和的指标在同一项中分别出现

一次作为下标，和一次作为上标时，取消求和符号。例如，我们写道

v = viei and T = T ij
kei ⊗ ej ⊗ fk

instead of

v =

d∑
i=1

viei and T =

d∑
i=1

d∑
j=1

d∑
k=1

T ij
kei ⊗ ej ⊗ fk.

求和后的指标称为伪指标 (dummy indices); 它们总是成对出现，显然，我们选择哪个特定字
母来表示它们并不重要，只要它还没有出现在表达式中。未求和的指标称为自由指标；包含

自由指标的表达式表示多个表达式，每个自由索引的值对应一个表达式；自由指标必须在等

式的两边都匹配。例如

viei = vkek, T ij
k = T imj

km, Aij = CkC
kBij + CiC

kBkj

所有的表达式都是有效的。而

ckviei = ckvkek, T ij
j = T imj

km, Aij = CkC
k + CiC

lBlj

是无效的表达式。指标运行的范围通常是可以理解的，而不是写出来的。

哪些指标是上标，哪些指标是下标 (我们已经用过了) 的约定是:

• V 的基向量带下标;

• V ∗ 的基向量上标;

• 所有其他的位置都由爱因斯坦的求和约定确定。

例如，由于一个向量的分量必须乘上基向量并对其求和，爱因斯坦的求和约定要求它们带有

上标。

Example 8.23. 使用求和约定，我们有:

a) fa(v) = fa(vbeb) = vbfa(eb) = vbδab = va;

b) ω(eb) = (ωaf
a)(eb) = ωaf

a(eb) = ωb;

c) ω(v) = ωaf
a(vbeb) = ωav

a;

其中 v ∈ V , ω ∈ V ∗, {ei} 是 V 的一个基, 且 {f j} 是 {ei} 的对偶基.

2022.6.17



3, 2019 数学笔记 Page 45 of 127

Remark 8.24. 爱因斯坦的求和约定应该只在处理线性空间和多线性映射时使用。原因如下。
考虑一个映射 ϕ : V ×W → Z, 并令 v = viei ∈ V 和 w = wiẽi ∈W . 于是我们有:

ϕ(v, w) = ϕ

( d∑
i=1

viei,
d̃∑

j=1

wj ẽj

)
=

d∑
i=1

d̃∑
j=1

ϕ(viei, w
j ẽj) =

d∑
i=1

d̃∑
j=1

viwjϕ(ei, ẽj).

注意，通过抑制灰色的求和符号，上面的第二项和第三项是无法区分的。但这只有在 ϕ 是双

线性的情况下才成立! 因此，求和约定不应该在数学的其他领域中使用 (至少，不是没有额外
的注意)。
Remark 8.25. 在选择了 V 的基数和 V ∗的对偶基之后，很容易将 v = viei ∈ V 和 ω = ωif

i ∈
V ∗ 认为是数字的 d 元组。为了区分它们，可以选择将向量写成分量数字的一列，将余向量写

成分量数字的一行：在选择了 V 的一组基和 V ∗ 的对偶基之后，很容易把 V = V iei ∈ V 中

的值和 ω = ωif
i ∈ V ∗ 中的值看作 d-元组。为了区分它们，我们可以选择将向量写成数字的

“列”，将协向量写成数字的“行”:

v = viei ! v =̂

 v1

...
vd


和

ω = ωif
i ! ω =̂ (ω1, . . . , ωd).

给定 ϕ ∈ End(V ) ∼=vec T
1
1 V , 回想一下，我们可以写为 ϕ = ϕij ei ⊗ f j , 其中 ϕij := ϕ(f i, ej)

是 ϕ 分别对应所选择的基的分量. 因此，很容易把 ϕ 看作是一个数字的正方形数组:

ϕ = ϕij ei ⊗ f j ! ϕ =̂


ϕ11 ϕ12 · · · ϕ1d
ϕ21 ϕ22 · · · ϕ2d

...
... . . . ...

ϕd1 ϕd2 · · · ϕdd


这里的惯例是考虑 i 指标 ϕij 作为一个 行指标 (row index), 和 j 作为一个 列指标 (column
index).
我们再怎么强调这是纯粹的惯例也不为过。它的有用性源于下面的例子。

Example 8.26. 如果 dimV < ∞, 则我们有 End(V ) ∼=vec T
1
1 V . 具体地说, 如果 ϕ ∈ End(V ),

我们可以考虑 ϕ ∈ T 1
1 V , 使用同样的标记, 例如

ϕ(ω, v) := ω(ϕ(v)).

因此 ϕ ∈ End(V ) 的分量是 ϕab := fa(ϕ(eb)).
现在考虑 ϕ, ψ ∈ End(V ). 我们来确定 ϕ ◦ ψ 的分量. 我们有:

(ϕ ◦ ψ)ab := (ϕ ◦ ψ)(fa, eb)
:= fa((ϕ ◦ ψ)(eb))
= fa((ϕ(ψ(eb)))

= fa(ϕ(ψm
b em))

= ψm
bf

a(ϕ(em))

:= ψm
b ϕ

a
m.

最后一行中的乘法是域 K 中的乘法，因为它是可交换的，所以我们有 ψm
m�ϕam = ϕam�ψm

b。

但是，根据前一评论中所介绍的公约，最好是后者。事实上，如果我们把上标看作行指标，下

标看作列指标，那么 ϕam�ψm
b 就是矩阵乘积 ϕψ 在行 a，列 b 中的条目。

类似地, ω(v) = ωmv
m 可被考虑点积点积 (dot product) 为 ω · v ≡ ωT v , 并且

ϕ(v, w) = wa ϕ
a
b v

b ! ωTϕv.
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最后一个表达式可能会误导你认为转置是一个“好”的概念，但事实上它不是。这是个很糟

糕的符号。它似乎是独立基底的，但实际上根本不是。

这个故事的寓意是, 你应该尽你最大努力不要把向量, 协向量和张量看作为数组的数据。
相反，总是尝试从抽象的、内在的、无分量的角度来理解它们。

分量在基变换下的变换

回忆如果 {ea} 和 {ẽa} 是 V 的基, 我们有

ẽa = Ab
aeb and ea = Bm

aẽm,

其中 A−1 = B. 请注意，在指标符号中，方程 AB = I 写作 Aa
mB

m
b = δab .

现在我们研究向量和协向量的分量在基改变下如何变化。

a) 设 v = vaea = ṽaẽa ∈ V . 则有:

va = fa(v) = fa(ṽbẽb) = ṽbfa(ẽb) = ṽbfa(Am
bem) = Am

bṽ
bfa(em) = Aa

bṽ
b.

b) 设 ω = ωaf
a = ω̃af̃

a ∈ V ∗. 则:

ωa := ω(ea) = ω(Bm
aẽm) = Bm

aω(ẽm) = Bm
aω̃m.

总结一下, 对于 v ∈ V , ω ∈ V ∗ 和 ẽa = Ab
aeb, we have:

va = Aa
bṽ

b ωa = Bb
aω̃b

ṽa = Ba
bv

b ω̃a = Ab
aωb

张量的结果是以上的组合，具体取决于张量的类型。

c) Let T ∈ T p
q V . Then:

T
a1...ap

b1...bq
= Aa1

m1
· · ·Aap

mp
Bn1

b1
· · ·Bnq

bq
T̃m1...mp

n1...nq
,

即, 上指标像矢量指标一样转换，下指标像协向量指标一样转换。

8.4 行列式

在上一门有关线性代数的课程中，您可能已经遇到过平方矩阵的行列式，即通过应用神

秘规则计算得出的数字。使用神秘的规则，您可能已经通过大量的工作表明，例如，如果我们

交换两行或两列，行列式将改变符号。但是，正如我们已经看到的，矩阵是纯约定的结果。因

此，有必要再进行一次辩论。

Remark 8.27. 回想一下，如果 ϕ ∈ T 1
1 V , 然后我们可以以矩阵形式安排分量 ϕab :

ϕ = ϕab ea ⊗ f b ! ϕ =̂


ϕ11 ϕ12 · · · ϕ1d
ϕ21 ϕ22 · · · ϕ2d

...
... . . . ...

ϕd1 ϕd2 · · · ϕdd


类似地, 如果我们有 g ∈ T 0

2 V , 它的分量是 gab := g(ea, eb) 并且我们可以写作:

g = gab f
a ⊗ f b ! g =̂


g11 g12 · · · g1d
g21 g22 · · · g2d
...

... . . . ...
gd1 gd2 · · · gdd


不用说，如果尝试这两个对象，它们不会有更多不同。确实
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• ϕ 是 V 的内同态 ( endomorphism ); ϕab 中的第一个指标像矢量指标一样转换，而第二
个指标像协指标一样转换；

• g 是 V 上的 双线性形式 (bilinear form) ; gab 中的两个指标都像协向量指标一样进行变
换。

在线性代数中，您可能已经看到这些对象的两种不同的变换定律：

ϕ→ A−1ϕA and g → AT gA,

其中 A是基矩阵的变化。但是，一旦确定了基，这两个对象的矩阵表示就无法区分。因此，很

容易想到我们可以对一个矩阵进行处理，而我们可以轻松地对另一个矩阵进行处理。例如，如

果我们有一个规则来计算平方矩阵的行列式，则我们应该能够将其应用于上述两个矩阵。

然而，行列式的概念是只为内同态定义的。了解这一点的唯一方法是给出一个与基无关

的定义，即一个不涉及“矩阵分量”的定义。

我们将需要一些初步的定义。

Definition. 设 M 为一个集合.M 的一个 置换 (permutation) 是一个双射 M →M .

Definition. 顺序为 n 的对称群表示为 Sn，是符合函数下 {1� . . . �n} 的一组排列。

Definition. 换位 (transposition) 是交换两个元素，并保持所有其他元素固定的置换。

Proposition 8.28. Sn 中的每个置换 π 都可以写成 Sn 中换位的乘积（组合）。

虽然此分解不是唯一的，但对于 Sn 中的每个给定 π，分解中的换位次数始终为偶数或奇

数。因此，我们可以 �Sn 中 π 的符号 (sign)（或签名 (signature)）定义为

sgn(π) :=
{
+1 如果 π 是偶数个换位的乘积

−1 如果 π 是奇数个换位的乘积。.

Definition. 设 V 为一个 d-维向量空间. V 上的 n-形式是 (0, n) 张量 ω，即完全反对称，即

∀π ∈ Sn : ω(v1, v2, . . . , vn) = sgn(π)ω(vπ(1), vπ(2), . . . , vπ(n)).

请注意，0− 形式是标量，1− 形式是向量。d− 形式也称为最佳形式 (top form)。n 形式
有几个等效定义。例如，我们有以下内容。

Proposition 8.29. A (0, n)-张量 ω是一个 n-形式,当且仅当, ω(v1, . . . , vn) = 0是 {v1, . . . , vn}
是线性无关的.

虽然当 n > d 时 T 0
nV 当然是非空的，但该命题立即意味着，任何具有 n > d 的 n 形式

都必须相同地为零。这是因为从 d 维向量空间收集超过 d 个向量必然是线性相关的。

Proposition 8.30. 用 ΛnV 表示 V 上 n-形式的向量空间。那我们有

dimΛnV =

{(
d
n

)
  如果 1 ≤ n ≤ d

0 如果 n > d,

其中
(
d
n

)
= d!

n!(d−n)! 是二项式系数，读为 “d 选择 n”。

特别地, dimΛdV = 1. 这意味着

∀ω, ω′ ∈ ΛdV : ∃ c ∈ K : ω = c ω′,

换句话说, 在 V 上，基本上只有一个顶形式，最多一个标量因子。

Definition. 在 V 上选择顶形式称为在 V 上选择体积形式 (volume form) 。然后将具有选定
列形式的矢量空间称为具有体积形式的矢量空间。

该术语归因于下一个定义。
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Definition. 令 dimV = d , 令 ω ∈ ΛdV 为 V 上的一个体积形式. 给定 v1, . . . , vd ∈ V , 由
v1, . . . , vd 所跨越的体积 (volume) 是

vol(v1, . . . , vd) := ω(v1, . . . , vd).

直观地讲，反对称条件 ω 确保只要集合 {v1� . . . �vd} 不是线性独立的，则 vol(v1� . . . �vd)
为零。确实，在那种情况下，v1� . . . �vd 最多只能跨越 (V ) 的 (d − 1) 维超曲面，其体积应该

为 0。

Remark 8.31. 您可能正确地认为，体积的概念在 V 上需要一些额外的结构，例如长度或角度

的概念，因此是内部乘积。但是，我们只需要一个顶层形式。

我们终于准备好定义行列式了。

Definition. 设 V 为一个 d-维的向量空间并令 ϕ ∈ End(V ) ∼=vec T
1
1 V . ϕ 的 行列式 (deter-

minant) 的定义如下

detϕ :=
ω(ϕ(e1), . . . , ϕ(ed))

ω(e1, . . . , ed)

对于某些体积形式 ω ∈ ΛdV 和 V 的某些基 {e1, . . . , ed}.

我们需要做的第一件事是检查它是否定义明确。显然 detϕ 与 ω 的选择无关, 因为如果
ω, ω′ ∈ ΛdV , 则存在 c ∈ K 使得 ω = c ω′, 并且因此

ω(ϕ(e1), . . . , ϕ(ed))

ω(e1, . . . , ed)
= �c ω

′(ϕ(e1), . . . , ϕ(ed))

�c ω′(e1, . . . , ed)
.

依赖于基础选择的独立性显示起来比较麻烦，但是它确实成立，因此 detϕ 是明确定义的。
注意 ϕ 必须是一个内同态，因为我们需要将 ω 作用于 ϕ(e1)� . . . �ϕ(ed)，因此 ϕ 需要输出

一个向量。

当然，在将 ϕ 标识为矩阵的情况下，此定义与行列式的通常定义是一致的，并且可以从

中得出关于行列式的所有您喜欢的结果。

Remark 8.32. 在线性代数过程中，您可能已经证明行列式是与基无关的，如下所示：如果 A

表示基矩阵的变化，则

det(A−1ϕA) = det(A−1) det(ϕ) det(A) = det(A−1A) det(ϕ) = det(ϕ)

由于标量是可交换的，并且 det(A−1A) = det(I) = 1.
回想一下，双线性形式 g 在基矢变换下的变换规则是 g → AT gA。然后将 g 的行列式转

换为

det(AT gA) = det(AT ) det(g) det(A) = (detA)2 det(g)

即: 在基矢变换下不变。它不是定义明确的对象，因此我们不应使用它。
稍后我们将遇到数量 X 转换为

X → 1

(detA)2 X

在变化基上，因此它们的定义也不明确。但是，我们显然有

det(g)X → ����(detA)2

����(detA)2 det(g)X = det(g)X

因此产品 det(g)X 是一个定义明确的对象。看来有两个错误是对的！
为了使这一数学精确，我们将不得不引入主纤维丛 (principal fibre bundles)。使用它们，

我们将能够给出张量和张量密度 (tensor densities) 的丛定义，从广义上说，它们是在基变化
下以 detA 的幂转换的数量。
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9 微分结构：切向量空间的关键概念

9.1 切空间与流形

在本节中，每当我们说 “流形” 时，都是指（实数）d 维可微流形，除非我们另外明确指
出。我们还将抑制符号中的可微结构。

Definition. 令 M 为流形。我们使用基础集合定义 R 上的无限维向量空间

C∞(M) := {f : M → R | f 是光滑的}

和逐点定义的操作，即对于任意 p ∈M ,

(f + g)(p) := f(p) + g(p)

(λf)(p) := λf(p).

例行检查表明这确实是向量空间。我们可以类似地定义 C∞(U), 其中 U 是 M 的一个开

子集.

Definition. M 上的一个 光滑流形 (smooth curve) 是一个光滑映射 γ : R → M , 其中 R 可
被理解为一个 1 维光滑流形.

此定义也适用于开区间 I ⊆ R 的光滑映射 I →M .

Definition. 设 γ : R → M 为一个穿过点 p ∈ M 的光滑曲线; 不失一般性地 (w.l.o.g.) 令
γ(0) = p. 沿 γ 的点 p 处的 有向导数算子 (directional derivative operator) 是线性映射

Xγ,p : C∞(M)
∼−→ R

f 7→ (f ◦ γ)′(0),

其中 R 被理解为域 R 上的 1 维向量空间.

请注意，f ◦ γ 是映射 R → R，因此我们可以计算通常的导数并将其评估为 0。

Remark 9.1. 在微分几何中，Xγ,p 在点 p ∈M 处称为曲线 γ 的正切向量 (tangent vector) 正
切向量。直观地，Xγ,p 是在 p 处的速度 γ。考虑曲线 δ(t) := γ(2t)，该曲线的参数化速度快

两倍。对于任何 f ∈ C∞(M), 我们有:

Xδ,p(f) = (f ◦ δ)′(0) = 2(f ◦ γ)′(0) = 2Xγ,p(f)

通过使用链式规则。因此 Xγ,p 像速度一样缩放。

Definition. 设 M 为一个流形并且 p ∈M . 点 p处对于 M 的正切空间 (tangent space) TpM
是 R 上基于正切向量 Xγ,p 组成的集合的向量空间

TpM := {Xγ,p | γ is a smooth curve through p},

加法

⊕ : TpM × TpM → TpM

(Xγ,p, Xδ,p) 7→ Xγ,p ⊕Xδ,p,

数量乘法

� : R× TpM → TpM

(λ,Xγ,p) 7→ λ�Xγ,p,

两者都是按点定义的，即对于 f ∈ C∞(M),

(Xγ,p ⊕Xδ,p)(f) := Xγ,p(f) +Xδ,p(f)

(λ�Xγ,p)(f) := λXγ,p(f).
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请注意，这些操作的输出的结果看起来不像 TpM 中的元素，因为对于某些曲线 σ，它们

的格式不是 Xσ,p。因此，我们需要证明上述操作实际上是定义明确的。

Proposition 9.2. 令 Xγ,p, Xδ,p ∈ TpM 和 λ ∈ R. 则我们有 Xγ,p ⊕ Xδ,p ∈ TpM 和

λ�Xγ,p ∈ TpM .

由于导数是局部概念，因此只有 p 附近的曲线行为才重要。特别是，如果两条曲线 γ 和

δ 在 p 的邻域上一致，则 Xγ�p 和 Xδ�p 是 �����TpM。因此，我们可以使用 M 上的图表来局域

地 (locally) 工作。

Proof. 设 (U, x) 为 M 上的坐标卡, 其中 U 是点 p 的一个邻域.

i) 定义曲线
σ(t) := x−1((x ◦ γ)(t) + (x ◦ δ)(t)− x(p)).

注意 σ 是光滑的，因为它是通过光滑映射的添加和合成来构造的，而且：

σ(0) = x−1(x(γ(0)) + x(δ(0))− x(p))

= x−1(x(p)) + x(p)− x(p))

= x−1(x(p))

= p.

因此 σ 是通过点 p 的一条光滑曲线. 设 f ∈ C∞(U) 为任意函数. 则我们有

Xσ,p(f) := (f ◦ σ)′(0)
= [f ◦ x−1 ◦ ((x ◦ γ) + (x ◦ δ)− x(p))]′(0)

其中 (f ◦x−1) : Rd → R 并且 ((x ◦ γ)+ (x ◦ δ)−x(p)) : R → Rd, 因此由多变量链式法则

= [∂a(f ◦ x−1)(x(p))] ((xa ◦ γ) + (xa ◦ δ)− xa(p))′(0)

其中 xa, 并且 1 ≤ a ≤ d 是 x 的分量, 因此导数是线性的

= [∂a(f ◦ x−1)(x(p))] ((xa ◦ γ)′(0) + (xa ◦ δ)′(0))
= (f ◦ x−1 ◦ x ◦ γ)′(0) + (f ◦ x−1 ◦ x ◦ δ)′(0)
= (f ◦ γ)′(0) + (f ◦ δ)′(0)
=: (Xγ,p ⊕Xδ,p)(f).

因此 Xγ,p ⊕Xδ,p = Xσ,p ∈ TpM .

ii) 第二部分很简单。定义 σ(t) := γ(λt). 这再次是通过 p 的平滑曲线，我们有：

Xσ,p(f) := (f ◦ σ)′(0)
= f ′(σ(0))σ′(0)

= λf ′(γ(0)) γ′(0)

= λ(f ◦ γ)′(0)
:= (λ�Xγ,p)(f)

对于任意 f ∈ C∞(U). 因此 λ�Xγ,p = Xσ,p ∈ TpM .

Remark 9.3. 现在，我们给出 TpM 稍有不同（但等效）的定义。考虑平滑曲线集

S = {γ : I →M | with I ⊆ R open, 0 ∈ I and γ(0) = p}

并定义等价关系 ∼ on S

γ ∼ δ :⇔ (x ◦ γ)′(0) = (x ◦ δ)′(0)
对于某些（因此每一个）包含 p 的坐标卡 (U �x)。然后，我们可以定义

TpM := S/∼ .
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9.2 代数和导数

在继续研究切空间的性质之前，我们将先略谈代数和导数。

Definition. 域 K 上的一个代数 (algebra)是一个四元有序对 (A,+, ·, •),其中 (A,+, ·)是一
个 K-向量空间并且 •是 A上的一个乘法 (product) ,即一个 (K-)双线性映射 • : A×A→ A.

Example 9.4. 如下定义 C∞(M) 上的一个乘法

• : C∞(M)× C∞(M) → C∞(M)

(f, g) 7→ f • g,

其中 f • g 是逐点定义的. 那么 (C∞(M),+, ·, •) 就是 R 上的一个代数.
通常的限定词也适用于代数。

Definition. 一个代数 (A,+, ·, •) 被称为

i) 乘法结合律 if ∀ v, w, z ∈ A : v • (w • z) = (v • w) • z;

ii) 乘法幺元 if ∃ 1 ∈ A : ∀ v ∈ V : 1 • v = v • 1 = v;

iii) 乘法交换律或 阿贝尔的如果 ∀ v, w ∈ A : v • w = w • v.

Example 9.5. 显然, (C∞(M),+, ·, •) 是一个结合的, 具有单位元的, 交换的代数。
一类重要的代数是所谓的李代数，其中乘积 v • w 通常表示为 [v�w]。

Definition. 一个李代数 (Lie algebra) A 是一个代数, 它的乘法 [−,−], 被称为 李括号 (Lie
bracket), 满足

i) 反对称性: ∀ v ∈ A : [v, v] = 0;

ii) 雅可比恒等式: ∀ v, w, z ∈ A : [v, [w, z]] + [w, [z, v]] + [z, [v, w]] = 0.

请注意，上面的零代表 A 中的加法单位元，而不是零标量。

反对称条件立即暗示 [v, w] = −[w, v] 对所有的 v, w ∈ A, 因此（非平凡的）李代数不能
是一元的。

Example 9.6. 令 V 为 K 上的向量空间。然后 (End(V ),+, ·, ◦) 是 K 上的结合的，有幺元的，

非交换代数。定义

[−,−] : End(V )× End(V ) → End(V )

(ϕ, ψ) 7→ [ϕ, ψ] := ϕ ◦ ψ − ψ ◦ ϕ.

检查 (End(V ),+, ·, [−,−]) 是否是 K 上的李代数是有帮助。在这种情况下，Lie 括号通常称
为 对易子.
通常，给定一个结合代数 (A,+, ·, •), 如果我们定义

[v, w] := v • w − w • v,

则 (A,+, ·, [−,−]) 是一个李代数.

Definition. 设 A 为一个代数. A 上的一个 导数 (derivation) 是一个满足莱布尼兹法则的线
性映射 D : A

∼−→ A

D(v • w) = D(v) • w + v •D(w)

for all v, w ∈ A.

Remark 9.7. 可以将导数的定义扩展为包括具有适当结构的映射 A → B。显而易见的第一步

是考虑两个代数 (A,+A, ·A, •A), (B,+B , ·B , •B), 并要求 D : A
∼−→ B 满足

D(v •A w) = D(v) •B w +B v •B D(w).

但是，这是没有意义的，因为 •B : B ×B → B, 但是在右边 •B 也作用于 A 中的元素。为了

使此功能有效，必须为 B 配备一个由 A 元素组成的乘积，该乘积从左侧和右侧开始。我们正

在寻找的结构称为 A 上的双模 (bimodule)，我们稍后会介绍。
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Example 9.8. 通常的导数运算符是 C∞(R) 的导数，后者是光滑实函数的代数，因为它是线性
的并且满足 Leibniz 规则。
但是，二阶导数算符不是 C∞(R) 的导数，因为它不满足 Leibniz 规则。这表明导数的分

量不必是导数。

Example 9.9. 再次考虑李代数 (End(V ),+, ·, [−,−]) 并取 ξ ∈ End(V ). 如果我们定义

Dξ := [ξ,−] : End(V )
∼−→ End(V )

ϕ 7→ [ξ, ϕ],

则 Dξ 是 (End(V ),+, ·, [−,−]) 上的导数因为它是线性的并且

Dξ([ϕ, ψ]) := [ξ, [ϕ, ψ]]

= −[ψ, [ξ, ϕ]]− [ϕ, [ψ, ξ]] (由雅各比恒等式)
= [[ξ, ϕ], ψ] + [ϕ, [ξ, ψ]] (由反对称)
=: [Dξ(ϕ), ψ] + [ϕ,Dξ(ψ)].

这种构造也适用于一般的李代数。

Example 9.10. 我们用 DerK(A) 表示 K 代数 (A,+, ·, •) 的导数集合。通过逐点定义定义运
算，可以赋予此集合 K-向量空间结构，但是，在前面的示例中，不能根据导数的分量将其设
置为代数。

但是，导数是映射，因此我们仍然可以将它们复合成映射并定义

[−,−] : DerK(A)× DerK(A) → DerK(A)

(D1, D2) 7→ [D1, D2] := D1 ◦D2 −D2 ◦D1.

映射 [D1, D2] 是（也许令人惊讶的）导数，因为它是线性的

[D1, D2](v • w) := (D1 ◦D2 −D2 ◦D1)(v • w)
= D1(D2(v • w))−D2(D1(v • w))
= D1(D2(v) • w + v •D2(w))−D2(D1(v) • w + v •D1(w))

= D1(D2(v) • w) +D1(v •D2(w))−D2(D1(v) • w)−D2(v •D1(w))

= D1(D2(v)) • w +(((((((
D2(v) •D1(w) +(((((((

D1(v) •D2(w) + v •D1(D2(w))

−D2(D1(v)) • w −(((((((
D1(v) •D2(w)−(((((((

D2(v) •D1(w)− v •D2(D1(w))

= (D1(D2(v))−D2(D1(v))) • w + v • (D1(D2(w))−D2(D1(w)))

= [D1, D2](v) • w + v • [D1, D2](w)

于是 (DerK(A),+, ·, [−,−]) 是 K 上的一个李代数.
如果我们有一个流形，我们可以在一个点上定义一个开放子集的相关派生概念。

Definition. 设 M 为一个流形并设 p ∈ U ⊆ M , 其中 U 是开的. 点 p 的附近 U 的导数

(derivation on U at p) 是一个满足莱布尼兹律的 R-线性映射 D : C∞(U)
∼−→ R

D(fg) = D(f)g(p) + f(p)D(g).

我们用 Derp(U) 表示在 p 上 U 的 R 向量空间，并逐点定义运算。

Example 9.11. 切向量 Xγ,p 是在 p 处对 U ⊆ M 的推导，其中 U 是 p 的任意邻域。实际上，

我们对切空间的定义为

TpM := Derp(U),

一些包含 p 的开邻域 U。可以证明，这并不取决于我们选择 p 的哪个邻域 U。
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9.3 切空间的基

以下是切线空间的至关重要的结果。

Theorem 9.12. 设 M 为一个流形并且令 p ∈M . 于是

dimTpM = dimM.

Remark 9.13. 请注意，尽管我们使用相同的符号，但定理陈述中出现的两个 “维度”至少在表面
上是完全不相关的。确实，记得 dimM 是根据图表 �U �x�定义的，其中 x : U → x(U) ⊆ Rdim M，

而 dimTpM = |B|，其中 B 是向量空间 TpM 的 Hamel 基础。证明背后的想法是从 M 的坐

标卡构建 TpM 的基。

Proof. 不失一般性地 (W.l.o.g.),设 (U, x)为以点 p为中心 (centred)的坐标卡 at p,即 x(p) =

0 ∈ Rdim M . 定义 (dimM)-条曲线 γ(a) : R → U 通过点 p 通过要求 (xb ◦ γ(a))(t) = δbat, 即

γ(a)(0) := p

γ(a)(t) := x−1 ◦ (0, . . . , 0, t, 0, . . . , 0)

其中 t 在 ath 位置，其中 1 ≤ a ≤ dimM。让我们计算 TpM 中切线向量 Xγ(a),p ∈ TpM

对任意函数 f ∈ C∞(U) 的作用：

Xγ(a),p(f) := (f ◦ γ(a))′(0)
= (f ◦ idU ◦γ(a))′(0)
= (f ◦ x−1 ◦ x ◦ γ(a))′(0)
= [∂b(f ◦ x−1)(x(p))] (xb ◦ γ(a))′(0)
= [∂b(f ◦ x−1)(x(p))] (δbat)

′(0)

= [∂b(f ◦ x−1)(x(p))] δba

= ∂a(f ◦ x−1)(x(p))

我们为这个切向量引入了一种特殊的表示法：(
∂

∂xa

)
p

:= Xγ(a),p,

x 指的是坐标卡映射。我们现在声称

B =

{(
∂

∂xa

)
p

∈ TpM
∣∣∣ 1 ≤ a ≤ dimM

}
是 TpM 的一个基. 首先证明 B 张成 TpM .
设 X ∈ TpM。然后，根据定义，存在从 p到 σ 的平滑曲线，使得 X = Xσ�p。对于 C∞(U)

中的 f ∈ C∞(U)，我们都有

X(f) = Xσ,p(f)

:= (f ◦ σ)′(0)
= (f ◦ x−1 ◦ x ◦ σ)′(0)
= [∂b(f ◦ x−1)(x(p))] (xb ◦ σ)′(0)

= (xb ◦ σ)′(0)
(

∂

∂xb

)
p

(f).

因为 (xb ◦ σ)′(0) =: Xb ∈ R, 我们有:

X = Xb

(
∂

∂xb

)
p

,

即: B 中的任意元素 X ∈ TpM 是一个线性映射.

2022.6.17



3, 2019 数学笔记 Page 54 of 127

为了证明线性无关, 假设
λa
(

∂

∂xa

)
p

= 0,

对于一些标量 λa. 请注意，这是一个算子方程，右侧的零是零算子 0 ∈ TpM .
回想一下，给定坐标卡 (U, x), 坐标映射 xb : U → R 是平滑的，即 xb ∈ C∞(U). 。因此，

我们可以将它们放入左侧以获得

0 = λa
(

∂

∂xa

)
p

(xb)

= λa ∂a(x
b ◦ x−1)(x(p))

= λa ∂a(projb)(x(p))
= λaδba

= λb

即:λb = 0代表所有 1 ≤ b ≤ dimM。因此，B 确实是 TpM 的基，并且由于构造 |B| = dimM，

因此证明是完整的。

Remark 9.14. 尽管可以定义无限维流形，但在本课程中，我们将仅考虑有限维流形。因此，
dimTpM = dimM 在此过程中始终是有限的。

Remark 9.15. 请注意，我们在证明中构建的基是不是与坐标卡无关。的确，每个不同的坐标
卡都会产生不同的切空间基，我们通过将图表映射保持为基元素的符号来区分它们。

但是，这并不是我们要证明的问题，因为向量空间的每个基都必须具有相同的基数，因

此只要找到一个基来确定维就足够了。

Remark 9.16. 尽管符号
(

∂
∂xa

)
p
与变量 xa 的偏微分的想法无关，但在以下意义上与它在符号

上是一致的。

设 M = Rd, (U, x) = (Rd, idRd) 且令
(

∂
∂xa

)
p
∈ TpRd. If f ∈ C∞(Rd), 于是(

∂

∂xa

)
p

(f) = ∂a(f ◦ x−1)(x(p)) = ∂af(p),

因为 x = x−1 = idRd。此外，我们有 proja = xa。因此，我们可以将 x1, . . . , xd 视为 f 的自

变量，然后可以这样写： (
∂

∂xa

)
p

(f) =
∂f

∂xa
(p).

Definition. 设 X ∈ TpM 是一个切向量，并令 (U, x) 是包含 p 的坐标卡。如果

X = Xa

(
∂

∂xa

)
p

,

则实数 X1, . . . , Xdim M 被称为 X 的分量 (components )，相对于坐标卡 (U, x)。基 {
(

∂
∂xa

)
p
}

也称为坐标基 (co-ordinate basis)。

Proposition 9.17. 设 X ∈ TpM 并且令 (U, x) 和 (V, y) 为两个包含点 p 的坐标卡. 于是我
们有 (

∂

∂xa

)
p

= ∂a(y
b ◦ x−1)(x(p))

(
∂

∂yb

)
p

Proof. 假设 (不失一般性地 ( w.l.o.g.)) 有 U = V . 因为
(

∂
∂xa

)
p
∈ TpM 和 {

(
∂

∂xa

)
p
} 构成一个

基, 我们必须有 (
∂

∂xa

)
p

= λb
(

∂

∂yb

)
p
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对于一些 λb. 让我们通过将等式的两边应用到坐标映射 yc 来确定 λb 是什么：(
∂

∂xa

)
p

(yc) = ∂a(y
c ◦ x−1)(x(p));

λb
(

∂

∂yb

)
p

(yc) = λb ∂b(y
c ◦ y−1)(y(p))

= λb ∂b(projc)(y(p))
= λb δcb

= λc.

Hence
λc = ∂a(y

c ◦ x−1)(x(p)).

用此表达式替换 λc 可以得到结果。

Corollary 9.18. 设 TpM 中的 X ∈ TpM，设 (U, x) 和 (V, y) 为两个包含 p 的坐标卡。用

Xa 和 X̃a 分别表示 X 相对于两个坐标卡所引起的切空间基的坐标。然后我们有：

X̃a = ∂b(y
a ◦ x−1)(x(p))Xb.

Proof. 应用先前的结果，

X = Xa

(
∂

∂xa

)
p

= Xa ∂a(y
b ◦ x−1)(x(p))

(
∂

∂yb

)
p

.

Hence, we read-off X̃b = ∂a(y
b ◦ x−1)(x(p))Xa.

Remark 9.19. 通过滥用符号，我们可以以更熟悉的形式编写前面的方程式。用 yb 表示映射

yb ◦ x−1 : x(U) ⊆ Rdim M → R；这些是 dimM 独立实变量的实函数。因为这里我们只对 M

中点 p ∈ M 处发生的事情感兴趣，所以我们可以将映射 x1� . . . �xdim M 视为每个 yb 的自变

量。

这是一个普遍的事实：如果 {∗} 是单例（我们让 ∗ 表示其唯一元素），而 x : {∗} → A,
y : A → B 是映射，则 y ◦ x 与具有独立变量 x 的映射 y 相同。直观地，x 只是 “选择”A 的
一个元素。

因此, 我们有 yb = yb(x1, . . . , xdim M ) 并且我们可以写(
∂

∂xa

)
p

=
∂yb

∂xa
(x(p))

(
∂

∂yb

)
p

and X̃b =
∂yb

∂xa
(x(p))Xa,

对应于我们先前的 ea = Ab
aẽb 和 ṽb = Ab

av
a。函数 y = y(x) 用旧的表示新的坐标系 ，而

Ab
a 是此映射的 Jacobian 矩阵，以 x(p) 评估。当然，逆变换由

Bb
a = (A−1)ba =

∂xb

∂ya
(y(p)).

Remark 9.20. 坐标卡变化下矢量分量变化的公式提出了另一种方法来定义在 p 处与 M 的切

空间。

设 Ap : {(U, x) ∈ A | p ∈ U}是 M 上包含 p的坐标卡的集合。点 p处的切向量 (tangent
vector) v 是一个映射

v : Ap → Rdim M

satisfying
v((V, y)) = Av((U, x))

其中 A 是 y ◦ x−1 : Rdim M → Rdim M 在 x(p) 处的雅可比矩阵. 在分量中, 我们有

[v((V, y))]b =
∂yb

∂xa
(x(p)) [v((U, x))]a.
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然后将切空间 TpM 定义为所有切向量在 p 处的集合，并赋予适当的向量空间结构。

上面给出的是通常在物理学教科书中发现的矢量的数学定义上严格的定义，即向量是一

个 “数字集”va，在坐标 y = y(x) 改变的情况下，转换为

ṽb =
∂yb

∂xa
va.

要比较我们介绍的 TpM 的不同定义以及它们的等效性，请参阅 Klaus Janich 撰写的矢
量分析 (Vector Analysis) 的第 2 章。
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10 张量丛

10.1 余切空间及其微分

由于切空间是矢量空间，因此我们可以完成抽象矢量空间设置中先前看到的所有构造。

Definition. 设 M 为一个流形且 p ∈M . 流形 M 在点 p处的余切空间 (cotangent space)为

T ∗
pM := (TpM)∗.

因为 dimTpM 是有限的, 我们有 TpM ∼=vec T
∗
pM . 如果 {

(
∂

∂xa

)
p
} 是由一些坐标卡 (U, x)

诱导的切空间 TpM 的基, 则其对应的对偶基为 {(dxa)p}. 由定义我们有

(dxa)p

((
∂

∂xb

)
p

)
= δab .

一旦有了余切空间，就可以定义张量空间。

Definition. 设 M 为一个流形且 p ∈M . 张量空间 (tensor space) (T r
s )pM 定义如下

(T r
s )pM := T r

s (TpM) = TpM ⊗ · · · ⊗ TpM︸ ︷︷ ︸
r copies

⊗T ∗
pM ⊗ · · · ⊗ T ∗

pM︸ ︷︷ ︸
s copies

.

Definition. 令 M 和 N 为流形并令 ϕ : M → N 为光滑的. ϕ 在点 p ∈ M 处的 微分

(differential) (或导数 (derivative)) 是线性映射

dpϕ : TpM
∼−→ Tϕ(p)N

X 7→ dpϕ (X)

其中 dpϕ (X) 是在 ϕ(p) 处的对于流形 N 切向量

dpϕ (X) : C∞(N)
∼−→ R

g 7→ (dpϕ (X))(g) := X(g ◦ ϕ).

如果这个定义看起来令人困惑，那么值得停下来思考一下它在说什么。直观地，如果 ϕ

将我们将 M 映射到 N，则 dpϕ 将我们将 TpM 映射到 Tϕ(p)N。这样做的方式如下。

M N C∞(M) C∞(N)

R R

ϕ

g◦ϕ
g X

−◦ϕ

dpϕ (X)

给定 X ∈ TpM ,，我们构造 dpϕ (X) ∈ Tϕ(p)N，即在 f(p) 上对 N 的求导。求导作用于函数。

因此，给定 g : N → R，我们要使用 ϕ 和 X 构造一个实数。确实只有一种方法可以做到。如

果我们用 ϕ 预先组合 g，我们将获得 g ◦ ϕ : M → R，这是 C∞(M) 的元素。然后，我们可以

愉快地将 X 应用于此函数以获得实数。您应该检查 dpϕ (X) 确实是 N 的切向量。

Remark 10.1. 请注意，为谨慎起见，我们应将上面的 C∞(M) 和 C∞(N) 替换为 C∞(U) 和

C∞(V )，其中 U ⊆M 和 V ⊆ N 是开集，分别包含 p 和 ϕ(p)。

Example 10.2. 如果 M = Rd 和 N = Rd′ , 于是点 p ∈ Rd 处的 f : Rd → Rd′

dpf : TpRd ∼=vec Rd → Tf(p)Rd′ ∼=vec Rd′

就是 p 的 f 雅可比行列式。

微分的一种特殊情况是函数的梯度 C∞(M).
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Definition. 设 M 为一个流形并且令 f : M → R 为光滑的. f 在点 p ∈M 处的梯度是一个

协向量

dpf : TpM
∼−→ Tf(p)R ∼=vec R

X 7→ dpf(X) := X(f).

实际上，我们可以将 点 p ∈M 处的梯度算符定义为 R-线性映射

dp : C∞(U)
∼−→ T ∗

pM

f 7→ dpf,

其中 p ∈ U ⊆M .

Remark 10.3. 请注意，通过编写 dpf(X) := X(f)，我们犯了轻微（但还是真实）的符号滥用

现象。由于 dpf(X) ∈ Tf(p)R 中，它接受一个函数并返回一个实数，但是 X(f) 已经是一个

实数！这是由于我们暗中采用了同构

ιd : TpRd → Rd

X 7→ (X(proj1), . . . , X(projd)),

当 d = 1, 读作

ι1 : TpR → R
X 7→ X(idR).

就我们而言，我们有

dpf(X) := X(− ◦ f) 7→ X(idR ◦f) = X(f).

尽管如此，考虑 dpf 的最佳方法是作为一个协向量，即 dpf 接受切向量 X 并以线性方式返

回实数 X(f)。

回想一下，如果 (U, x) 是 M 上的坐标卡，则坐标映射 xa : U → x(U) ⊆ Rdim M 是 U 上

的光滑函数。因此，我们可以将梯度算符 dp（p ∈ U）应用于它们中的每一个以获得 T ∗
pM 的

(dimM) 维个元素。

Proposition 10.4. 设 (U, x) 为 M 上的一个坐标卡, 点 p ∈ U . 集合 B = {dpx
a | 1 ≤ a ≤

dimM} 构成基 T ∗
pM .

Proof. 我们已经知道 T ∗
pM = dimM , 因为它是 TpM 的对偶空间. 作为通过构造得出 |B| =

dimM ，足以表明它是线性独立的。假设

λa dpx
a = 0,

对于一些 λa ∈ R. 将左手边应用于基元素
(

∂
∂xb

)
p
得到

λa dpx
a

((
∂

∂xb

)
p

)
= λa

(
∂

∂xb

)
p

(xa) (definition of dpx
a)

= λa ∂b(x
a ◦ x−1)(x(p)) (definition of

(
∂

∂xb

)
p
)

= λa ∂b(proja)(x(p))
= λa δ

a
b

= λb.

因此，B 是线性独立的，因此是 T ∗
pM 的基础。而且，由于我们已经证明

dpx
a

((
∂

∂xb

)
p

)
= δab ,

这个基础，实际上是 {
(

∂
∂xa

)
p
} 的对偶基.
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Remark 10.5. 请注意一点微妙之处。给定图表 (U, x) 和 TpM 的归纳基 {
(

∂
∂xa

)
p
}，{

(
∂

∂xa

)
p
}

的对偶基的存在仅仅是因为 T ∗
pM 是 TpM 的对偶空间。上面显示的是，对偶基础的元素由

(U, x) 坐标图的梯度明确给出。在我们的符号中，我们有

(dxa)p = dpx
a, 1 ≤ a ≤ dimM.

10.2 前推和回撤 (Push-forward and pull-back)
点 p ∈M 处的平滑映射 ϕ : M → N 的前推只是 ϕ 在 p 处的微分的另一个名字。我们再

次给出定义以建立新的符号。

Definition. 令 ϕ : M → N 是光滑流形之间的光滑映射。在 p ∈ M 处的 ϕ 的前推是线性映

射：

(ϕ∗)p : TpM
∼−→ Tϕ(p)N

X 7→ (ϕ∗)p(X) := X(− ◦ ϕ).

如果 γ : R →M 是 M 上的平滑曲线，而 ϕ : M → N 是光滑的，则 ϕ ◦ γ : R → N 是 N

上的平滑曲线。

Proposition 10.6. Let ϕ : M → N be smooth. The tangent vector Xγ,p ∈ TpM is pushed
forward to the tangent vector Xϕ◦γ,ϕ(p) ∈ Tϕ(p)N , i.e.令 ϕ : M → N 光滑。切向量Xγ,p ∈ TpM

向前推到切向量 Xϕ◦γ,ϕ(p) ∈ Tϕ(p)N，即

(ϕ∗)p(Xγ,p) = Xϕ◦γ,ϕ(p).

Proof. Let f ∈ C∞(V ), with (V, x) a chart on N and ϕ(p) ∈ V . By applying the definitions,
we have 设 f ∈ C∞(V ),(V, x) 为 N 上的图表，ϕ(p) ∈ V。通过应用定义，我们可以

(ϕ∗)p(Xγ,p)(f) = (Xγ,p)(f ◦ ϕ) ( (ϕ∗)p 的定义)
= ((f ◦ ϕ) ◦ γ)′(0) (Xγ,p 的定义)
= (f ◦ (ϕ ◦ γ))′(0) (◦ 的结合律)
= Xϕ◦γ,ϕ(p)(f) ( Xϕ◦γ,ϕ(p) 的定义)

因为 f 是任意的, 我们有 (ϕ∗)p(Xγ,p) = Xϕ◦γ,ϕ(p).

与前推相关的是平滑映射的回拉概念。

Definition. 令 ϕ : M → N 是光滑流形之间的光滑映射。ϕ 在 p ∈M 处的回拉是线性映射：

(ϕ∗)p : T
∗
ϕ(p)N

∼−→ T ∗
pM

ω 7→ (ϕ∗)p(ω),

其中 (ϕ∗)p(ω) 定义为

(ϕ∗)p(ω) : TpM
∼−→ R

X 7→ ω((ϕ∗)p(X)),

换句话说，如果 ω 是 N 上的协矢量，则其回拉（(ϕ∗)p(ω) 是 M 上的协矢量。它首先作

用于 M 上的切向量，然后将它们向前推到 N 上的切向量，然后应用 ω 给它们产生一个实数。

Remark 10.7. 如果您没有立即看到它，那么您应该花一些时间来证明到目前为止，我们定义
并声称是线性的所有映射都是线性的。

Remark 10.8. 我们已经看到，给定一个平滑的 ϕ : M → N，我们可以将向量 X ∈ TpM 前推到

向量（(ϕ∗)p(X) ∈ Tϕ(p)N 上，并回拉一个余向量 ω ∈ T ∗
ϕ(p)N 到一个余向量 (ϕ∗)p(ω) ∈ T ∗

pM .

2022.6.17



3, 2019 数学笔记 Page 60 of 127

C∞(M) C∞(N) TpM Tϕ(p)N

R R

X

−◦ϕ

(ϕ∗)p(X)

(ϕ∗)p

(ϕ∗)p(ω)
ω

但是，如果 ϕ : M → N 是一个微分同胚，则我们也可以将向量 Y ∈ Tϕ(p)N 拉回到向量

(ϕ∗)p(Y ) ∈ TpM，并将协向量 η ∈ T ∗
pM 通过使用 ϕ−1 前推到一个协向量（(ϕ∗)p(η) ∈ T ∗

ϕ(p)N

如下：

(ϕ∗)p(Y ) := ((ϕ−1)∗)ϕ(p)(Y )

(ϕ∗)p(η) := ((ϕ−1)∗)ϕ(p)(η).

C∞(M) C∞(N) TpM Tϕ(p)N

R R

−◦ϕ−1

(ϕ∗)p(Y )
Y η

((ϕ−1)∗)ϕ(p)

(ϕ∗)p(η)

仅当 ϕ 是一个微分同胚时才有可能。通常，您应记住

向量被前推，(Vectors are pushed forward,)
余向量被拉回。(covectors are pulled back.)

Remark 10.9. 给定一个光滑的映射 ϕ : M → N，如果 f ∈ C∞(N), 则 f ◦ ϕ 通常被称为 f 沿

ϕ 的回拉。类似地，如果 γ 是 M 上的曲线，则将 ϕ ◦ γ 称为沿 ϕ 的前推 γ 。例如，我们可

以说

• 作用在一个函数上的切向量的前推是作用在该函数的回拉上的切向量；(the push-forward
of a tangent vector acting on a function is the tangent vector acting on the pull-back of
the function;)

• 切线向量到曲线的前推是曲线到前推的切向量。(the push-forward of a tangent vector
to a curve is the tangent vector to the push-forward of the curve.)

10.3 浸入和嵌入 (Immersions and embeddings)
现在，我们考虑一个问题，在什么情况下，光滑流形可以“坐 (sit)”在 Rd 中,其中 d ∈ N.

实际上，“坐 (sit)”在另一个流形内部有两个概念，即浸入和嵌入。

Definition. 一个光滑映射 ϕ : M → N 被称为 M 浸入 (immersion) 到 N 中, 假如导数

dpϕ ≡ (ϕ∗)p : TpM
∼−→ Tϕ(p)N

对于所有 p ∈M 都是单射性的。流形 M 被认为是 N 的一个浸入子流形 (immersed subman-
ifold)。

从线性代数理论，我们立即得出结论，对于 ϕ : M → N 是一个浸入，我们必须使 dimM ≤
dimN。一个与浸入密切相关的概念是浸没，在浸没中，我们要求每个 (ϕ∗)p 都必须是满射，

因此，必须使 dimM ≥ dimN。但是，这里我们不需要。

Example 10.10. 考虑映射 ϕ : S1 → R2 ，其图像复制如下。
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ϕ(p)

映射 ϕ 不是单射性的，即存在 p, q ∈ S1，其中 p 6= q 且 ϕ(p) = ϕ(q)。当然，这意味着

Tϕ(p)R2 = Tϕ(q)R2.但是映射 (ϕ∗)p 和 (ϕ∗)q 都是单射的，其图像分别由蓝色和红色箭头表示。

因此，映射 ϕ 是浸入的。

Definition. 光滑映射 ϕ : M → N 称为 M 到 N 的（平滑）嵌入如果

• ϕ : M → N 是一个浸入;

• M ∼=top ϕ(M) ⊆ N , 其中 ϕ(M) 携带从 N 继承的子集拓扑.

流形 M 被称为是 N 的嵌入子流形 embedded submanifold。

Remark 10.11. 如果拓扑空间之间的连续映射满足上述第二个条件，则称为拓扑嵌入。因此，
光滑嵌入是一种拓扑嵌入，也是一种浸入（与简单地是光滑拓扑嵌入相反）。

在微分几何学的早期，有两种研究流形的方法。一个是外部视图，其中流形被定义为 Rd

的特殊子集，另一个是内部视图，这是我们在此处采用的视图。

惠特尼定理（我们将在没有证明的情况下进行陈述）指出，这两种方法实际上是等效的。

Theorem 10.12 (Whitney). 任何光滑的流形 M 都可以是

• 嵌入 (embedded in) R2 dim M ;

• 浸入 (immersed in) R2 dim M−1.

Example 10.13. Klein 瓶可以嵌入 R4 中，但不能嵌入 R3 中。但是，它可以浸入 R3 中。

我们上面介绍的被称为惠特尼定理的强版本。也有一个较弱的版本，但此结果也有更强

的版本，例如以下。

Theorem 10.14. 任何光滑的流形都可以浸入 R2 dim M−a(dim M)，其中 a(n) 是 n ∈ N 的二
进制展开式中 1 的个数。

Example 10.15. 如果 dimM = 3, 则因此

310 = (1× 21 + 1× 20)10 = 112,

我们有一个 a(dimM) = 2, 因此每个 3 维流形都可以浸入 R4 中。请注意，即使是惠特尼定

理的强形式也只能告诉我们，我们可以将 M 浸入 R5 中。

10.4 切丛

我们想将流形 M 上的矢量场定义为“光滑”映射，为每个 p ∈ M 分配 TpM 中的切向

量。但是，由于这将是每个点到不同空间的“映射”，因此尚不清楚如何定义其光滑度。

最简单的解决方案是将所有切线空间合并到一个唯一的集合中，并为其配备平滑结构，以

便随后我们可以将矢量场定义为平滑流形之间的平滑映射。

Definition. 给定一个光滑的流形 M，M 的切线束是 M 的所有切线空间的不相交的并集。

即

TM :=
∐
p∈M

TpM,
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配备了规范的投影映射

π : TM →M

X 7→ p,

其中 p 是唯一的 p ∈M , 使得 X ∈ TpM。

现在，我们需要为 TM 配备光滑流形的结构。我们可以通过从M 上的光滑图集构建 TM

的光滑地图册来实现这一目标，如下所示。令 AM 为 M 的平滑图集，令 (U, x) ∈ AM。如果

X ∈ preimπ(U) ⊆ TM ,，那么根据 π 的定义，X ∈ preimπ(U) ⊆ TM . 此外，由于 π(X) ∈ U ,
我们可以根据坐标卡 (U, x) 得出的基数来扩展 M：

X = Xa

(
∂

∂xa

)
π(X)

,

其中 X1, . . . , Xdim M ∈ R. 然后我们可以定义映射

ξ : preimπ(U) → x(U)× Rdim M ∼=set R2 dim M

X 7→ (x(π(X)), X1, . . . , Xdim M ).

假定 TM 配备有合适的拓扑，例如初始拓扑（即, 使 π 连续的 TM 上最粗糙的拓扑），我们

要求该对（(preimπ(U), ξ) 是 TM 上的坐标卡

ATM := {(preimπ(U), ξ) | (U, x) ∈ AM}

是在 TM 上的光滑坐标卡。请注意，从其定义可以明显看出 ξ 是双射。这里我们不会显示

（(preimπ(U), ξ) 是一个坐标卡，但是我们会显示 ATM 是一个光滑的坐标卡。

Proposition 10.16. 任意两个坐标卡 (preimπ(U), ξ), (preimπ(Ũ), ξ̃) ∈ ATM 是 C∞-相容的.

Proof. 令 (U, x)和 (Ũ , x̃)分别是M 上的两个坐标卡，分别引起 (preimπ(U), ξ)和 (preimπ(Ũ), ξ̃)。

我们需要证明映射

ξ̃ ◦ ξ−1 : x(U ∩ Ũ)× Rdim M → x̃(U ∩ Ũ)× Rdim M

是光滑的，因为是 R2 dim M 的开子集之间的映射。回想一下，这样的映射在且仅当在分量方

向上是平滑的时才平滑。在第一个 dimM 分量上，ξ̃ ◦ ξ−1 的作用为

x̃ ◦ x−1 : x(U ∩ Ũ) → x̃(U ∩ Ũ)

x(p) 7→ x̃(p),

而其余的 dimM 分量则是我们先前遇到的矢量分量的变化，即

Xa 7→ X̃a = ∂b(y
a ◦ x−1)(x(p))Xb.

因此我们有

ξ̃ ◦ ξ−1 : x(U ∩ Ũ)× Rdim M → x̃(U ∩ Ũ)× Rdim M

(x(π(X)), X1, . . . , Xdim M ) 7→ (x̃(π(X)), X̃1, . . . , X̃dim M ),

在每个分量中都光滑，因此光滑。

因此，光滑流形 M 的切线束本身就是维度 2dimM 的光滑流形，并且关于该结构的投

影 π : TM →M 是光滑的。类似地，我可以通过定义, 来构造丛 T ∗M 到 M 的余切丛

T ∗M :=
∐
p∈M

T ∗
pM

然后使用对偶基 {(dxa)p} 而非 {
(

∂
∂xa

)
p
}。
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11 张量空间理论 II：环上张量
11.1 矢量场

既然已经定义了切线束，就可以定义矢量场了。

Definition. 令 M 为光滑流形，令 TM
π−→ M 为切丛。M 上的向量场是切丛的光滑部分，

即光滑映射 σ : M → TM，使得 π ◦ σ = idM。

TM

M

πσ

我们用 Γ(TM), 表示 M 上所有向量场的集合，即

Γ(TM) := {σ : M → TM | σ is smooth and π ◦ σ = idM}.

实际上，这是丛上所有截面 (sections) 的集合的标准表示法。
Remark 11.1. 一个等效的定义是 M 上的向量场 σ 是代数 C∞(M) 的导数，即 R-线性映射

σ : C∞(M)
∼−→ C∞(M)

满足 Leibniz 规则（关于 C∞(M) 上的逐点乘法）

σ(fg) = g σ(f) + f σ(g).

此定义更适合于某些目的，稍后我们将在不做任何符号区分的情况下从一个切换到另一个。

Example 11.2. 令 (U, x) 为 M 上的坐标卡。对于每个 1 ≤ a ≤ dimM，映射

σ : U → TU

p 7→
(

∂

∂xa

)
p

是子流形 U 上的向量场。我们也可以将其视为线性映射

∂

∂xa
: C∞(U)

∼−→ C∞(U)

f 7→ ∂

∂xa
(f) = ∂a(f ◦ x−1) ◦ x.

通过滥用符号，通常将上方的右边的符号简单地表示为 ∂af。

U R U R

x(U) ⊆ Rdim M x(U) ⊆ Rdim M

x

f

x

∂af

f◦x−1 ∂a(f◦x−1)

回想一下，给定一个光滑的映射 ϕ : M → N，前推 (ϕ∗)p 是一个线性映射，该线性映射

接受 TpM 中的切线矢量并输出 Tϕ(p)N 中的切线矢量。当然，对于每个 p ∈ M , 我们都有一
个这样的映射。我们可以将它们全部收集到一个光滑映射中。

Definition. 令 ϕ : M → N 光滑。前推 (push-forward)ϕ∗ 定义为

ϕ∗ : TM → TN

X 7→ (ϕ∗)π(X)(X).

2022.6.17



3, 2019 数学笔记 Page 64 of 127

对于某些 p ∈ M , 任何向量 X ∈ TM 都必须属于 TpM ，即 p = π(X). 映射 ϕ∗ 简单

地取任意向量 X ∈ TM 并在“右”点应用通常的前推，在 TN 处产生一个向量。可以类似

地定义 ϕ∗ : T ∗N → T ∗M。理想的下一步是尝试构建映射 Φ∗ : Γ(TM) → Γ(TN) ，该映射

允许我们将 M 上的矢量场向前推到 N 上的矢量场。给定 σ ∈ Γ(TM), 我们将就像构造一
个 Φ∗(σ) ∈ Γ(TN). 这并非无关紧要，因为尤其需要将 Φ∗(σ) 设为光滑映射 N → TN。请注

意，组成 ϕ∗ ◦ σ 是映射 M → TN，因此 imϕ∗◦σ(M) ⊆ TN . 因此，我们可以尝试通过将每个
p ∈ N 映射到 imϕ∗◦σ(M) 中的某个切向量来定义 Φ∗(σ) . 不幸的是，至少有两种方法可以解
决此问题 (there are at least two ways in which this can go wrong.)。

1. 映射 ϕ 可能无法注入。然后，将有两个点 p1, p2 ∈ M，使得 p1 6= p2 并且 ϕ(p1) =

ϕ(p2) =: q ∈ N . 因此，我们将在 N 上有两个切矢量，它们的基点为 q，即 (ϕ∗ ◦ σ)(p1)
和 (ϕ∗ ◦ σ)(p2)。这两个不必 need not 相等，如果不相等，则映 Φ∗(σ) 在 q 处定义不明

确。

2. 映射 ϕ 可能不能是满射。然后，将有一些 q ∈ N , 使得不存在 X ∈ imϕ∗◦σ(M) 且

π(X) = q (其中 π : TN → N)）。则映射 Φ∗(σ) 将在 q 处未定义。

3. 即使映射 ϕ 是双射的，其逆 ϕ−1 也可能无法平滑。但是 Φ∗(σ) 不能保证是平滑的映射。

当然，如果 ϕ : M → N 是一个微分同胚，一切都会变得容易。

TM TN

M N

ϕ∗

σ

ϕ

Φ∗(σ)

如果 σ ∈ Γ(TM), 我们可以定义 前推 (push-forward) Φ∗(σ) ∈ Γ(TN) 为

Φ∗(σ) := ϕ∗ ◦ σ ◦ ϕ−1.

更一般而言，如果 ϕ : M → N 是光滑的且 σ ∈ Γ(TM), 我们可以定义 Φ∗(σ) = τ , 如果
σ 和 τ ϕ-关联 (related) 的，即, 它们满足

τ ◦ ϕ = ϕ∗ ◦ σ.

我们可以为集合 Γ(TM) 进行以下操作。首先是我们现在熟悉的逐点加法：

⊕ : Γ(TM)× Γ(TM) → Γ(TM)

(σ, τ) 7→ σ ⊕ τ,

其中

σ ⊕ τ : M → Γ(TM)

p 7→ (σ ⊕ τ)(p) := σ(p) + τ(p).

请注意，上面右侧的 + 是 TpM 中的加法。更有趣的是，我们还定义了以下乘法运算：

� : C∞(M)× Γ(TM) → Γ(TM)

(f, σ) 7→ f � σ,

其中

f � σ : M → Γ(TM)

p 7→ (f � σ)(p) := f(p)σ(p).

注意，由于 f ∈ C∞(M),，我们有 f(p) ∈ R , 因此上面的乘法是 TpM 上的标量乘法。

如果考虑三元组 (C∞(M),+, •)，其中 • 是如在代数和导数部分中所定义的逐项函数乘
法，则三元组（(Γ(TM),⊕,�) 满足
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• (Γ(TM),⊕) 是阿贝尔的, 其中 0 ∈ Γ(TM) 是将每个 p ∈M 映射到 TpM 中的零切向量

的截面；

• Γ(TM) \ {0} 满足

i) ∀ f ∈ C∞(M) : ∀σ, τ ∈ Γ(TM) \ {0} : f � (σ ⊕ τ) = (f � σ)⊕ (f � τ);
ii) ∀ f, g ∈ C∞(M) : ∀σ ∈ Γ(TM) \ {0} : (f + g)� σ = (f � σ)⊕ (g � σ);
iii) ∀ f, g ∈ C∞(M) : σ ∈ Γ(TM) \ {0} : (f • g)� σ = f � (g � σ);
iv) ∀σ ∈ Γ(TM) \ {0} : 1� σ = σ,

其中 1 ∈ C∞(M) 将每个 p ∈M 映射到 1 ∈ R.

这些恰恰是向量空间的公理！说出 Γ(TM) 是 C∞(M) 上的向量空间的唯一障碍是三元

组 (C∞(M),+, •) 不是代数场，而只是一个环。我们可以简单地谈论“环上的向量空间”，但
是环上的向量空间与字段上的向量空间有着截然不同的属性，以至于它们有自己的名字：模

(modules)。
Remark 11.3. 当然，我们可以定义 � 只需使用实数 R 而不是实函数 C∞(M) 作为逐点全局

(global) 缩放 (scaling)。然后，由于 (R,+, ·) 是一个代数场，因此我们将在 Γ(TM) 具有明显

的 R-向量空间结构。但是，此向量空间的基础必然是不可数无穷 (uncountably infinite) 的，
因此它不能为我们的向量场提供非常有用的分解。

相反，我们已经定义了的算符 � 允许定义局部 (local) 缩放，即, 我们可以在每个点上按
不同的值缩放矢量场，并且在模结构内对矢量场进行更有用的分解。

11.2 环和环上的模

与数学家不同，大多数应用数学的人倾向于将环和模视为有些深奥的对象，但它们根本

不是深奥的。如我们所见，它们在流形的研究中自然而然地出现，它们的异常特性，至少与域

和向量空间相比，具有直接的几何意义，使我们更好地理解了该主题。

为了您更好地理解，我们首先回顾一下有关环的一些基本事实。

Definition. 一个 环 (ring) 是一个三元有序对 (R,+, ·), 其中 R 是一个集合并且 +, · : R ×
R→ R 是满足以下公理的映射:

• (R,+) 是一个阿贝尔群:

i) ∀ a, b, c ∈ R : (a+ b) + c = a+ (b+ c);
ii) ∃ 0 ∈ R : ∀ a ∈ R : a+ 0 = 0 + a = a;
iii) ∀ a ∈ R : ∃−a ∈ R : a+ (−a) = (−a) + a = 0;
iv) ∀ a, b ∈ R : a+ b = b+ a;

• 运算 · 是结合的并满足加法分配律:

v) ∀ a, b, c ∈ R : (a · b) · c = a · (b · c);
vi) ∀ a, b, c ∈ R : (a+ b) · c = a · c+ b · c;
vii) ∀ a, b, c ∈ R : a · (b+ c) = a · b+ a · c.

请注意，由于 · 不需要是可交换的，因此公理 vi 和 vii 都是必需的。

Definition. 一个换 (R,+, ·) 被称为

• 交换的 (commutative) 若 ∀ a, b ∈ R : a · b = b · a;

• 有单位元的 unital 若 ∃ 1 ∈ R : ∀ a ∈ R : 1 · a = a · 1 = a;

• 一个 除 (division) (or 偏斜 (skew)) 环 (ring) 假如它有单位元并且

∀ a ∈ R \ {0} : ∃ a−1 ∈ R \ {0} : a · a−1 = a−1 · a = 1.
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在单位环中，存在一个乘法逆的元素称为单位 (unit)。环 R的单位的集合用 R∗ 表示（不

要与向量空间对偶混淆），并在乘法下形成一个群。那么，R 是除法环当且仅当 R∗ = R \ {0}.
Example 11.4. 集合 Z, Q, R, 和 C 在一般运算下都是环。除了 Z, 它们也都是域.
Example 11.5. 令 M 为光滑流形. 于是

• (C∞(M),+, ·), 其中 · 是数量乘法 (通过与一个实数), 是一个 R-上的向量空间. 它不是
一个环因为 · 不是这么一个映射 C∞(M)× C∞(M) → C∞(M).

• (C∞(M),+, •), 其中 • 是映射的逐点乘法，是可交换的单位环，但不是除法环，因此不
是域。

通常, 如果 (A,+, ·, •) 是一个代数, 则 (A,+, •) 是一个环.

Definition. 设 (R,+, ·) 为一个单位环. 一个三元有序对 (M,⊕,�) 被称为一个 R-模 (mod-
ule) 如果映射

⊕ : M ×M →M

� : R×M →M

满足向量空间公理, i.e. (M,⊕) 是一个阿贝尔群并且对于所有的 r, s ∈ R 并且所有的 m,n ∈
M , 我们有

i) r � (m⊕ n) = (r �m)⊕ (r � n);

ii) (r + s)�m = (r �m)⊕ (s�m);

iii) (r · s)�m = r � (s�m);

iv) 1�m = m.

我们对向量空间的大多数定义都没有改变地保留到模中，包括基的定义，即线性独立的

生成集。

Remark 11.6. 即使我们不需要它，我们也要注意，上面定义的是左 (left) R-模，因为乘法只
在左上定义（因此才有意义）。右 (right) R-模的定义完全类似。此外，如果 R 和 S 是两个单

元环，那么我们可以将 M 定义为R-S-双模 (bimodule)，如果它同时是左 R− 模和右 S− 模。
双模结构正是概括我们之前遇到的推导概念所需要的。

Example 11.7. 任何环 R 是它自身的一个模。Any ring R is trivially a module over itself.
Example 11.8. 一个三元有序组 (Γ(TM),⊕,�) 是一个 C∞(M)-模.
在下文中，我们通常用 + 表示 ⊕ 并略去 �，就像我们对向量空间所做的那样。

11.3 模的基 (Bases for modules)
将模块与向量空间区分开的关键事实是，与向量空间不同，R 模块不需要具有基础，除

非 R 是除环。

Theorem 11.9. 如果 D 是一个除环, 于是对任意 D-模 V 允许一个基.

Corollary 11.10. 每个向量空间都有一个基，因为任何域都是除环。

在深入研究证明之前，让我们考虑一些几何示例。

Example 11.11. a) 设 M = R2 并考虑 v ∈ Γ(TR2). 根据标准向量分析的事实，任何这样
的 v 都可以唯一地写为

v = v1e1 + v2e2

对于一些 v1, v2 ∈ C∞(R2) 和 e1, e2 ∈ Γ(TR2). 因此, 尽管 Γ(TR2) 是一个 C∞(R2)-模并
且 C∞(R2) 不是 (is not) 一个除环, 它仍然有基。注意，v 的线性展开中的系数是函数。
此示例说明了与上述定理相反的事实：如果 D 不是除法环，则 D-模可能有也可能没有
基。
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b) 令 M = S2. 代数拓扑的一个著名结果被称为 毛球定理 (hairy ball theorem)，指出在偶
数 n球面上没有不消失的光滑切向量场。因此，我们可以将任意平滑向量场 v ∈ Γ(TS2)

乘以 f ∈ C∞(S2) ，该函数在除 v 之外的所有地方均为零，尽管 f 6= 0 和 v 6= 0 仍得到

fv = 0。因此，在 S2 上没有一组线性独立的矢量场，更不用说一个基础了。

定理的证明要求选择公理，即称为 Zorn 引理的等效形式。

Lemma 11.12 (Zorn). 一个部分有序集合 P 的每个全序子集 T 在 P 中都有一个包含一个

极大元的上界。

当然，我们现在需要定义出现在 Zorn 引理陈述中的新术语。

Definition. 一个部分有序集 (partially ordered set)（简称为 poset）是对 (P,≤)，其中 P 是

集合，而 ≤ 是 P 上的偏序，即 P 上的一个关系满足

i) 反身性 (reflexivity): ∀ a ∈ P : a ≤ a;

ii) 反对称性 (anti-symmetry): ∀ a, b ∈ P : (a ≤ b ∧ b ≤ a) ⇒ a = b;

iii) 传递性 (transitivity): ∀ a, b, c ∈ P : (a ≤ b ∧ b ≤ c) ⇒ a ≤ c.

在偏序的集合中，尽管每个元素都通过反身性与其自身相关，但两个不同的元素不必关

联

Definition. 一个完全有序集 (totally ordered set) 是一对 (P,≤)，其中 P 是一个集合而 ≤
是 P 上的全序，即 P 上的一个关系满足

a) 反对称 (anti-symmetry): ∀ a, b ∈ P : (a ≤ b ∧ b ≤ a) ⇒ a = b;

b) 传递 (transitivity): ∀ a, b, c ∈ P : (a ≤ b ∧ b ≤ c) ⇒ a ≤ c;

c) 全局性 (totality): ∀ a, b ∈ P : a ≤ b ∨ b ≤ a.

请注意，全序是偏序的特殊情况，因为通过使 a = b 为整体条件，我们可以获得自反性。

在全序的集合中，每对元素都是相关的。

Definition. 令 (P,≤) 为部分有序集，令 T ⊆ P。如果满足，则元素 u ∈ P 为 T 的上界, 如
果

∀ t ∈ T : t ≤ u.

由于反身性, 部分有序集合的每个单元素子集都有至少一个上界。但是，通常，一个子集
可能没有任何上界。例如，如果子集包含与任何其他元素都不相关的元素。

Definition. 设 (P,≤) 为一个偏序集. P 的一个 极大元 (maximal element) 是 P 中的一个元

素 m ∈ P 使得

@ a ∈ P : m ≤ a

或者换言之,
∀ a ∈ P : (m ≤ a) ⇒ (m = a).

注意这是 不 (not 等价于
∀ a ∈ P : a ≤ m

除非 (P,≤) 是全序集.

现在我们准备证明该定理。

Proof of Theorem 11.9. 我们将一次解决这一步骤。

a) 设 S ⊆ V 为集合 V 一个生成集, i.e.

∀ v ∈ V : ∃ e1, . . . , eN ∈ S : ∃ d1, . . . , dN ∈ D : v = daea.

一个生成集合是存在的, 因为可能取 S = V .
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b) 定义一个偏序集 (P,≤) 由

P := {U ∈ P(S) | U 是线性无关的 (is linearly independent)}

并且 ≤ :=⊆, 也就是说，我们通过集合理论包含来偏序。

c) 设 T ⊆ P 为任意偏序集 P 的子集. 于是
⋃
T 是 T 的一个上界, 并且它是线性独立的

（通过全序假设）。因此
⋃
T ∈ P .

根据 Zorn 的引理，P 具有极大元素。设 B ∈ P 是任何这样的元素。通过构造，B 是生
成集 S 的最大（相对于包含而言）线性独立子集。

d) 我们称 S = spanD(B). 事实上, 设 v ∈ S \ B. 于是 B ∩ {v} ∈ P(S). 因此 B 是最大元,
集合 B ∩ {v} 不 (not) 是线性无关的, 因此

∃ e1, . . . , eN ∈ B : ∃ d, d1, . . . , dN ∈ D : daea + dv = 0,

系数 d, d1, . . . , dN 并非全为零。特别地，d 6= 0，因为如果是，对于某些 d1, . . . , dN 它

将立即跟随 daea = 0 并非全为零，这与 B 的线性独立性相矛盾。由于 D 是一个除环且

d 6= 0，因此存在 d 的乘法逆。然后我们可以将上式的两边乘以 d−1 ∈ D 得到

v = (d−1 · da) ea.

Hence S = spanD(B).

e) 我们因此有
V = spanD(S) = spanD(B)

并且因为 B 是 V 的一个基.

我们再次强调，如果 D 不是除 (分隔) 环，则 D 模块可以但不必具有基。

11.4 模的构造和应用

和向量空间一样，我们也可以使用模执行通常的构造。

Definition. 两个 R-模块 M 和 N 的直和为 R 模块 M ⊕N , 它具 M ×N 作为其基的集合，

并且操作（从 M 和 N 继承）是按分量定义的。

请注意，虽然我们一直使用 ⊕ 来临时区分不同空间中的两个“加号”运算，但是符号 ⊕
是直和的标准符号。

Definition. 一个 R-模 M 被称为

• 有限生成的 (finitely generated) 如果它有一个有限的生成集合;

• 自由的 (free) 它有一个基;

• 投射的 (projective) 如果它是自由 R-模 F 的直和，即 i.e.

M ⊕Q = F

对于一些 R-模 Q.

Example 11.13. 我们已经看到, Γ(TR2) 是自由的同时 Γ(TS2) 不自由.
Example 11.14. 显然，每个自由模块也是投射的。

Definition. 令 M 和 N 为两个（左）R 模块。映射 f : M → N 被称为R-线性映射 (linear
map) 或 R 模同态R-模同态 (module homomorphism)，如果

∀ r ∈ R : ∀m1,m2 ∈M : f(rm1 +m2) = rf(m1) + f(m2),

其中应该清楚哪个运算在 M 中，哪个运算在 N 中。双射模同构被称为模同构 (module iso-
morphism)，如果它们之间存在模同构，我们写成 M ∼=mod N .
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如果 M 和 N 是右 R-模, 然后将线性条件写为

∀ r ∈ R : ∀m1,m2 ∈M : f(m1r +m2) = f(m1)r + f(m2).

Proposition 11.15. 如果有限生成的模 R-模 F 是自由的，并且 d ∈ N 是有限基数，则

F ∼=mod= R⊕ · · · ⊕R︸ ︷︷ ︸
d copies

=: Rd.

可以证明，如果 Rd ∼=mod R
d′
，则 d = d′，因此，对于有限生成的自由模，维数的概念是

明确定义的。

Theorem 11.16 (Serre, Swan, et al.). 令 E 为光滑流形 M 上的矢量纤维丛。然后，E 在

M 上所有光滑截面的集合 Γ(E) 是有限生成的射影 C∞(M)-模。

一个向量纤维丛是一个每根纤维都是向量空间的纤维丛。一个示例是流形的切线束。

Remark 11.17. 该定理的直接结果是，对于M 上的任何矢量光纤束 E，都存在一个 C∞(M)-模
Q，使得直和 Γ(E) ⊕ Q 是自由的。如果可以选择 Q 作为平凡模 0，则 Γ(E) 本身是自由的，

就像 Γ(TR2) 那样。从某种意义上说，模 Q 量化 Γ(E) 失败的基。

Theorem 11.18. 令 P,Q 是交换环 R 上的有限生成的（投影）模。于是

HomR(P,Q) := {ϕ : P ∼−→ Q | ϕ is R-linear}

还是一个有限生成的（投影）R 模块，其操作是逐点定义的。

证明与向量空间完全相同。例如，我们可以使用它来定义模的对偶。例如

HomC∞(M)(Γ(TM), C∞(M)) =: Γ(TM)∗.

可以证明 Γ(TM)∗ 与切线丛 Γ(T ∗M) 上的光滑截面（即协矢量场）一致。回想一下，就像矢

量场一样，矢量场是切线束 T ∗M 的光滑部分，即，光滑映射 ω : M → T ∗M 和 π ◦ ω = idM。

与矢量场不同，我们始终可以沿着流形之间的任何光滑映射定义协向量场的拉回。

Definition. 令 ϕ : M → N 为光滑的并令 ω ∈ Γ(T ∗N). 我们定义 ω 的拉回 (pull-back)
Φ∗(ω) ∈ Γ(T ∗M) 为

Φ∗(ω) : M → T ∗M

p 7→ Φ∗(ω)(p),

其中

Φ∗(ω)(p) : TpM
∼−→ R

X 7→ Φ∗(ω)(p)(X) := ω(ϕ(p))(ϕ∗(X)),

如果下图所示

T ∗M T ∗N

M N

ϕ∗

Φ∗(ω)

ϕ

ω

我们当然可以通过构造 M 的 (r, s) 张量丛来概括这些思想

T r
sM :=

∐
p∈M

(T r
s )pM

因此，将M 上的（(r, s)型张量场定义为 Γ(T r
sM)的元素，即张量束的光滑截面。如果 ϕ : M →

N 是平滑的，我们可以通过归纳协矢量场的拉回来定义反张量（即类型 (0, q)）的拉回。如果
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ϕ : M → N 是一个微分同胚，那么我们可以定义任何光滑 (p, q) 张量场 τ ∈ Γ(T r
sN) 的回拉

为

Φ∗(τ)(p)(ω1, . . . , ωr, X1, . . . , Xs)

:= τ(ϕ(p))
(
(ϕ−1)∗(ω1), . . . , (ϕ

−1)∗(ωr), ϕ∗(X1), . . . , ϕ∗(Xs)
)
,

其中 ωi ∈ T ∗
pM 并且 Xi ∈ TpM .

但是，张量场具有与真实的多线性映射相同的特征。实际上，这是标准教科书定义。

Definition. 令 M 为光滑流形。M 上的光滑(r, s) 张量场 (tensor field)τ 是 C∞(M)-多重线
性映射

τ : Γ(T ∗M)× · · · × Γ(T ∗M)︸ ︷︷ ︸
r copies

×Γ(TM)× · · · × Γ(TM)︸ ︷︷ ︸
s copies

→ C∞(M).

其与丛定义的等价性是由于张量的点状性质 ( the pointwise nature of tensors.)。例如，
一个向量场 ω ∈ Γ(T ∗M) 可以作用于向量场 X ∈ Γ(TM) 从而产生一个光滑函数 ω(X) ∈
C∞(M)，

(ω(X))(p) := ω(p)(X(p)).

于是, 我们可以看到对于任意 f ∈ C∞(M), 我们有

(ω(fX))(p) = ω(p)(f(p)X(p)) = f(p)ω(p)(X(p)) =: (fω(X))(p)

因此, 映射 ω : Γ(TM)
∼−→ C∞(M) 是 C∞(M)-线性的.

类似地，可以将 M 上所有 (r, s) 光滑张量场的集合 Γ(T r
sM) 设为 C∞(M)-模，并逐点定

义模操作。

我们还可以定义张量场上的张量积

⊗ : Γ(T p
qM)× Γ(T r

sM) → Γ(T p+r
q+sM)

(τ, σ) 7→ τ ⊗ σ

类似于我们在向量空间上的张量，即

(τ ⊗ σ)(ω1, . . . , ωp, ωp+1, . . . , ωp+r, X1,. . . , Xq, Xq+1, . . . , Xq+s)

:= τ(ω1, . . . , ωp, X1,. . . , Xq)σ(ωp+1, . . . , ωp+r, Xq+1, . . . , Xq+s),

其中 ωi ∈ Γ(T ∗M) 和 Xi ∈ Γ(TM).
因此，我们可以将 M 上的张量场视为 M 上某个张量丛的截面，也就是将分配给每个

p ∈ M 一个张量（R-重线性映射）的映射，或者视 C∞(M) 如上所述的多线性映射。我们将

始终根据上下文尝试选择最有用或最容易理解的内容。
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12 格罗斯曼代数

12.1 微分形式 (Differential forms)
Definition. 设 M 为光滑的微分流形. M 的一个 (微分)n 形式 (differential) n-form 是一个
(0, n) 型光滑张量场 ω, 它是完全反对称的, 即

ω(X1, . . . , Xn) = sgn(π)ω(Xπ(1), . . . , Xπ(n)),

对于任意 π ∈ Sn, Xi ∈ Γ(TM).

Alternatively, we can define a differential form as a smooth section of the appropriate
bundle on M , i.e. as a map assigning to each p ∈M an n-form on the vector space TpM . 或
者，我们可以将微分形式定义为 M 上适当丛的光滑截面，即定义为向每个 p ∈ M 分配向量

空间 TpM 上的 n 形式的映射。

Example 12.1. a) 如果流形M 接受定向坐标卡，即流形M，即其中所有坐标卡过渡映射（即

Rdim M 的开放子集之间的映射）都具有正行列式的映射，则称其为可定向 (orientable)
的。

如果 M 是可定向的，则在提供体积的 M 上不存在消失的顶部形式（nn = dimM）。

b) 电磁场强度 F 是由电场和磁场构成的微分 2-形式，也可以认为是形式。我们将在后面
详细定义。

c) 在经典力学中，如果 Q是描述可能的系统配置的光滑流形，则相空间为 T ∗Q。在为 T ∗Q

上存在一个规范定义的 2-形式，称为辛形式，我们将在后面定义。
如果 ω 为 n-形式，则称 n 为 ω 的度 (degree)。我们用 Ωn(M) 表示 M 上所有微分 n-形

式的集合，然后通过逐点定义加法和乘法运算，将其变成 C∞(M)-模。
Example 12.2. 当然, 我们有 Ω0(M) ≡ C∞(M) 和 Ω1(M) ≡ Γ(T 0

1M) ≡ Γ(T ∗M).
与向量空间上的形式相似，对于 n > dimM 我们有 Ωn(M) = {0} , 否则 dimΩn(M) =(dim M

n

)
, 作为 C∞(M)-模.

我们可以将张量的拉回专门化为微分形式。

Definition. 设 ϕ : M → N 为光滑映射并设 ω ∈ Ωn(N). 接着我们将 ω 的 拉回 (pull-back)
Φ∗(ω) ∈ Ωn(M) 定义为

Φ∗(ω) : M → T ∗M

p 7→ Φ∗(ω)(p),

其中

Φ∗(ω)(p)(X1, . . . , Xn) := ω(ϕ(p))
(
ϕ∗(X1), . . . , ϕ∗(Xn)

)
,

对于 Xi ∈ TpM .

映射 Φ∗ : Ωn(N) → Ωn(M) 是 R-线性的, 它对 Ω0(M) 的作用就是

Φ∗ : Ω0(M) → Ω0(M)

f 7→ Φ∗(f) := f ◦ ϕ.

这适用于任何光滑映射 ϕ，并导致我们的口头禅稍作修改：

向量被向前推 (Vectors are pushed forward),
形式被拉回 (forms are pulled back).

由于两种形式的张量积不一定是形式，因此张量积 ⊗ 与形式交互作用地不好。因此，我们定
义以下内容。
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Definition. 设 M 为光滑流形。我们将形式的楔形 (wedge) 楔形（或 外部 (exterior)）乘积
product 定义为映射

∧ : Ωn(M)× Ωm(M) → Ωn+m(M)

(ω, σ) 7→ ω ∧ σ,

其中

(ω ∧ σ)(X1, . . . , Xn+m) :=
1

n!m!

∑
π∈Sn+m

sgn(π)(ω ⊗ σ)(Xπ(1), . . . , Xπ(n+m))

且 X1, . . . , Xn+m ∈ Γ(TM). 为了方便, 对于任意 f, g ∈ Ω0(M) 和 ω ∈ Ωn(M), 我们设

f ∧ g := fg and f ∧ ω = ω ∧ f = fω.

Example 12.3. 假设 ω, σ ∈ Ω1(M). 于是, 对任意 X,Y ∈ Γ(TM)

(ω ∧ σ)(X,Y ) = (ω ⊗ σ)(X,Y )− (ω ⊗ σ)(Y,X)

= (ω ⊗ σ)(X,Y )− ω(Y )σ(X)

= (ω ⊗ σ)(X,Y )− (σ ⊗ ω)(X,Y )

= (ω ⊗ σ − σ ⊗ ω)(X,Y ).

因此

ω ∧ σ = ω ⊗ σ − σ ⊗ ω.

楔积在 C∞(M) 上是双线性的, 即

(fω1 + ω2) ∧ σ = f ω1 ∧ σ + ω2 ∧ σ,

对于所有 f ∈ C∞(M), ω1, ω2 ∈ Ωn(M) 和 σ ∈ Ωm(M), 第二个参数也类似。
Remark 12.4. 如果 (U, x) 是 M 上的一个坐标卡, 于是每个 n-形式 ω ∈ Ωn(U) 可以在 U 上

局部地表示为

ω = ωa1···an
dxa1 ∧ · · · ∧ dxan ,

其中 ωa1···an
∈ C∞(U) 和 1 ≤ a1 < · · · < an ≤ dimM . 上面出现的 dxai 是协向量场（1-形

式）.
dxai : p 7→ dpx

ai .

回拉分布在楔积上。

Theorem 12.5. 设 ϕ : M → N 为光滑的, ω ∈ Ωn(N) 和 σ ∈ Ωm(N). 于是我们有

Φ∗(ω ∧ σ) = Φ∗(ω) ∧ Φ∗(σ).

Proof. 设 p ∈M 和 X1, . . . , Xn+m ∈ TpM . 于是我们有(
Φ∗(ω) ∧ Φ∗(σ)

)
(p)(X1, . . . , Xn+m)

=
1

n!m!

∑
π∈Sn+m

sgn(π)
(
Φ∗(ω)⊗ Φ∗(σ)

)
(p)(Xπ(1), . . . , Xπ(n+m))

=
1

n!m!

∑
π∈Sn+m

sgn(π)Φ∗(ω)(p)(Xπ(1), . . . , Xπ(n))

Φ∗(σ)(p)(Xπ(n+1), . . . , Xπ(n+m))

=
1

n!m!

∑
π∈Sn+m

sgn(π)ω(ϕ(p))
(
ϕ∗(Xπ(1)), . . . , ϕ∗(Xπ(n))

)
σ(ϕ(p))

(
ϕ∗(Xπ(n+1)), . . . , ϕ∗(Xπ(n+m))

)
=

1

n!m!

∑
π∈Sn+m

sgn(π)(ω ⊗ σ)(ϕ(p))
(
ϕ∗(Xπ(1)), . . . , ϕ∗(Xπ(n+m))

)
= (ω ∧ σ)(ϕ(p))

(
ϕ∗(X1), . . . , ϕ∗(Xn+m)

)
= Φ∗(ω ∧ σ)(p)(X1, . . . , Xn+m).

由于 p ∈M 是任意的，因此可以得出以下结论。
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12.2 格罗斯曼代数 (The Grassmann algebra)
注意，楔乘积采用两种微分形式，并产生不同类型的微分形式。在 ∧ 的作用下有一个封

闭的空间会更好。实际上，存在这样一个空间，它被称为 M 的 Grassmann 代数。

Definition. 设 M 为光滑流形。定义 C∞(M)-模

Gr(M) ≡ Ω(M) :=
dim M⊕
n=0

Ωn(M).

M 上的 格罗斯曼代数 (Grassmann algebra) on M 是代数 (Ω(M),+, ·,∧), 其中

∧ : Ω(M)× Ω(M) → Ω(M)

是先前定义的 ∧ : Ωn(M)× Ωm(M) → Ωn+m(M). 的线性延续.

回想一下，模的直和具有模的笛卡尔积，作为基础 (underlying ) 的集集合，而模操作则
是按分量定义的。另外，请注意，此处的“代数”实际上是指“模上的代数”。

Example 12.6. 设 ψ = ω + σ, 其中 ω ∈ Ω1(M) , σ ∈ Ω3(M). 当然，“+” 既不是 Ω1(M) 上的

加法，也不是 Ω3(M) 上的加法，而是 Ω(M) 上的加法，实际上是 ψ ∈ Ω(M)。

令 φ ∈ Ωn(M), 对于一些 n. 则

φ ∧ ψ = φ ∧ (ω + σ) = φ ∧ ω + φ ∧ σ,

其中 φ ∧ ω ∈ Ωn+1(M), φ ∧ σ ∈ Ωn+3(M), φ ∧ ψ ∈ Ω(M).
Example 12.7. 关于格拉斯曼数 (Grassmann numbers)，特别是在超对称性方面，有很多讨论。
人们经常听到这些是“不是对易而是反对易的数字”。当然，对象本身不能交换或反交换。这

些限定符 (qual-ifiers) 仅适用于对对象的操作。实际上，格拉斯曼数仅仅是格拉斯曼代数的元
素。

以下结果是关于 ∧ 的反对易行为。

Theorem 12.8. 设 ω ∈ Ωn(M), σ ∈ Ωm(M). 于是

ω ∧ σ = (−1)nm σ ∧ ω.

我们称 ∧ is 分次交换 (graded commutative), 也就是说，它满足取决于形式程度的反可交
换性 (the degrees of the forms)。

Proof. 首先请注意，如果 ω, σ ∈ Ω1(M)，则

ω ∧ σ = ω ⊗ σ − σ ⊗ ω = − σ ∧ ω.

回想一下 ω ∈ Ωn(M) 和 σ ∈ Ωm(M)，然后局部地在坐标卡（(U, x) 上我们可以写

ω = ωa1···an
dxa1 ∧ · · · ∧ dxan

σ = σb1···bmdxb1 ∧ · · · ∧ dxbm

其中 1 ≤ a1 < · · · < an ≤ dimM 对于 bi 同样如此. 系数 ωa1···an 和 σb1···bm 是 C∞(U) 中的

平滑函数。由于 dxai , dxbj ∈ Ω1(M)，我们有

ω ∧ σ = ωa1···an
σb1···bm dxa1 ∧ · · · ∧ dxan ∧ dxb1 ∧ · · · ∧ dxbm

= (−1)n ωa1···an
σb1···bm dxb1 ∧ dxa1 ∧ · · · ∧ dxan ∧ dxb2 ∧ · · · ∧ dxbm

= (−1)2n ωa1···an
σb1···bm dxb1 ∧ dxb2 ∧ dxa1 ∧ · · · ∧ dxan ∧ dxb3 ∧ · · · ∧ dxbm

...
= (−1)nm ωa1···anσb1···bm dxb1 ∧ · · · ∧ dxbm ∧ dxa1 ∧ · · · ∧ dxan

= (−1)nm σ ∧ ω

因为我们已经多次交换了 nm 次 1-形式。
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Remark 12.9. 我们应该强调，只有当 ω 和 σ 是纯度数形式 (pure degree forms)，而不是不同
度数形式的线性组合时，这才是正确的。确实，如果 φ,ψ ∈ Ω(M)，则公式

φ ∧ ψ = · · ·ψ ∧ φ

这在原则上是没有意义的，因为 φ 和 ψ 的不同部分可能具有不同的换向行为。

12.3 外导数 (The exterior derivative)
回忆一下在点 p ∈M 处的梯度算子的定义。我们可以扩展该定义以定义（R-线性）算子：

d : C∞(M)
∼−→ Γ(T ∗M)

f 7→ df

当然，其中 df : p 7→ dpf。或者，我们可以将 df 视为 R 线性映射

df : Γ(TM)
∼−→ C∞(M)

X 7→ df(X) = X(f).

Remark 12.10. 在 M 上的某些坐标卡 (U, x) 上，协向量场 (或 1-形式）df 可以表示为

df = λa dxa

对于一些光滑函数 λi ∈ C∞(U)。为了确定它们是什么，我们只需将坐标卡的两边都应用到矢

量场即可。我们有

df
(

∂

∂xb

)
=

∂

∂xb
(f) = ∂bf

和

λa dxa
(

∂

∂xb

)
= λa

∂

∂xb
(xa) = λa δ

a
b = λb.

因此，在 (U, x) 上 df 的局部表达式为

df = ∂af dxa.

请注意，运算符 d 满足 Leibniz 规则

d(fg) = g df + f dg.

我们也可以将其理解为采用 0-形式并输出 1-形式的运算符

d : Ω0(M)
∼−→ Ω1(M).

然后可以将其扩展到对任何 n-形式起作用的运算符。我们将需要以下定义。

Definition. 令 M 为光滑流形，令 X,Y ∈ Γ(TM)。X 和 Y 的对易括号（或 Lie 括号）定
义为

[X,Y ] : C∞(M)
∼−→ C∞(M)

f 7→ [X,Y ](f) := X(Y (f))− Y (X(f)),

这里我们将向量场的定义用作 R-线性映射 C∞(M)
∼−→ C∞(M).

Definition. M 的外导数 (exterior derivative) 是 R-线性算子

d : Ωn(M)
∼−→ Ωn+1(M)

ω 7→ dω

dω 被定义为

dω(X1, . . . , Xn+1) :=
n+1∑
i=1

(−1)i+1Xi

(
ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xn+1)

)
+
∑
i<j

(−1)i+j ω
(
[Xi, Xj ], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xn+1

)
,

其中 Xi ∈ Γ(TM) , 帽子表示 omissions.
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Remark 12.11. 注意，运算符 d 仅在作用于形式时才定义明确。为了在一般张量上定义一个

导数算子，我们将需要在可微流形上增加额外的结构。

Example 12.12. 在 n = 1 的情况下，dω ∈ Ω2(M) 的形式为

dω(X,Y ) = X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X,Y ]).

让我们检查一下这确实是 2-形式的，即反对称的 C∞(M)-多线性映射

dω : Γ(TM)× Γ(TM) → C∞(M).

通过使用李括号的反对称性，我们立即得到

dω(X,Y ) = − dω(Y,X).

此外，由于这种身份，仅检查第一个参数中的 C∞(M)-线性就足够了。易加性易于检查

dω(X1 +X2, Y ) = (X1 +X2)(ω(Y ))− Y (ω(X1 +X2))− ω([X1 +X2, Y ])

= X1(ω(Y )) +X2(ω(Y ))− Y (ω(X1) + ω(X2))− ω([X1, Y ] + [X2, Y ])

= X1(ω(Y )) +X2(ω(Y ))− Y (ω(X1))− Y (ω(X2))− ω([X1, Y ])− ω([X2, Y ])

= dω(X1, Y ) + dω(X2, Y ).

For C∞(M)-scaling, first we calculate [fX, Y ]. Let g ∈ C∞(M). Then

[fX, Y ](g) = fX(Y (g))− Y (fX(g))

= fX(Y (g))− fY (X(g))− Y (f)X(g)

= f(X(Y (g))− Y (X(g)))− Y (f)X(g)

= f [X,Y ](g)− Y (f)X(g)

= (f [X,Y ]− Y (f)X)(g).

因此

[fX, Y ] = f [X,Y ]− Y (f)X.

因此, 我们可以计算

dω(fX, Y ) = fX(ω(Y ))− Y (ω(fX))− ω([fX, Y ])

= fX(ω(Y ))− Y (fω(X))− ω(f [X,Y ]− Y (f)X)

= fX(ω(Y ))− fY (ω(X))− Y (f)ω(X)− fω([X,Y ]) + ω(Y (f)X)

= fX(ω(Y ))− fY (ω(X))−�����Y (f)ω(X)− fω([X,Y ]) +�����Y (f)ω(X)

= f dω(X,Y ),

这就是我们想要的。

外部导数满足楔形乘积的莱布尼兹规则的渐变 (graded version ) 版本。

Theorem 12.13. 令 ω ∈ Ωn(M) , σ ∈ Ωm(M). 于是

d(ω ∧ σ) = dω ∧ σ + (−1)n ω ∧ dσ.

Proof. 我们将在局部坐标下工作。令 (U, x) 为 M 上的坐标卡并写

ω = ωa1···an
dxa1 ∧ · · · ∧ dxan =: ωAdxA

σ = σb1···bmdxb1 ∧ · · · ∧ dxbm =: σBdxB .

在本地，外部导数运算符 d 充当

dω = dωA ∧ dxA.
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因此

d(ω ∧ σ) = d(ωAσB dxA ∧ dxB)
= d(ωAσB) ∧ dxA ∧ dxB

= (σBdωA + ωAdσB) ∧ dxA ∧ dxB

= σBdωA ∧ dxA ∧ dxB + ωAdσB ∧ dxA ∧ dxB

= σBdωA ∧ dxA ∧ dxB + (−1)nωAdxA ∧ dσB ∧ dxB

= σBdω ∧ dxB + (−1)nωAdxA ∧ dσ
= dω ∧ σ + (−1)n ω ∧ dσ

由于我们已经通过 n-形式 dxA 对 1-形式 dσB 进行了“反对易”，因此在此过程中获得了 n

个负号。

外导数的重要性质如下。

Theorem 12.14. 设 ϕ : M → N 为光滑的. 对于任意 ω ∈ Ωn(N), 我们有

Φ∗(dω) = d(Φ∗(ω)).

Proof (sketch). 我们首先证明这适用于 0-形式（即光滑函数）。
令 f ∈ C∞(N), p ∈M , X ∈ TpM . 于是

Φ∗(df)(p)(X) = df(ϕ(p))(ϕ∗(X)) ( Φ∗ 的定义)
= ϕ∗(X)(f) (df 的定义)
= X(f ◦ ϕ) (ϕ∗ 的定义)
= d(f ◦ ϕ)(p)(X) ( d(f ◦ ϕ) 的定义)
= d(Φ∗(f))(p)(X) ( Φ∗ 的定义),

于是我们有 Φ∗(df) = d(Φ∗(f)).
总的结果来自 Φ∗ 的线性和回拉分布在楔形积上的事实。

Remark 12.15. 非正式地，我们可以将该结果写为 Φ∗d = dΦ∗，并说外导数随着回拉而“换

向”。

但是，请记住，语句中出现的两个 d 是两个不同的运算符。在左侧，是 d : Ωn(N) →
Ωn+1(N), 在右侧它是 d : Ωn(M) → Ωn+1(M) .
Remark 12.16. 当然，我们也可以将算子 d 合并为一个作用于 M 上的格拉斯曼代数的算子

d : Ω(M) → Ω(M)

通过线性连续。

Example 12.17. 在麦克斯韦电动力学的现代公式中，电场 E 和磁场 B 在 R3 上分别为 1-形
式和 2-形式：

E := Exdx+ Eydy + Ezdz
B := Bxdy ∧ dz +Bydz ∧ dx+Bzdx ∧ dy.

然后将电磁场强度 F 定义为 R4 上的 2-形式

F := B + E ∧ dt.

在分量中，我们可以写

F = Fµν dxµ ∧ dxν ,
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其中 (dx0, dx1, dx2, dx3) ≡ (dt, dx, dy, dz) 和

Fµν =


0 −Ex −Ey −Ez

Ex 0 Bz −By

Ey −Bz 0 Bx

Ez By −Bx 0


场强满足方程式

dF = 0.

这被称为齐次麦克斯韦方程，实际上，它等效于两个齐次麦克斯韦（向量）方程

∇ · B = 0

∇× E +
∂B
∂t

= 0.

为了将剩余的麦克斯韦方程式转化为微分形式的语言，我们需要对形式进行进一步的运算，称

为霍奇星 ( Hodge star) 算子。
回想一下电动力学的标准理论，上面的两个方程式暗示着存在电势和矢量电势 φ 和 A =

(Ax, Ay, Az)，满足

B = ∇× A

E = −∇φ− ∂A
∂t
.

类似地，R4 上的方程 dF = 0 表示存在 A ∈ Ω1(R4) 形式的电磁 4-势（或标称 (gauge) 势）

F = dA.

确实，我们可以取

A := −φdt+Axdx+Aydy +Azdz.

Definition. 令 M 为光滑流形。如果 ω ∈ Ω2(M) 且非简并，即 2-形式的 ω ∈ Ω2(M) 被称为

M 上的辛形式 (symplectic form), 即

(∀Y ∈ Γ(TM) : ω(X,Y ) = 0) ⇒ X = 0.

配备辛形式的流形称为辛流形 (symplectic manifold)。

Example 12.18. 在经典力学的哈密顿量公式中，人们特别对某些相空间 Q 的余切丛 T ∗Q 感

兴趣。类似于我们引入切丛时所做的事情，我们可以（至少局部地）定义 T ∗Q 上的坐标系

由 In the Hamiltonian formulation of classical mechanics one is especially interested in the
cotangent bundle T ∗Q of some configuration space Q. Similarly to what we did when we
introduced the tangent bundle, we can define (at least locally) a system of coordinates on
T ∗Q by

(q1, . . . , qdim Q, p1, . . . , pdim Q),

其中 pi 是 Q 上的广义矩，而 qi 是 Q 上的广义坐标（请记住 dimT ∗Q = 2 dimQ）。然后我

们可以定义一个 1-形式的 θ ∈ Ω1(T ∗Q).

θ := pi dqi

称为辛势。如果我们进一步定义

ω := dθ ∈ Ω2(T ∗Q),

然后我们可以计算出

dω = d(dθ) = · · · = 0.

而且，ω 是非简并的，因此它是 T ∗Q 上的辛形式
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12.4 德·拉姆同调 (de Rham cohomology)
最后两个示例提出了两个可能的含义。在电动力学示例中，我们看到了

(dF = 0) ⇒ (∃A : F = dA),

而在哈密顿力学的例子中，

(∃ θ : ω = dθ) ⇒ (dω = 0).

Definition. 令 M 为光滑流形，令 ω ∈ Ωn(M)。我们说 ω 是

• closed if dω = 0;

• exact if ∃σ ∈ Ωn−1(M) : ω = dσ.

每个封闭形式是否正确，反之亦然的问题，即, 是否意味着

(dω = 0) ⇔ (∃σ : ω = dσ)

一般而言，它属于称为同调理论的数学分支，下面我们将对其进行介绍。

⇐ 方向的答案是肯定的，这要归功于以下结果。

Theorem 12.19. 令 M 为光滑流形。算符

d2 ≡ d ◦ d : Ωn(M) → Ωn+2(M)

等于零, 即 d2 = 0.

为了证明，我们将需要以下概念。

Definition. 给定一个带有一些指标的对象，例如 Ta1,...,an
，我们定义 Ta1,...,an

的反对称化

(antisymmetrization)
T[a1···an] :=

1

n!

∑
π∈Sn

sgn(π)Tπ(a1)···π(an).

类似地，Ta1,...,an
的对称化 (symmetrization) 定义为

T(a1···an) :=
1

n!

∑
π∈Sn

Tπ(a1)···π(an).

一些特殊情况是

T[ab] =
1

2
(Tab − Tba), T(ab) =

1

2
(Tab + Tba)

T[abc] =
1

6
(Tabc + Tbca + Tcab − Tbac − Tcba − Tacb)

T(abc) =
1

6
(Tabc + Tbca + Tcab + Tbac + Tcba + Tacb)

当然，我们只能（反）对称化某些指标

T ab
[cd]e =

1

2
(T ab

cde − T ab
dce).

很容易检查缩并 (简写)(例如: 一个求和符号), 我们有

Ta1···an
Sa1···[ai···aj ]···an = Ta1···[ai···aj ]···an

Sa1···an

和

Ta1···(ai···aj)···an
Sa1···[ai···aj ]···an = 0.
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Proof. 这可以使用 d 的定义直接显示。在这里，我们将通过在局部坐标中进行显示来显示它。
回想一下，在局部坐标卡 (U, x) 上，我们可以将任何形式的 ω ∈ Ωn(M) 编写为

ω = ωa1···an
dxa1 ∧ · · · ∧ dxan .

于是, 我们有

dω = dωa1···an ∧ dxa1 ∧ · · · ∧ dxan

= ∂bωa1···an
dxb ∧ dxa1 ∧ · · · ∧ dxan ,

并因此

d2ω = ∂c∂bωa1···andxc ∧ dxb ∧ dxa1 ∧ · · · ∧ dxan .

因为 dxc ∧ dxb = − dxb ∧ dxc, 我们有

dxc ∧ dxb = dx[c ∧ dxb].

而且，根据施瓦茨定理，我们有 ∂c∂bωa1···an
= ∂b∂cωa1···an

并因此

∂c∂bωa1···an
= ∂(c∂b)ωa1···an

.

因此

d2ω = ∂c∂bωa1···an
dxc ∧ dxb ∧ dxa1 ∧ · · · ∧ dxan

= ∂(c∂b)ωa1···andx[c ∧ dxb] ∧ dxa1 ∧ · · · ∧ dxan

= 0.

由于这适用于任何 ω, 我们有 d2 = 0.

Corollary 12.20. 每个 exact 形式都是 closed 的.

通过将 0中的零映射到 Ω0(M)中的零函数，可以将 d的作用扩展到零向量空间 0 := {0}。
通过这种方式，我们获得了 R-线性映射的链

0
d−−→ Ω0(M)

d−−→ Ω1(M)
d−−→ · · · d−−→ Ωn(M)

d−−→ Ωn+1(M)
d−−→ · · · d−−→ Ωdim M (M)

d−−→ 0,

现在我们将空间 Ωn(M)视为 R-向量空间。回想一下线性代数，给定线性映射 ϕ : V →W，可

以定义 V 的子空间

ker(ϕ) := {v ∈ V | ϕ(v) = 0},

回忆 ϕ 的核 (kernel), W 的子空间

im(ϕ) := {ϕ(v) | v ∈ V },

称为 ϕ 的图像 (image)。
回到我们的映射链，等式 d2 = 0 等价于

im(d : Ωn(M) → Ωn+1(M)) ⊆ ker(d : Ωn+1(M) → Ωn+2(M))

对于所有 0 ≤ n ≤ dimM − 2. 而且，我们有

ω ∈ Ωn(M) is closed ⇔ ω ∈ ker(d : Ωn(M) → Ωn+1(M))

ω ∈ Ωn(M) is exact ⇔ ω ∈ im(d : Ωn−1(M) → Ωn(M)).

上方右侧的传统表示法是

Zn := ker(d : Ωn(M) → Ωn+1(M)),

Bn := im(d : Ωn−1(M) → Ωn(M)),

因此 Zn 是闭合 (closed)n-形式的空间，而 Bn 是精确 (exact)n-形式的空间。
我们最初的问题可以重申为：对于所有 n，Zn = Bn 吗？我们已经看到 d2 = 0 意味着

Bn ⊆ Zn 对于所有 n（Bn 实际上是 Zn 的向量子空间）。不幸的是，一般而言，等式并不成

立，但是我们得到了以下结果。
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Lemma 12.21 (Poincaré). 令 M ⊆ Rd 为简单连接的域。然后

Zn = Bn , ∀n > 0.

在 Zn 6= Bn 的情况下，我们想通过多少个封闭的 n-形式不准确来量化 ( exact)。答案由
同调群提供。

Definition. 令 M 为光滑流形。M 上的第 n 个德拉姆同调群 (de Rham cohomology group)
是商 R-向量空间

Hn(M) := Zn/Bn.

您可以将上述商空间视为 Zn/∼，其中 ∼ 是等价关系

ω ∼ σ :⇔ ω − σ ∈ Bn.

用同调论解决这个问题的答案是：M 上的每个精确 n-形式也都是封闭 ( closed) 的，反之亦
然，当且仅当

Hn(M) ∼=vec 0.

当然，这不是实际答案，而是对问题的另一种重述。但是，如果我们能够确定空间 Hn(M)，

则可以得到答案。

de Rham 的一个关键定理指出（用更多的技术术语）HHn(M) 仅取决于 M 的整体拓扑。

换句话说，同调群是拓扑不变量。这是非常显着的，因为 Hn(M) 是根据外导数定义的，外部

导数与 M 的局部可微结构有关，并且给定的拓扑空间可以配备几个不等价的可微结构。

Example 12.22. 令 M 为任何光滑流形。我们有

H0(M) ∼=vec R(# of connected components of M)

因为封闭的 ( closed)0-形式只是 M -上的局部恒定光滑函数。直接的结果是，我们有了

H0(R) ∼=vec H
0(S1) ∼=vec R.

Example 12.23. 通过庞加莱 (Poincaré) 引理，我们有

Hn(M) ∼=vec 0

对于任何简单连通的 M ⊆ Rd.
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13 李群

李理论是物理学和微分几何学中最重要的主题。

13.1 李群 (Lie groups)
Definition. 一个李群 (Lie group) 是一个群 (G, •)，其中 G 是一个光滑流形，并且这些映射

µ : G×G→ G

(g1, g2) 7→ g1 • g2

和

i : G→ G

g 7→ g−1

都是光滑的。请注意，G×G 继承了 G 的光滑地图册。

Definition. 李群 (G, •) 的维度 (dimension) 是作为流形的 G 的维数。

Example 13.1. a) 考虑 (Rn,+)，其中 Rn 被理解为光滑的 n 维流形。这是一个可交换（或

阿贝尔）李群（因为 • 是可交换的），通常称为 n 维传递群。

b) 令 S1 := {z ∈ C | |z| = 1}，令 · 是复数的通常乘法。那么 (S1, ·) 是一个可交换的李群，
通常表示为 U(1)。

c) 令 GL(n,R) = {ϕ : Rn ∼−→ Rn | detϕ 6= 0}。注意到线性映射 ϕ : Rn ∼−→ Rn 和 R2n 之间

存在双射，该集合可以具有光滑的 n2 维流形的结构。条件 detϕ 6= 0 是所谓的开放条件

(open condition) 开放条件，意味着 GL(n,R) 可以用 R2n 的开子集识别 (be identified
with 恒等映射)，然后从中继承平滑结构。
那么，(GL(n,R), ◦) 是一个称为一般线性群的李群。

d) 设 V 为配备伪内积的 n 维 R-向量空间，即双线性映射 (−,−) : V × V → R, 满足

i) 对称性: ∀ v, w ∈ V : (v, w) = (w, v);
ii) 非退化性 (非简并性 non-degeneracy): (∀w ∈ V : (v, w) = 0) ⇒ v = 0.

普通内积比非简并满足更强的条件，称为正定性，即 ∀ v ∈ V : (v, v) ≥ 0 and (v, v) =

0 ⇒ v = 0.
即使在 V 上有对称双线性映射 (−,−)，也总是存在 V 的基数 {ea}，使得 (ea, ea) = ±1，

否则为零。如果我们得到 p-many 1s 和 q-many −1s（当然，p + q = n），那么（(p, q)

被称为映射的 标志 (signature)。正定性是标志必须为 (n, 0), 尽管在相对论中要求签名
为 (n− 1, 1)。一个定理指出，（最多同构）V 上的伪内积与不同的签名一样多。

我们可以定义集合

O(p, q) := {ϕ : V ∼−→ V | ∀ v, w ∈ V : (ϕ(v), ϕ(w)) = (v, w)}.

该二元有序对 (O(p, q), ◦) 是一个关于伪内积 (−,−) 的称为正交群的李群。实际上，这

是 GL(p+ q,R) 的 Lie 子群。一些值得注意的例子是 O(3, 1)，它是相对论的洛伦兹群，

O(3, 0)，它是三维旋转群。

Definition. 令 (G, •) 和 (H, ◦) 为李群。映射 ϕ : G→ H 是群同态且光滑的映射，则为李群

同态 (Lie group homomorphism) 。Let (G, •) and (H, ◦) be Lie groups. A map ϕ : G→ H is
Lie group homomorphism if it is a group homomorphism and a smooth map.
李群同构 (Lie group isomorphism) 是群同态，也是同构。

2022.6.17



3, 2019 数学笔记 Page 82 of 127

13.2 左传递映射 (The left translation map
李群的每个元素都有一个特殊的映射。请注意，我们在这里所做的一切都可以通过使用

正确的右传递映射来等效地完成。

Definition. 令 (G, •) 为一个李群，令 g ∈ G, 映射

ℓg : G→ G

h 7→ ℓg(h) := g • h ≡ gh

称为由 g 左传递 (left translation) 左平移。

如果没有混淆的危险，我们通常会取消 • 符号。

Proposition 13.2. 令 G 为一个李群。对于任何 g ∈ G，左平移图 ℓg : G → G 是一个微分

同胚。

Proof. 令 h, h′ ∈ G. 于是, 我们有

ℓg(h) = ℓg(h
′) ⇔ gh = gh′ ⇔ h = h′.

此外，对于任何 h ∈ G, 我们有 g−1h ∈ G 和

ℓg(g
−1h) = gg−1h = h.

因此, ℓg 是 G 上的双射. 请注意
ℓg = µ(g,−)

并且因为 µ : G×G→ G 从定义上说是平滑的，所以 ℓg.
逆映射为 (ℓg)

−1 = ℓg−1 , 因为

ℓg−1 ◦ ℓg = ℓg ◦ ℓg−1 = idG .

然后，由于与上述相同的原因，�g−1 代替 g，逆映 (ℓg)
−1 也是平滑的。因此，映射 ℓg 确实是

一个微分同胚。

请注意，通常情况下，ℓg 不是由于组的同构，即

ℓg(hh
′) 6= ℓg(h) ℓg(h

′)

一般来说。但是，正如先前证明的最后部分所暗示的，我们确实有

ℓg ◦ ℓh = ℓgh

对于所有的 g, h ∈ G.
由于 ℓg : G→ G 是一个微分同胚，所以我们有一个定义明确的前推映射

(Lg)∗ : Γ(TG) → Γ(TG)

X 7→ (Lg)∗(X)

其中

(Lg)∗(X) : G→ TG

h 7→ (Lg)∗(X)(h) := (ℓg)∗(X(g−1h)).

我们可以画图

TG TG

G G

(ℓg)∗

X

ℓg

(Lg)∗(X)
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请注意，这与我们之前的完全相同

Φ∗(σ) := ϕ∗ ◦ σ ◦ ϕ−1.

通过引入符号 X|h := X(h)，使得 X|h ∈ ThG，我们可以写

(Lg)∗(X)|h := (ℓg)∗(X|g−1h).

另外，回想一下映射 ℓg 具有一定的微分同胚性并重新标记 G 的元素，我们可以这样写：

(Lg)∗(X)|gh := (ℓg)∗(X|h).

将向量场 X ∈ Γ(TG) 视为 R-线性映射 X : C∞(G)
∼−→ C∞(G)，可以得到进一步的重构。然

后，对于任意 f ∈ C∞(G)

(Lg)∗(X)(f) := X(f ◦ ℓg).

Proposition 13.3. 令 G 为一个李群。对于任何 g, h ∈ G，我们有

(Lg)∗ ◦ (Lh)∗ = (Lgh)∗.

Proof. 令 f ∈ C∞(G). 于是, 我们有(
(Lg)∗ ◦ (Lh)∗

)
(X)(f) = (Lg)∗

(
(Lh)∗(X)

)
(f)

= (Lh)∗(X)(f ◦ ℓg)
= X(f ◦ ℓg ◦ ℓh)
= X(f ◦ ℓgh)
=: (Lgh)∗(X)(f),

正如我们想要展示的。

先前的身份也适用于逐点前推，即(
(ℓg1)∗ ◦ (ℓg2)∗

)
(X|h) = (ℓg1g2)∗(X|h)

对于任意 g1, g2, h ∈ G 且 X|h ∈ ThG.

13.3 李群的李代数 (The Lie algebra of a Lie group)
在李理论中，我们通常对一般的矢量场不感兴趣，而对特殊类别的矢量场感兴趣，这些

矢量场在左传递映射 ℓg 的诱导前推下不变

Definition. 令 G 为一个李群。如果满足以下条件，则向量场 X ∈ Γ(TG) 被称为左不变的

(left-invariant)
∀ g ∈ G : (Lg)∗(X) = X.

等效地，我们可以要求它保持逐点

∀ g, h ∈ G : (ℓg)∗(X|h) = X|gh.

回想一下前推的最后一个公式，我们得出 X ∈ Γ(TG) 在且仅当且仅当是左不变的

∀ f ∈ C∞(G) : X(f ◦ ℓg) = X(f) ◦ ℓg.

我们将 G 上所有左不变矢量场的集合表示为 L(G)。当然，

L(G) ⊆ Γ(TG)

但是，实际上，更多的是事实。可以检查 L(G) 是否在

+: L(G)× L(G) → L(G)
· : C∞(G)× L(G) → L(G),
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仅适用于 C∞(G) 中的常数函数。因此，L(G) 并非 Γ(TG) 的 C∞(G)-子模块，而是 Γ(TG) 的

R-矢量子空间。
回想一下，到目前为止，我们一直不考虑 Γ(TG) 作为 R-向量空间，因为它是无限维的，

而且更糟糕的是，基通常是不可数的。先验地，这对于 L(G) 也是正确的，但是我们将看到，
实际上情况要好得多，因为 L(G) 最终将成为 R 上的有限维向量空间。

Theorem 13.4. 令 G 为一个具有 e ∈ G 的李群。则 L(G) ∼=vec TeG.

Proof. 我们将构造一个线性同构 j : TeG
∼−→ L(G)。定义

j : TeG→ Γ(TG)

A 7→ j(A),

其中

j(A) : G→ TG

g 7→ j(A)|g := (ℓg)∗(A).

i) 首先，我们证明对于任何一个 A ∈ TeG, j(A) 是 G 上的一个光滑向量场。足以检查对

于任何一个 f ∈ C∞(G)，我们都有 j(A)(f) ∈ C∞(G)。确实

(j(A)(f))(g) = j(A)|g(f)
:= (ℓg)∗(A)(f)

= A(f ◦ ℓg)
= (f ◦ ℓg ◦ γ)′(0),

其中，γ 是通过 e ∈ G 的曲线，其在 e 处的切向量为 A。映射

φ : R×G→ R
(t, g) 7→ φ(t, g) := (f ◦ ℓg ◦ γ)(t)

= f(gγ(t))

是光滑地图的分量，因此也是光滑的。然后

(j(A)(f))(g) = (∂1φ)(0, g)

光滑地取决于于 g 因此 j(A)(f) ∈ C∞(G).

ii) 令 g, h ∈ G. 于是对于每个 A ∈ TeG, 我们有

(ℓg)∗(j(A)|h) := (ℓg)∗((ℓh)∗(A))

= (ℓgh)∗(A)

= j(A)|gh,

于是 j(A) ∈ L(G). 因此映射 j 的确是 j : TeG→ L(G).

iii) 令 A,B ∈ TeG 和 λ ∈ R. 于是对于任意 g ∈ G

j(λA+B)|g = (ℓg)∗(λA+B)

= λ(ℓg)∗(A) + (ℓg)∗(B)

= λj(A)|g + j(B)|g,

因为前推是 R-线性映射。因此，我们有 j : TeG
∼−→ L(G).

iv) Let A,B ∈ TeG. 于是

j(A) = j(B) ⇔ ∀ g ∈ G : j(A)|g = j(B)|g
⇒ j(A)|e = j(B)|e
⇔ (ℓe)∗(A) = (ℓe)∗(B)

⇔ A = B,

因为 (ℓe)∗ = idTG. 因此 j 是单射.
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v) Let X ∈ L(G). Define AX := X|e ∈ TeG. Then, we have

j(AX)|g = (ℓg)∗(A
X) = (ℓg)∗(X|e) = Xge = Xg,

因为 X 是左不变的. 因此 X = j(AX) 和 j 是满射的.

因此, j : TeG
∼−→ L(G) 确实是线性同构

Corollary 13.5. 空间 L(G) 是有限维的且 dimL(G) = dimG.

我们很快就会看到，L(G)和 TeG的识别 ( the identification)超出了线性同构的水平，因
为它们与李代数是同构的。回想一下，代数场 K 上的李代数是 K 上的向量空间，配备了李

括号 [−�−]，即满足 Jacobi 身份的 K-双线性反对称映射。
给定 X,Y ∈ Γ(TM)），我们将它们的李括号或对易算符定义为

[X,Y ](f) := X(Y (f))− Y (X(f))

对于任何 f ∈ C∞(M).。您可以检查确实 [X,Y ] ∈ Γ(TM)，并且括号是 R-双线性的，反对称
的并且满足 Jacobi 恒等式。因此，(Γ(TM),+, ·, [−,−])）是 R 上的一个无穷维李代数。当从
上下文中清楚它们时，我们抑制 + 和 · 。对于也是 Lie 群的流形，我们有以下内容。In the
case of a manifold that is also a Lie group, we have the following.

Theorem 13.6. 令 G 为一个李群。那么 L(G) 是 Γ(TG) 的李子代数。

Proof. 李代数的李子代数只是一个向量子空间，它在李括号的作用下是封闭的。因此，我们
只需要检查一下

∀X,Y ∈ L(G) : [X,Y ] ∈ L(G).

令 X,Y ∈ L(G). 对于任意 g ∈ G 和 f ∈ C∞(G), 我们有

[X,Y ](f ◦ ℓg) := X(Y (f ◦ ℓg))− Y (X(f ◦ ℓg))
= X(Y (f) ◦ ℓg)− Y (X(f) ◦ ℓg)
= X(Y (f)) ◦ ℓg − Y (X(f)) ◦ ℓg
=
(
X(Y (f))− Y (X(f))

)
◦ ℓg

= [X,Y ](f) ◦ ℓg.

因此, [X,Y ] 是左不变的

Definition. 令 G 为一个阿贝尔群.G 的 联想李代数 (associated Lie algebra) 是 L(G).

注意 L(G) 是一个相当复杂的对象，因为它的元素是矢量场，因此我们想改用 TeG(其元
素是切向量)。确实，我们可以使用 L(G) 上的括号来定义 TeG 上的括号，以使它们与李代数

同构。首先，让我们定义李代数的同构。

Definition. 令 (L1, [−,−]L1
) 和 (L2, [−,−]L2

) 是同一域上的李代数。线性映射 ϕ : L1
∼−→ L2

是李代数的同态

∀x, y ∈ L1 : ϕ([x, y]L1) = [ϕ(x), ϕ(y)]L2 .

如果 ϕ 是双射的，则它是李代数同构 (Lie algebra isomorphism), 我们写成 L1
∼=Lie alg L2。

通过使用 L(G) 上的括号 [−,−]L(G) ，我们可以为任何 A,B ∈ TeG 定义

[A,B]TeG := j−1
(
[j(A), j(B)]L(G)

)
,

其中 j−1(X) = X|e, 配备了这些括号，我们有

L(G) ∼=Lie alg TeG.
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14 李代数分类和邓金图

给定一个李群，我们已经看到了如何构造李代数作为左不变向量场或等价于正切向量的

空间。稍后我们将探索相反的方向，即给定一个李代数，我们将看到如何构建一个与其相关

的李代数相关的李群。

但是，这里我们将考虑一个与李代数的来源无关的问题，即李代数的分类问题。

14.1 李代数 (Lie algebras)
虽然可以更一般地对李代数进行分类，但我们将仅考虑有限维复李代数的分类，即李代

数（(L, [−,−])，其中 L 是有限维 C-向量空间。
Example 14.1. 当然，任何复李群 G（其中 G 是复流形）都会产生一个复李代数。

如果 A,B 是 K 上的 Lie 代数 (L, [−,−]) 的 Lie 子代数，则

[A,B] := spanK

(
{[x, y] ∈ L | x ∈ A and y ∈ B}

)
再次是 L 的李子代数.

Definition. 如果李代数 L 被称为 abelian 的, 如果

∀x, y ∈ L : [x, y] = 0.

等效地，[L,L] = 0，其中 0 表示平凡的 Lie 代数 {0}。

Abelian Lie 代数与 Lie 代数非常不有趣：由于方括号完全为零，因此也可能不存在。即
使从分类的角度来看，括号的消失也意味着，在给定两个阿贝尔李代数的情况下，其基础向量

空间之间的每个线性同构都将自动成为李代数同构。因此，对于每个 n ∈ N,（直到同构）只
有一个阿贝尔 n 维李氏代数。

Definition. 李代数 L 的理想 (ideal) 理想 I 是李子代数，使得 [I, L] ⊆ I，即

∀x ∈ I : ∀ y ∈ L : [x, y] ∈ I.

0 理想和 L 称为 L 的 平凡理想 (trivial ideals)。

Definition. 一个李代数 L 被称为

• 单的 (simple) 如果是非阿贝尔的，并且不包含非平凡的理想;

• 半单的 (semi-simple) 如果它不包含非平凡的阿贝尔理想。

Remark 14.2. 注意，任何单李代数也是半单的。单 Lie 代数必须是非阿贝尔的要求是由于一
维阿贝尔的 Lie 代数，否则它将是唯一的不是半单的单 Lie 代数。

Definition. 令 L 为李代数。李子代数

L′ := [L,L]

称为 L 的导出子代数 (derived subalgebra)。

我们可以形成一个李子代数序列

L ⊇ L′ ⊇ L′′ ⊇ · · · ⊇ L(n) ⊇ · · ·

称为 L 的 导出列 (derived series) 。

Definition. 如果存在 k ∈ N 使得 L(k) = 0, 则李代数 L 是可解的 (solvable)。

回想一下，向量空间 V ⊕W 的直和具有 V ×W 作为其 underlying set，并且按分量定
义了运算。
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Definition. 让 L1 和 L2 成为李代数。直和 (direct sum)L1 ⊕Lie L2 具有 L1 ⊕ L2 作为其基

础向量空间 ( underlying vector space)，Lie 括号定义为

[x1 + x2, y1 + y2]L1⊕LieL2
:= [x1, y1]L1

+ [x2, y2]L2

对于所有 x1, y1 ∈ L1 和 x2, y2 ∈ L2。或者，通过分别用 L1 ⊕ L2 的子空间 L1 ⊕ 0 和 0⊕ L2

标识 L1 和 L2，我们要求

[L1, L2]L1⊕LieL2
= 0.

在下文中，我们将丢弃 “Lie” 下标，并理解 ⊕ 表示 ⊕Lie，只要被加数是李代数。

以下是比直和（仅针对李代数定义）弱的概念。

Definition. 令 R 和 L 为李代数。半直和 (semi-direct sum)R⊕s L 具有 R⊕ L 作为其基础

向量空间，并且李括号满足

[R,L]R⊕sL ⊆ R,

即 R 是 R⊕s L 的理想.

现在我们准备陈述 Levi’s 分解定理。

Theorem 14.3 (Levi). 任何有限维复李代数 L 都可以分解为

L = R⊕s (L1 ⊕ · · · ⊕ Ln)

式中，R 是可解李代数，L1, . . . , Ln 是单李代数。

到目前为止，除某些特殊情况（例如，低维数）外，尚无可解李代数的一般分类。相反，

有限维，简单，复杂的李代数已被完全分类。

Proposition 14.4. Lie 代数是半单的，当且仅当它可以表示为单 Lie 代数的直和。

因此，单的李代数是构建任何半单的李代数的基础。然后，根据 Levi’s 定理，单李代数
的分类很容易扩展到所有半单李代数的分类。

14.2 伴随映射和 Killing 形式 (The adjoint map and the Killing form)
Definition. 令 L 为 k 上的李代数，令 x ∈ L。关于 x 的伴随映射为 K-线性映射

adx : L
∼−→ L

y 7→ adx(y) := [x, y].

adx 的线性从第二个参数中括号的线性开始，而第一个参数中括号的线性暗示该映射

ad : L ∼−→ End(L)
x 7→ ad(x) := adx .

本身也是线性的。实际上，更多的是事实。回想一下 End(L) 是带括号的李代数

[ϕ, ψ] := ϕ ◦ ψ − ψ ◦ ϕ.

然后，我们有以下内容。

Proposition 14.5. 映射 ad : L ∼−→ End(L) 是李代数的同构。

Proof. 仍然需要检查 ad 是否保留括号。让 x, y, z ∈ L. 于是

ad[x,y](z) := [[x, y], z] (ad 的定义)
= −[[y, z], x]− [[z, x], y] (雅可比恒等式)
= [x, [y, z]]− [y, [x, z]] (反对称)
= adx(ady(z))− ady(adx(z))

= (adx ◦ ady − ady ◦ adx)(z)

= [adx, ady](z).

因此, 我们有 ad([x, y]) = [ad(x), ad(y)].
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Definition. 令 L 为 K 上的一个 Lie 代数。L 上的 Killing 形式 (Killing form) 为 K-双线性
映射

κ : L× L→ K

(x, y) 7→ κ(x, y) := tr(adx ◦ ady),

其中 tr 是向量空间 End(L) 上的常规的迹。

请注意，在我们先前定义的意义上，Killing 形式不是 “形式 (form)”。实际上，由于 L 是

有限维的，所以迹是循环的，因此 κ 是对称的，即。

∀x, y ∈ L : κ(x, y) = κ(y, x).

κ 的重要属性是其与方括号的相关性。

Proposition 14.6. 令 L 为李代数。对于任何 x, y, z ∈ L，我们都有

κ([x, y], z) = κ(x, [y, z]).

Proof. 这很容易从以下事实得出：ad 是同态的

κ([x, y], z) := tr(ad[x,y] ◦ adz)

= tr([adx, ady] ◦ adz)

= tr((adx ◦ ady − ady ◦ adx) ◦ adz)

= tr(adx ◦ ady ◦ adz)− tr(ady ◦ adx ◦ adz)

= tr(adx ◦ ady ◦ adz)− tr(adx ◦ adz ◦ ady)

= tr(adx ◦ (ady ◦ adz − adz ◦ ady))

= tr(adx ◦ [ady, adz])

= tr(adx ◦ ad[y,z])

=: κ(x, [y, z]),

这里使用了迹的周期性。

我们可以使用 κ 来进一步表示半单性。

Proposition 14.7 (Cartan’s criterion). 当且仅当 Killing 形式 κ 是非简并的，即 Lie 代数
L 是半单的。

(∀ y ∈ L : κ(x, y) = 0) ⇒ x = 0.

因此，如果 L 是半单的，则 κ 是 L 上的伪内积。从线性代数中调用以下定义。

Definition. 线性映射 ϕ : V
∼−→ V 相对于 V 上的伪内积 B(−,−) 是对称的, 如果

∀ v, w ∈ V : B(ϕ(v), w) = B(v, ϕ(w)).

相反，如果我们有

∀ v, w ∈ V : B(ϕ(v), w) = −B(v, ϕ(w)),

则 ϕ 相对于 B 是反对称 (anti-symmetric) 的。

可以说，对于任何 z ∈ L，线性映射相对于 κ 是反对称的，从而可以重申 κ 相对于括号

的关联特性, 即
∀x, y ∈ L : κ(adz(x), y) = −κ(x, adz(y)).

为了进行计算，在 L 上引入基 {Ei} 是有用的。

Definition. 令 L 为 K 上的李代数，令 {Ei} 为基。然后，我们有

[Ei, Ej ] = Ck
ijEk

对于某些 Ck
ij ∈ K。数字 Ck

ij 称为相对于基 {Ei} 的 L 的结构常数 (structure constants)。
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就结构常数而言，李括号的反对称性表示为

Ck
ij = −Ck

ji

同时雅可比等式变成

Cn
imC

m
jk + Cn

jmC
m
ki + Cn

kmC
m
ij = 0.

现在，我们可以根据基的分量部分来表达伴随映射和 Killing 形式。

Proposition 14.8. 令 L 为李代数，以 {Ei} 为基。然后

i) (adEi
)kj = Ck

ij

ii) κij = Cm
ikC

k
jm

其中 Ck
ij 是相对于 {Ei} 的 L 的结构常数。

Proof. i) 用 {εi} 表示 {Ei}. 的对偶基础。然后，我们有

(adEi)
k
j := εk(adEi(Ej))

= εk([Ei, Ej ])

= εk(Cm
ijEm)

= Cm
ijε

k(Em)

= Ck
ij ,

因为 εk(Em) = δkm.

ii) 从线性代数回忆起，如果 V 是有限维的，则对于任何 ϕ ∈ End(V )，我们都有 tr(ϕ) = Φk
k，

其中 Φ 是表示线性映射的矩阵。此外，还记得代表 ϕ ◦ψ 的矩阵是乘积 ΦΨ。使用这些，

我们有

κij := κ(Ei, Ej)

= tr(adEi
◦ adEj

)

= (adEi ◦ adEj )
k
k

= (adEi
)mk(adEj

)km

= Cm
ikC

k
jm,

对于线性映射及其矩阵，我们使用相同的符号。

14.3 基本根与韦伊群 (The fundamental roots and the Weyl group)
现在，我们将关注有限维半单复 Lie 代数，其分类取决于一种特殊类型的子代数的存在。

Definition. 令 L 为 d 维李代数。L 的嘉当子代数 (Cartan subalgebra), 具有以下性质：存
在 H 的基 {h1, . . . , hr} 可以扩展到 L 的基 {h1, . . . , hr, e1, . . . , ed−r} 的，如 e1, . . . , ed−r 是

任何 h ∈ H 的 ad(h) 的特征向量。即

∀h ∈ H : ∃λα(h) ∈ C : ad(h)eα = λα(h)eα,

对每个 1 ≤ α ≤ d− r.

基 {h1, . . . , hr, e1, . . . , ed−r} 被称为 L 的 Cartan-Weyl basis

Theorem 14.9. 令 L 为有限维半单复李代数。然后

i) L 具有一个 Cartan 子代数;

ii) L 的所有 Cartan 子代数具有相同的维数，称为 L 的秩 (rank)。

iii) L 的 Cartan 子代数中的任何一个都是阿贝尔的。
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请注意，我们可以将上面出现的 λα 看作是一个映射 λα : H → C。而且，对于任何 z ∈ C
和 h, h′ ∈ H，我们有

λα(zh+ h′)eα = ad(zh+ h′)eα

= [zh+ h′, eα]

= z[h, eα] + [h′, eα]

= zλα(h)eα + λα(h
′)eα

= (zλα(h) + λα(h
′))eα,

因此，λα 是 C-线性映射 λα : H
∼−→ C，因此 λα ∈ H∗。

Definition. 映射 λ1, . . . , λd−r ∈ H∗ 被称为 L 的根 (roots)。

Φ := {λα | 1 ≤ α ≤ d− r} ⊆ H∗

称为 L 的根集 (root set).

可以证明，如果 λα 为零映射，那么我们将有 eα ∈ H。因此，我们必须有 0 /∈ Φ.。请注
意，每个 ad(h) 关于 Killing 形式 � 的反对称性的结果是

λ ∈ Φ ⇒ −λ ∈ Φ.

因此，Φ 不是 H∗ 的线性独立子集。

Definition. 一个基本根集 (fundamental roots) 基本根集 Π := {π1, . . . , πf} 是一个子集
Π ⊆ Φ 使得

a) Π 是 H∗ 的线性独立子集。;

b) 对于每个 λ ∈ Φ, 存在 n1, . . . , nf ∈ N 和 ε ∈ {+1,−1} 使得

λ = ε

f∑
i=1

niπi.

我们可以更简洁地将最后一个方程写为 λ ∈ spanε,N(Π). 观察到，对于任何 λ ∈ Φ,
π1, . . . , πf 的系数以上的扩展始终具有相同的符号。确实，我们有 spanε,N(Π) 6= spanZ(Π).

Theorem 14.10. 令 L 为有限维半单复李代数。然后

i) 基本根的集合 Π ⊆ Φ 总是存在;

ii) 我们有 spanC(Π) = H∗, 也就是说，Π 是 H∗ 的基

Corollary 14.11. 我们有 |Π| = r, 其中 r 是 L 的秩.

Proof. 因为 Π 是一个基, |Π| = dimH∗ = dimH = r.

现在，我们想使用 κ 来定义 H∗ 上的伪内积。从线性代数我们知道，在 K 上的有限维向

量空间 V 上的伪内积 B(−,−) 引起线性同构

i : V
∼−→ V ∗

v 7→ i(v) := B(v,−)

可以用来在 V ∗ 上定义伪内积 B∗(−,−) 成如下:

B∗ : V ∗ × V ∗ → K

(ϕ, ψ) 7→ B∗(ϕ, ψ) := B(i−1(ϕ), i−1(ψ)).

我们想将其应用于对 Cartan 次代数的 κ 限制。但是，向量空间上的伪内积不一定是子空间

上的伪内积，因为在子空间上考虑非简并性条件可能会失败。
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Proposition 14.12. κ 对 H 的限制是 H 上的伪内积。

Proof. 自动满足双线性和对称性。尚需证明 κ 在 H 上未退化。

i) 令 {h1, . . . , hr, er+1, . . . , ed} 是 L 的 Cartan-Weyl 基，则令 λα ∈ Φ。于是

λα(hj)κ(hi, eα) = κ(hi, λα(hj)eα)

= κ(hi, [hj , eα])

= κ([hi, hj ], eα)

= κ(0, eα)

= 0.

由于 λα 6= 0，所以有一些 hj 使得 λα(hj) 6= 0，因此

κ(hi, eα) = 0.

通过线性，对于任何 h ∈ H 和任何 eα，我们都有 κ(h, eα) = 0.

ii) 令 h ∈ H ⊆ L。由于 κ 在 L 上不退化，我们有(
∀x ∈ L : κ(h, x) = 0

)
⇒ h = 0.

在 Cartan-Weyl 基础上将 x ∈ L 展开为

x = h′ + e

其中 h′ := xihi, e := xαeα。然后，我们有

κ(h, x) = κ(h, h′) + xακ(h, eα) = κ(h, h′).

因此，非退化条件为 (
∀h′ ∈ H : κ(h, h′) = 0

)
⇒ h = 0,

这就是我们想要的。

我们现在可以定义

κ∗ : H∗ ×H∗ → C
(µ, ν) 7→ κ∗(µ, ν) := κ(i−1(µ), i−1(ν)),

其中 i : H
∼−→ H∗ 是由 κ. 引起的线性同构。

Remark 14.13. 如果 {hi} 是 H 的基数，则相对于对偶基数的 κ∗ 分量满足

(κ∗)ijκjk = δik.

因此，我们可以写

κ∗(µ, ν) = (κ∗)ijµiνj ,

其中 µi := µ(hi).
现在我们将注意力转向实子代数 H∗

R := spanR(Π)。请注意，我们具有以下包含链

Π ⊆ Φ ⊆ spanε,N(Π) ⊆ spanR(Π)︸ ︷︷ ︸
H∗

R

⊆ spanC(Π)︸ ︷︷ ︸
H∗

.

κ∗ 对 H∗
R 的限制导致令人惊讶的结果。

Theorem 14.14. i) 对任意 α, β ∈ H∗
R, 我们有 κ∗(α, β) ∈ R.

ii) κ∗ : H∗
R ×H∗

R → R 是 H∗
R 上的一个内积.
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这确实是一个惊喜！在限制 H∗
R 时，κ

∗ 的非简并性不会减弱，反而会增强到正定性。现

在我们有了一个适当的实积，我们可以从基本线性代数定义一些熟悉的概念，例如长度和角

度。

Definition. 设 α, β ∈ H∗
R. 于是, 我们有

i) α 的长度 (length) 为 |α| :=
√
κ∗(α, α) ;

ii) α 和 β 之间的角度 (angle) 为 φ := cos−1

(
κ∗(α, β)

|α||β|

)
.

我们需要一种最终成分用于分类结果。

Definition. 对于任意 λ ∈ Φ ⊆ H∗
R, 定义线性映射

sλ : H
∗
R

∼−→ H∗
R

µ 7→ sλ(µ),

其中

sλ(µ) := µ− 2
κ∗(λ, µ)

κ∗(λ, λ)
λ.

映射 sλ 被称为一个 韦伊变换 (Weyl transformation) 和集合

W := {sλ | λ ∈ Φ}

是根据地图组成的一个群，称为 Weyl 群 (Weyl group).

Theorem 14.15. i) Weyl群 W 是由 Π的基本根生成的，在某种意义上，对于 1 ≤ n ≤ r，

其中 r = |Π|，

∀w ∈W : ∃π1, . . . , πn ∈ Π : w = sπ1
◦ sπ2

◦ · · · ◦ sπn
;

ii) 每个根都可以通过 W 的作用从基本根产生，即

∀λ ∈ Φ : ∃π ∈ Π : ∃w ∈W : λ = w(π);

iii) Weyl 群对根进行排列，即

∀λ ∈ Φ : ∀w ∈W : w(λ) ∈ Φ.

14.4 邓金图和嘉当分类 (Dynkin diagrams and the Cartan classifica-
tion)

对于任何 πi, πj ∈ Π，考虑 Weyl 变换的作用

sπi
(πj) := πj − 2

κ∗(πi, πj)

κ∗(πi, πi)
πi.

由于 sπi
(πj) ∈ Φ 和 Φ ⊆ spanε,N(Π)，因此对于所有 1 ≤ i 6= j ≤ r 我们有

−2
κ∗(πi, πj)

κ∗(πi, πi)
∈ N.

Definition. 李代数的 Cartan matrix 是具有条目的 r × r 矩阵 C

Cij := 2
κ∗(πi, πj)

κ∗(πi, πi)
,

其中 Cij 不应将其与结构常数 Ck
ij 混淆.
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Theorem 14.16. 对于每个单的有限维复 Lie 代数，都有一个唯一的 Cartan 矩阵，反之亦
然（直到重新标注基元素）。

当然，并非每个矩阵都可以是 Cartan 矩阵。例如，由于 Cii = 2（不暗示求和），所以

C 的对角线条目都等于 2，而非对角线条目要么为零，要么为负数。通常，Cij 6= Cji，因此

Cartan 矩阵不是对称的，但是如果 Cij = 0，则 Cji = 0.。
因此，我们已经将将简单的有限维复李代数分类的问题减少到了找到所有卡丹矩阵的问

题。反过来，这可以简化为确定所有不等价的 Dynkin 图的问题。

Definition. 给定一个嘉当矩阵 C, 第 ij-个 键数 (bond number) 是

nij := CijCji (无求和约定).

请注意，我们有

nij = 4
κ∗(πi, πj)

κ∗(πi, πi)

κ∗(πj , πi)

κ∗(πj , πj)

= 4

(
κ∗(πi, πj)

|πi||πj |

)2

= 4 cos2 φ,

φ 是 πi 与 πj 之间的夹角。对于 i 6= j，角度 φ 既不为零也不为 180°，因此 0 ≤ cos2 φ < 1，

因此

nij ∈ {0, 1, 2, 3}.

因为对于 i 6= j,Cij ≤ 0，所以唯一的可能性是

Cij Cji nij

0 0 0
−1 −1 1
−1 −2 2
−1 −3 3

注意，虽然 Cartan 矩阵不是对称的，但交换任何一对 Cij 和 Cji 都会得到一个 Cartan 矩阵，
它表示与原始矩阵相同的李代数，并且交换了 Cartan-Weyl 基中的两个元素。这就是我们没
有将 (−2�−1) 和 (−3�−1) 包括在上表中的原因。

如果 nij = 2 或 3，则对应的基本根具有不同的长度，即 |πi| < |πj | 或 |πi| > |πj |。我们
还有以下结果。

Proposition 14.17. 单李代数的根至多有两个截然不同的长度。

上面突出显示的 Cartan 矩阵的冗余性通过考虑 Dynkin 图得到了很好的解决。

Definition. 与 Cartan 矩阵相关的邓金图 (Dynkin diagram)。

1. 为 πi ∈ Π 中的每个基本根画一个圆；

πi

2. 在表示根 πi 和 πj 的圆之间画 nij 条直线；

nij = 0

πi πj

nij = 1

πi πj

nij = 2

πi πj

nij = 3

πi πj

3. 如果 nij = 2 或 3，则在从较长的根到较短的根的线上画一个箭头。
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|πi| > |πj | |πi| < |πj | |πi| > |πj | |πi| < |πj |

πi πj πi πj πi πj πi πj

Dynkin 图完全刻画了任何基本根的集合，我们可以利用 Weyl 变换从这些基本根集合重
构整个根集。然后，根集可以用来产生 Cartan-Weyl 基。我们现在终于准备好陈述期待已久
的分类定理了。

Theorem 14.18 (Killing, Cartan). 任何单有限维复李代数都可以从它的基本根集合 Π 重

构，这些基本根只能以下列形式出现。

i) 有 4 个无穷族 (infinite families)

An n ≥ 1

Bn n ≥ 2

Cn n ≥ 3

Dn n ≥ 4

其中，对 n 的限制确保我们不会得到重复的图 (图 D2 被排除在外，因为它是不连通的，

并且不对应于一个单李代数)。

ii) 五个例外情况

E6

E7

E8

F4

G2

没有其他的了。这些都是可能的 (连通的)Dynkin 图。

最后，我们实现了对所有有限维单复李代数的分类。有限维半单复李代数是单李代数的

直和，对应于连通分量为上述连通分量的不连通 Dynkin 图。
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15 李群 SL(2, C) 和李代数 sl(2,C)
15.1 SL(2,C) 的结构
回想一下，李群结构是一些更简单结构的组合，我们现在将详细研究 C 上的特殊的 2 次

线性群，也称为相对论自旋群 relativistic spin group。

SL(2,C): 作为一个集合

我们定义 C4 := C× C× C× C 的以下子集

SL(2,C) :=
{(

a b

c d

)
∈ C4

∣∣∣ ad− bc = 1

}
,

其中数组只是四元组的另一种表示法。

SL(2,C) : 作为一个群

我们定义了一种操作

• : SL(2,C)× SL(2,C) → SL(2,C)

(

(
a b

c d

)
,

(
e f

g h

)
) 7→

(
a b

c d

)
•
(
e f

g h

)
,

其中 (
a b

c d

)
•
(
e f

g h

)
:=

(
ae+ bg af + bh

ce+ dg cf + dh

)
.

形式上，此运算与矩阵乘法相同。我们可以直接检查应用 • 的结果是否回到 SL(2,C)，或者
简单地回想一下乘积的行列式是行列式的乘积。此外，运算 •

i) 具有关联性 (简单但检查起来很繁琐)；

ii) 具有单位元，即
(
1 0

0 1

)
∈ SL(2,C);

iii) 允许逆：对于每个
(
a b

c d

)
∈ SL(2,C), 我们有

(
d −b
−c a

)
∈ SL(2,C) 和

(
a b

c d

)
•
(
d −b
−c a

)
=

(
d −b
−c a

)
•
(
a b

c d

)
=

(
1 0

0 1

)
.

因此，我们有

(
a b

c d

)−1

=

(
d −b
−c a

)
.

因此，二元有序对 (SL(2,C), •) 是一个 (非交换) 群。

SL(2,C) : 作为一个拓扑空间

回想一下，如果 N 是 M 的子集，O 是 M 上的拓扑，那么我们可以用从 M 继承的子集

拓扑来装备 N

O|N := {U ∩N | U ∈ O}.

我们首先在 C 上建立一个拓扑，如下所示。令

Br(z) := {y ∈ C | |z − y| < r}

是半径 r > 0，中心 z ∈ C 的开球。
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Re

Im

z
r

C

Br(z)

通过以下方式隐式定义 OC

U ∈ OC :⇔ ∀ z ∈ U : ∃ r > 0 : Br(z) ⊆ U.

则二元有序对 (C,OC) 对是拓扑空间。事实上，我们有

(C,OC) ∼=top (R2,Ostd).

然后，我们可以为 C4 配备产品拓扑，这样我们就可以最终定义

O := (OC)|SL(2,C),

使得对 (SL(2,C),O) 是拓扑空间。事实上，它是一个连通的拓扑空间，我们稍后将需要这个

性质。

SL(2,C): 作为一个拓扑流形

回想一下，拓扑空间 (M,O) 是复拓扑流形，如果每个点 p ∈ M 都有一个开邻域 U(P )，

它与 Cd 的开子集同胚。等价地，一定存在 C0-地图册，即坐标卡 (Uα, xα) 的集合 A ，其中

Uα 是开的并且覆盖 M，并且每个 x 是 Cd 子集上的同胚。

设 U 为集合

U :=

{(
a b

c d

)
∈ SL(2,C)

∣∣∣ a 6= 0

}
并定义映射

x : U → x(U) ⊆ C∗ × C× C(
a b

c d

)
7→ (a, b, c),

其中 C∗ = C \ {0}。只要做一点工作，就可以证明 U 是 (SL(2,C),O) 的开子集，x 是具有逆

的同胚 where C∗ = C \ {0}. With a little work, one can show that U is an open subset of
(SL(2,C),O) and x is a homeomorphism with inverse

x−1 : x(U) → U

(a, b, c) 7→
(
a b

c 1+bc
a

)
.

但是，因为 SL(2,C) 包含 a = 0 的元素，所以坐标卡 (U, x) 没有覆盖整个空间，因此我们至

少还需要一个坐标卡。因此，我们定义了集合

V :=

{(
a b

c d

)
∈ SL(2,C)

∣∣∣ b 6= 0

}
还有映射

y : V → x(V ) ⊆ C× C∗ × C(
a b

c d

)
7→ (a, b, d).
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与上面类似，V 是开的，y 是逆同胚

y−1 : x(V ) → V

(a, b, d) 7→
(

a b
ad−1

b d

)
.

SL(2,C)的一个元素不能 a和 b都等于零，否则 ad−bc = 0 6= 1。因此 Atop := {(U, x), (V, y)}
是一个地图册，并且由于每个地图册自动是一个 C0-地图册，所以这个三元组 (SL(2,C),O,Atop)

是一个三维、复杂的拓扑流形。

SL(2,C) : 作为一个复微分流形

回想一下，要从具有坐标卡 A 的拓扑流形中获得 C1-可微流形，我们必须检查 A 中的每

个图之间的过渡映射在通常意义上都是可微的。

在我们的案例中，我们有坐标卡 Atop := {(U, x), (V, y)}. 我们估算

(y ◦ x−1)(a, b, c) = y(

(
a b

c 1+bc
a

)
) = (a, b, 1+bc

a ).

因此，我们有了过渡映射

y ◦ x−1 : x(U ∩ V ) → y(U ∩ V )

(a, b, c) 7→ (a, b, 1+bc
a ).

同样，我们也有

(x ◦ y−1)(a, b, d) = y(

(
a b

ad−1
b d

)
) = (a, b, ad−1

b ).

因此，另一个过渡映射是

x ◦ y−1 : y(U ∩ V ) → x(U ∩ V )

(a, b, c) 7→ (a, b, ad−1
b ).

由于 a 6= 0 和 b 6= 0，转换映射是复数可微的 (这是回顾复分析的好时机！)
因此，“Atop 坐标卡”是可微分的坐标卡。通过定义 A 是包含 Atop 的最大可微坐标卡，

我们得到 (SL(2,C),O,A ) 是一个三维复可微流形。

SL(2,C): 作为一个李群

我们给 SL(2,C) 配备了群结构和流形结构。为了得到李群结构，我们必须检查这两个结
构是否相容，也就是说，我们必须证明这两个映射

µ : SL(2,C)× SL(2,C) → SL(2,C)

(

(
a b

c d

)
,

(
e f

g h

)
) 7→

(
a b

c d

)
•
(
e f

g h

)
和

i : SL(2,C) → SL(2,C)(
a b

c d

)
7→
(
a b

c d

)−1

关于 SL(2,C) 上的可微结构是可微的。例如，对于逆映射 i，我们必须证明映射 y ◦ i ◦ x−1 对

于任意一对坐标卡 (U, x), (V, y) ∈ A 通常是可微的。

U ⊆ SL(2,C) V ⊆ SL(2,C)

x(U) ⊆ C3 y(V ) ⊆ C3

x

i

y

y◦i◦x−1
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然而，由于 SL(2,C) 是连通的，A 中转移映射的可微性意味着如果 y ◦ i ◦ x−1 对任意两个给

定坐标卡是可微的，那么它对 A 中的所有图都是可微的。因此，我们可以简单地设 (U, x) 和

(V, y) 是上面定义的 SL(2,C) 上的两个坐标卡。那么我们有

(y ◦ i ◦ x−1)(a, b, c) = (y ◦ i)(
(
a b

c 1+bc
a

)
) = y(

(
1+bc
a −b
−c a

)
) = ( 1+bc

a ,−b, a)

它作为 C3 的开子集之间的映射当然是复可微的 (回想起 x(U) 上的 a 6= 0 )。
检查 µ 是否复数可微稍微复杂一些，因为我们首先必须为 SL(2,C) × SL(2,C) 配备

合适的“乘积可微结构”，然后如上所述进行。一旦这样做了，我们就可以最终得出结论：

((SL(2,C),O,A ), •) 是一个三维复李群。

15.2 SL(2,C) 的李代数
回想一下，对于每个李群 G，都有一个相关的李代数 L(G),，其中

L(G) := {X ∈ Γ(TG) | ∀ g, h ∈ G : (ℓg)∗(X|h) = Xgh},

然后我们证明了它与带李括号的李代数 TeG 同构。

[A,B]TeG := j−1([j(A), j(B)]L(G))

由 L(G) 上的 Lie 括号通过同构 j 诱导

j(A)|g := (ℓg)∗(A).

在 SL(2,C) 的情况下，
(
a b
c d

)
的左平移映射为

ℓ( a b
c d

) : SL(2,C) → SL(2,C)(
e f

g h

)
7→
(
a b

c d

)
•
(
e f

g h

)
通过使用标准符号 sl(2,C) ≡ L(SL(2,C))，我们有

sl(2,C) ∼=Lie alg T( 1 0
0 1 )

SL(2,C).

现在我们想要显式地确定 T( 1 0
0 1 )

SL(2,C) 上的李括号，从而确定它的结构常数
回想一下，如果 (U, x) 是流形 M 上的坐标卡且 p ∈ U , 则坐标卡 (U, x) 导出切线空间

TpM 的基。我们将在 SL(2,C)上使用先前定义的坐标卡 (U, x)，其中 U := {
(
a b
c d

)
∈ SL(2,C) |

a 6= 0}

x : U → x(U) ⊆ C3(
a b

c d

)
7→ (a, b, c).

注意，这里出现的 d 是完全多余的，因为 SL(2,C) 的成员条件强制 (forces 产生?)d = 1+bc
a 。

但是，我们将继续写入 d，以避免在下标中出现矩阵中的分数。

坐标卡 (U, x) 包含 ( 1 0
0 1 ) ，因此我们得到一个诱导坐标基 (co-ordinate basis){(

∂

∂xi

)
( 1 0
0 1 )

∈ T( 1 0
0 1 )

SL(2,C)
∣∣∣ 1 ≤ i ≤ 3

}

因此任何 A ∈ T( 1 0
0 1 )

SL(2,C) 都可以写成

A = α

(
∂

∂x1

)
( 1 0
0 1 )

+ β

(
∂

∂x2

)
( 1 0
0 1 )

+ γ

(
∂

∂x3

)
( 1 0
0 1 )

,
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对于某些 α, β, γ ∈ C，由于 Lie 括号是双线性的，它在这些基向量上的作用通过线性连续唯
一地扩展到整个 T( 1 0

0 1 )
SL(2,C)。因此，我们只需确定 sl(2�C) 的李括号在这些基向量的同构

j 下对图像的作用。

现在让我们确定这些坐标诱导基元在同构 j 下的像。该对象

j

((
∂

∂xi

)
( 1 0
0 1 )

)
∈ sl(2,C)

是 SL(2,C) 上的左不变向量场。它为每个点
(
a b
c d

)
∈ U ⊆ SL(2,C) 指定切向量

j

((
∂

∂xi

)
( 1 0
0 1 )

)∣∣∣∣(
a b
c d

) :=
(
ℓ( a b

c d

))
∗

(
∂

∂xi

)
( 1 0
0 1 )

∈ T( a b
c d

) SL(2,C).

该切向量是 C− 线性映射 C∞(SL(2,C)) ∼−→ C，其中 C∞(SL(2,C)) 是 SL(2,C) 上光滑复值函
数的 C− 向量空间 (实际上，C− 代数)，尽管，准确地说，由于我们在坐标卡中工作，我们
应该只考虑定义在 U 上的函数。对于我们具有的任何 f ∈ C∞(SL(2,C))(对 U 的限制)，显式
地， (

ℓ( a b
c d

))
∗

(
∂

∂xi

)
( 1 0
0 1 )

(f) =

(
∂

∂xi

)
( 1 0
0 1 )

(
f ◦ ℓ( a b

c d

))
= ∂i

(
f ◦ ℓ( a b

c d

) ◦ x−1
)
(x ( 1 0

0 1 )),

其中，最后一行中的 ∂i 的自变量是映射 x(U) ⊆ C3 → C，因此 ∂i 简单地是关于映射 f ◦
ℓ( a b

c d

) ◦ x−1 的第 i 个 (来自 3 个) 复变量的复微分运算，然后在 x ( 1 0
0 1 ) ∈ C3 处求值。通过

在构图中插入单位元，我们拥有

= ∂i

(
f ◦ idU ◦ ℓ( a b

c d

) ◦ x−1
)
(x ( 1 0

0 1 ))

= ∂i

(
f ◦ (x−1 ◦ x) ◦ ℓ( a b

c d

) ◦ x−1
)
(x ( 1 0

0 1 ))

= ∂i

(
(f ◦ x−1) ◦ (x ◦ ℓ( a b

c d

) ◦ x−1)
)
(x ( 1 0

0 1 )),

其中 f ◦ x−1 : x(U) ⊆ C3 → C 且 (x ◦ ℓ( a b
c d

) ◦ x−1) : x(U) ⊆ C3 → x(U) ⊆ C3 因此，我们可

以使用多维链式规则来获得

=
(
∂m(f ◦ x−1)

(
(x ◦ ℓ( a b

c d

) ◦ x−1)(x ( 1 0
0 1 ))

))(
∂i(x

m ◦ ℓ( a b
c d

) ◦ x−1)(x ( 1 0
0 1 ))

)
,

总和从 m = 1 到 m = 3。第一个因子很简单

∂m(f ◦ x−1)
(
(x ◦ ℓ( a b

c d

)) ( 1 0
0 1 )

)
= ∂m(f ◦ x−1)(x

(
a b
c d

)
)

=:

(
∂

∂xm

)
(
a b
c d

) (f).

为了了解第二个因子是什么，我们首先考虑映射 xm ◦ ℓ( a b
c d

) ◦ x−1。此映射作用于三元组

(e, f, g) ∈ x(U) 为

(xm ◦ ℓ( a b
c d

) ◦ x−1)(e, f, g) = (xm ◦ ℓ( a b
c d

))
(
e f

g 1+fg
e

)
= xm(

(
a b

c d

)
•
(
e f

g 1+fg
e

)
)

= xm(

(
ae+ bg af + b(1+fg)

e

ce+ dg cf + d(1+fg)
e

)
),
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由于 xm := projm ◦ x，其中 m ∈ {1, 2, 3}，我们有

(xm ◦ ℓ( a b
c d

) ◦ x−1)(e, f, g) = projm(ae+ bg, af + b(1+fg)
e , ce+ dg),

映射 projm简单地选取三元组的第m个分量。现在，我们必须将 ∂i应用于此映射，i ∈ {1, 2, 3}，
也就是说，我们必须对三个复变量 e、f 和 g 中的每一个进行微分。我们可以将结果写为

∂i(x
m ◦ ℓ( a b

c d

) ◦ x−1)(e, f, g) = D(e, f, g)mi,

其中 m 标记矩阵的行，i 标记矩阵的列

D(e, f, g) =

 a 0 b

− b(1+fg)
e2 a+ bg

e
bf
e

c 0 d

 .

最后，通过在 (e, f, g) = x ( 1 0
0 1 ) = (1, 0, 0) 处对其进行估算，我们得到

∂i(x
m ◦ ℓ( a b

c d

) ◦ x−1)(x ( 1 0
0 1 )) = Dm

i,

其中，通过回忆 d = 1+bc
a ，

D := D(1, 0, 0) =

 a 0 b

−b a 0

c 0 1+bc
a

 .

把这两个因子放在一起会产生(
ℓ( a b

c d

))
∗

(
∂

∂xi

)
( 1 0
0 1 )

(f) = Dm
i

(
∂

∂xm

)
(
a b
c d

) (f).
由于这对于任意 f ∈ C∞(SL(2,C)) 都成立，所以我们有

j

((
∂

∂xi

)
( 1 0
0 1 )

)∣∣∣∣(
a b
c d

) :=
(
ℓ( a b

c d

))
∗

(
∂

∂xi

)
( 1 0
0 1 )

= Dm
i

(
∂

∂xm

)
(
a b
c d

) ,

由于点
(
a b
c d

)
∈ U ⊆ SL(2,C) 也是任意的，我们有

j

((
∂

∂xi

)
( 1 0
0 1 )

)
= Dm

i

∂

∂xm
∈ sl(2,C),

其中 D 现在是坐标函数的相应矩阵

D :=

 x1 0 x2

−x2 x1 0

x3 0 1+x2x3

x1

 .

Note that while the three vector fields
∂

∂xm
: SL(2,C) → T SL(2,C)(

a b

c d

)
7→
(

∂

∂xm

)
(
a b
c d

)
不是单独左不变的，它们与系数 Dm

i 线性组合确实是左不变的。回想一下，这些向量场

i) 是 C-线性映射

∂

∂xm
: C∞(SL(2,C)) ∼−→ C∞(SL(2,C))

f 7→ ∂m(f ◦ x−1) ◦ x;
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ii) 满足莱布尼茨规则
∂

∂xm
(fg) = f

∂

∂xm
(g) + g

∂

∂xm
(f);

iii) 作用于坐标函数 xi ∈ C∞(SL(2,C)) 得到

∂

∂xm
(xi) = ∂m(xi ◦ x−1) ◦ x = ∂m(proji ◦ x ◦ x−1) ◦ x = δim ◦ x = δim,

因为常量函数与任何可组合函数的组合就是常量函数。

因此，我们得到了在 j 下的 T( 1 0
0 1 )

SL(2,C) 的基的映射的像的展开式

j

((
∂

∂x1

)
( 1 0
0 1 )

)
= x1

∂

∂x1
− x2

∂

∂x2
+ x3

∂

∂x3

j

((
∂

∂x2

)
( 1 0
0 1 )

)
= x1

∂

∂x2

j

((
∂

∂x3

)
( 1 0
0 1 )

)
= x2

∂

∂x1
+ 1+x2x3

x1

∂

∂x3
.

现在我们必须计算每一对的括号 (以 sl(2,C) 表示)。我们也可以一次做完所有的动作，这在
指标运算中是一个很好的练习。我们有[

j

((
∂

∂xi

)
( 1 0
0 1 )

)
, j

((
∂

∂xk

)
( 1 0
0 1 )

)]
=

[
Dm

i

∂

∂xm
, Dn

k

∂

∂xn

]
.

根据定义，允许此操作作用于任意 f ∈ C∞(SL(2,C))[
Dm

i

∂

∂xm
, Dn

k

∂

∂xn

]
(f) := Dm

i

∂

∂xm

(
Dn

k

∂

∂xn
(f)
)
−Dn

k

∂

∂xn

(
Dm

i

∂

∂xm
(f)
)
.

第一个项给出了

Dm
i

∂

∂xm

(
Dn

k

∂

∂xn
(f)
)
= Dm

i

∂

∂xm
(Dn

k ∂n(f ◦ x−1) ◦ x)

= Dm
i

∂

∂xm
(Dn

k) (∂n(f ◦ x−1) ◦ x) +Dm
iD

n
k

∂

∂xm
(∂n(f ◦ x−1) ◦ x)

= Dm
i

∂

∂xm
(Dn

k) (∂n(f ◦ x−1) ◦ x) +Dm
iD

n
k ∂m(∂n(f ◦ x−1) ◦ x ◦ x−1) ◦ x

= Dm
i

∂

∂xm
(Dn

k) (∂n(f ◦ x−1) ◦ x) +Dm
iD

n
k ∂m∂n(f ◦ x−1) ◦ x.

同样，我们也有

Dn
k

∂

∂xn

(
Dm

i

∂

∂xm
(f)
)
= Dn

k

∂

∂xn
(Dm

i) (∂m(f ◦ x−1) ◦ x) +Dn
kD

m
i ∂n∂m(f ◦ x−1) ◦ x.

因此，回想起 Schwarz 定理 ∂m∂n = ∂n∂m ，我们有[
Dm

i

∂

∂xm
, Dn

k

∂

∂xn

]
(f) = Dm

i

∂

∂xm
(Dn

k) (∂n(f ◦ x−1) ◦ x) +
((((((((((((
Dm

iD
n
k ∂m∂n(f ◦ x−1) ◦ x

−Dn
k

∂

∂xn
(Dm

i) (∂m(f ◦ x−1) ◦ x)−
((((((((((((
Dn

kD
m
i ∂n∂m(f ◦ x−1) ◦ x

=
(
Dm

i

∂

∂xm
(Dn

k)−Dm
k

∂

∂xm
(Dn

i)
)
∂n(f ◦ x−1) ◦ x

=
(
Dm

i

∂

∂xm
(Dn

k)−Dm
k

∂

∂xm
(Dn

i)
) ∂

∂xn
(f),

在那里我们重新标记了一些虚拟索引。由于 f ∈ C∞(SL(2,C)) 是任意的，[
Dm

i

∂

∂xm
, Dn

k

∂

∂xn

]
=
(
Dm

i

∂

∂xm
(Dn

k)−Dm
k

∂

∂xm
(Dn

i)
) ∂

∂xn
.
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我们现在可以明确地评估这一点。对于 i = 1 和 k = 2，我们有[
Dm

1

∂

∂xm
, Dn

2

∂

∂xn

]
=
(
�������
Dm

1

∂

∂xm
(D1

2)−Dm
2

∂

∂xm
(D1

1)
) ∂

∂x1

+
(
Dm

1

∂

∂xm
(D2

2)−Dm
2

∂

∂xm
(D2

1)
) ∂

∂x2

+
(
�������
Dm

1

∂

∂xm
(D3

2)−Dm
2

∂

∂xm
(D3

1)
) ∂

∂x3

= −D1
2

∂

∂x1
+ (D1

1 +D2
2)

∂

∂x2
−D3

2

∂

∂x3

= 2x1
∂

∂x2
.

类似地，我们计算[
Dm

1

∂

∂xm
, Dn

3

∂

∂xn

]
=
(
Dm

1

∂

∂xm
(D1

3)−Dm
3

∂

∂xm
(D1

1)
) ∂

∂x1

+
(
�������
Dm

1

∂

∂xm
(D2

3)−Dm
3

∂

∂xm
(D2

1)
) ∂

∂x2

+
(
Dm

1

∂

∂xm
(D3

3)−Dm
3

∂

∂xm
(D3

1)
) ∂

∂x3

= −2x2
∂

∂x1
− 2( 1+x2x3

x1 )
∂

∂x3

和 [
Dm

2

∂

∂xm
, Dn

3

∂

∂xn

]
=
(
Dm

2

∂

∂xm
(D1

3)−�������
Dm

3

∂

∂xm
(D1

2)
) ∂

∂x1

+
(
�������
Dm

2

∂

∂xm
(D2

3)−Dm
3

∂

∂xm
(D2

2)
) ∂

∂x2

+
(
Dm

2

∂

∂xm
(D3

3)−�������
Dm

3

∂

∂xm
(D3

2)
) ∂

∂x3

= (D2
1 −D1

3)
∂

∂x1
+D2

3

∂

∂x2
−D3

2

∂

∂x3

= x1
∂

∂x1
− x2

∂

∂x2
+ x3

∂

∂x3
,

这里我们使用的微分规则来自向量场 ∂
∂xm 的定义，莱布尼兹规则，以及坐标函数上的作用量。

通过将正在恒等式上求值的 j−1 应用于这些向量场，我们最终看到 T( 1 0
0 1 )

SL(2,C) 上的
诱导李括号满足

[(
∂

∂x1

)
( 1 0
0 1 )

,

(
∂

∂x2

)
( 1 0
0 1 )

]
= 2

(
∂

∂x2

)
( 1 0
0 1 )[(

∂

∂x1

)
( 1 0
0 1 )

,

(
∂

∂x3

)
( 1 0
0 1 )

]
= −2

(
∂

∂x3

)
( 1 0
0 1 )[(

∂

∂x2

)
( 1 0
0 1 )

,

(
∂

∂x3

)
( 1 0
0 1 )

]
=

(
∂

∂x1

)
( 1 0
0 1 )

.

因此，T( 1 0
0 1 )

SL(2,C) 相对于坐标基的结构常数为

C2
12 = 2, C3

13 = −2, C1
23 = 1,

所有其他的要么为零，要么通过反对称与这些相关。
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16 李代数的 Dynkin 图，反之亦然
16.1 The simplicity of sl(2,C)
我们已经看到，T( 1 0

0 1 )
SL(2,C) 的非零结构常数为

C2
12 = 2, C3

13 = −2, C1
23 = 1,

加上那些与反对称相关的。

Proposition 16.1. 两个李代数 A 和 B 同构的充要条件是存在 A 的基和 B 的基，其中 A

和 B 的结构常数相同。

由于我们已经证明了对任何李群 G都有 TeG ∼=Lie alg L(G)，所以我们可以推导出 sl(2,C)
的一个基 {X1, X2, X2} 的存在性，它的结构常数就是上面列出的那些。换句话说，我们有

[X1, X2] = 2X2,

[X1, X3] = −2X3,

[X2, X3] = X1.

在此基础上，sl(2,C) 的 Killing 形式具有组成部分

κij = Cm
inC

n
jm,

所有的指数都在 1 到 3 之间。明确地说，我们有

κ11 = Cm
1nC

n
1m

=�����
C1

1nC
n
11 + C2

1nC
n
12 + C3

1nC
n
13

= C2
12C

2
12 + C3

13C
3
13

= 8.

由于 κ 是对称的，所以我们只需要确定 κij 的 i ≤ j。通过将组件写入 3× 3 数组，我们发现

[κij ] =

8 0 0

0 −8 0

0 0 8

 ,

这只是一种速记，意思是

κ(X1, X1) = 8, κ(X2, X2) = −8, κ(X3, X3) = 8,

当 i 6= j 时 κ(Xi, Xj) = 0 .

Proposition 16.2. 李代数 sl(2,C) 是半单的。

Proof. 因为 κ 的对角线条目都是非零的，所以 Killing 形式是非退化的。根据 Cartan 准则，
这意味着 sl(2,C) 是半单的。

Remark 16.3. 还有一件事可以从 κ 的分量中读出，那就是它是一种未定义 (indefinite) 的形
式，即 κ(X,X) 的符号可以是正的，也可以是负的，这取决于我们选择哪个 X ∈ sl(2,C)。
李理论的一个结果表明，紧李群的李代数上的 Killing 形式总是负半定的，即对于李代

数中的所有 X,κ(X,X) 总是负的或零的。因此，我们可以得出结论：SL(2,C) 不是紧李群。
compact Lie group.
事实上，sl(2,C) 不仅仅是半单的。

Proposition 16.4. 李代数 sl(2,C) 是简单的。

回想一下，如果李代数不包含非平凡理想，并且李代数 L 的理想 I 是 L 的李子代数，则

称其为单李代数。

∀x ∈ I : ∀ y ∈ L : [x, y] ∈ I.
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Proof. 考虑 sl(2,C) 的理想

I := {αX1 + βX2 + γX3 | α, β, γ restricted so that I is an ideal}.

因为括号是双线性的，所以检查用 sl(2,C) 的每个基向量将 I 的任意元素括起来的结果就足

够了。我们发现

[αX1 + βX2 + γX3, X1] = −2βX1 + 2γX3,

[αX1 + βX2 + γX3, X2] = 2αX2 − γX1,

[αX1 + βX2 + γX3, X3] = −2αX3 + βX1.

我们需要选择 α, β, γ，这样结果总是返回到 I。当然，我们可以选择 α, β, γ ∈ C 和 α = β =

γ = 0，它们分别对应于平凡理想 sl(2,C) 和 0。如果 α, β, γ 都不是零，那么你可以检查上面

的右手边是否是线性独立的，这样 I 就包含了三个线性独立的向量。因为 n 维向量空间的唯

一 n 维子空间是向量空间本身，所以我们有 I = L。因此，我们剩下以下情况：

i) 如果 α = 0, 则 I ⊆ spanC({X2, X3}) 因此我们也必须有 β = γ = 0 ;

ii) 如果 β = 0, 则 I ⊆ spanC({X1, X3}), 因此我们也必须有 α = 0, so that in fact I ⊆
spanC({X3}), 因此 γ = 0 ;

iii) 如果 γ = 0, 则 I ⊆ spanC({X1, X2}), 因此我们也必须有 α = 0, so that in fact I ⊆
spanC({X2}), 因此 β = 0 .

在所有情况下，我们都有 I = 0。因此，sl(2,C) 不存在非平凡理想。

16.2 sl(2,C) 的根和邓金图
通过观察 sl(2,C) 基元的括号关系，可以看出

H := spanC({X1})

是 sl(2,C) 的 Cartan 子代数。实际上，对于任何 h ∈ H，都存在一个 ξ ∈ C，使得 h = ξX1，

因此我们有

ad(h)X2 = ξ[X1, X2] = 2ξX2,

ad(h)X3 = ξ[X1, X3] = −2ξX3.

回想一下，在关于李代数的一节中，我们用泛函 λ2, λ3 ∈ H∗ 重新解释了这些本征值方程

λ2 : H
∼−→ C λ3 : H

∼−→ C
ξX1 7→ 2ξ, ξX1 7→ −2ξ

凭借

ad(h)X2 = λ2(h)X2,

ad(h)X3 = λ3(h)X3.

然后，λ2 和 λ3 称为 sl(2,C) 的根，因此根集是 Φ = {λ2, λ3}。当然，我们主要对满足以下条
件的基本根的子集 Π ⊂ Φ 感兴趣

i) Π 是 H∗ 的线性无关子集；

ii) 对于任何 λ ∈ Φ，我们都有 λ ∈ spanϵ,N(Π)。

我们可以选择 Π := {λ2},，即使 Π := {λ3} 也可以。由于 |Π| = 1，因此通过单次 Weyl 变换
生成 Weyl 群

sλ2
: H∗

R → H∗
R

µ 7→ µ− 2
κ∗(λ2, µ)

κ∗(λ2, λ2)
λ2.
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回想一下，我们可以通过使用 Weyl 变换作用于基本根来恢复整个根集 Φ。事实上，我们有

sλ2
(λ2) = λ2 − 2

κ∗(λ2, λ2)

κ∗(λ2, λ2)
λ2 = λ2 − 2λ2 = −λ2 = λ3,

不出所料。因为只有一个基本根，所以 Cartan 矩阵实际上只是一个 1× 1 的矩阵。它唯一的

项是对角线元，因为 sl(2,C) 是单的，所以我们有

C = (2).

sl(2,C) 的 Dynkin 图是简单的

因此，参照 Cartan 分类，我们有 A1 = sl(2,C).。

16.3 从 Dynkin 图重建 A2

我们已经看到了一个如何构造李代数的 Dynkin 图的例子，尽管这是这类图中最简单的。
现在让我们考虑一下相反的方向。我们将从 Dynkin 图开始

我们立即看到我们有两个基本根，即 Π = {π1, π2}，因为图中有两个圆。键数是 n12 = 1，所

以两个基本根的长度相同。此外，根据定义，

1 = n12 = C12C21

由于 Cartan 矩阵的非对角线项是非正整数，唯一的可能性是 C12 = C21 = −1，所以我们有

C =

(
2 −1

−1 2

)
.

要确定 π1 和 π2 之间的角度 φ ，请回想一下

1 = n12 = 4 cos2 φ,

因此 | cosφ| = 1
2。有两种解，即 φ = 60◦ 和 φ = 120◦。

x

y

−1

− 1
2

1
2

1

0 60◦
120◦

180◦

360◦

cosx

根据定义，我们有

cosφ =
κ∗(π1, π2)

|π1| |π2|
,

因此

0 > C12 = 2
κ∗(π1, π2)

κ∗(π1, π1)
= 2

|π1| |π2| cosφ
κ∗(π1, π1)

= 2
|π2|
|π1|

cosφ.

它遵循 cosφ < 0，因此 φ = 120◦。因此，我们可以将两个基本根绘制在一个平面上，如下所

示。.
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π1

π2

我们可以通过 Weyl 基团的重复作用来确定 Φ 中的所有其他根。例如，我们很容易找到

sπ1(π1) = −π1 和 sπ2(π2) = −π2。我们也有

sπ1
(π2) = π2 − 2

κ∗(π1, π2)

κ∗(π1, π1)
π1 = π2 − 2(− 1

2 )π1 = π1 + π2.

最后，我们有 sπ1+π2
(π1 + π2) = −(π1 + π2)。Weyl 变换的任何进一步动作都会简单地置换这

些根。因此，我们有

Φ = {π1,−π1, π2,−π2, π1 + π2,−(π1 + π2)}

这些都是根。

π1

π2

−π1

−π2

π1 + π2

−(π1 + π2)

由于 H∗ = spanC(Π)，我们有 dimH∗ = 2，因此 Cartan 子代数的维数也是 2。由于 |Φ| = 6，

我们知道李代数 A2 的任何 Cartan-Weyl 基一定有 2 + 6 = 8 个元素。因此，A2 的维数是 8。
为了完成 A2 的重建，我们现在想了解一下它的括号是如何工作的。这相当于找到它的结

构常数。注意，由于 dimA2 = 8，所以结构常数 Ck
ij 由 83 = 512 个复数组成 (当然，不是

所有的复数都是无关的)。
用 {h1, h2, e3, . . . , e8} 作为 A2 的 Cartan-Weyl 基，使得 H = spanC({h1, h2}) 和 eα 是

每个 h ∈ H 的特征向量。由于 A2 是简单的，所以 H 是阿贝尔基，因此 H 是阿贝尔基

[h1, h2] = 0 ⇒ Ck
12 = Ck

21 = 0, ∀ 1 ≤ k ≤ 8.

对于每个 eα，对于 3 ≤ α ≤ 8，有一个关联的 λα ∈ Φ ，使得

∀h ∈ H : ad(h)eα = λα(h)eα.

特别地，对于基元素，h1, h2,

[h1, eα] = ad(h1)eα = λα(h1)eα,

[h2, eα] = ad(h2)eα = λα(h2)eα,

这样我们就有了

C1
1α = C2

1α = 0, Cα
1α = λα(h1), ∀ 3 ≤ α ≤ 8,

C1
2α = C2

2α = 0, Cα
2α = λα(h2), ∀ 3 ≤ α ≤ 8.
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最后，我们需要确定 [eα, eβ ]。通过使用雅可比恒等式，我们拥有

[hi, [eα, eβ ]] = −[eα, [eβ , hi]]− [eβ , [hi, eα]]

= −[eα,−λβ(hi)eβ ]− [eβ , λα(hi)eα]

= λβ(hi)[eα, eβ ] + λα(hi)[eα, eβ ]

= (λα(hi) + λβ(hi))[eα, eβ ],

那是,
ad(hi)[eα, eβ ] = (λα(hi) + λβ(hi))[eα, eβ ].

如果 λα + λβ ∈ Φ, 我们有 [eα, eβ ] = ξeγ 对于大约 3 ≤ γ ≤ 8 和 ξ ∈ C. 让我们将前面图
表中的根标记为

λ3 λ4 λ5 λ6 λ7 λ8

π1 π2 π1 + π2 −π1 −π2 −(π1 + π2)

那么比如说

ad(h)[e3, e4] = (π1 + π2)(h)[e3, e4],

因此 [e3, e4] 是具有特征值 (π1 + π2)(h) 的 ad(h) 的特征向量。但 e5 也是如此！因此，对于

某些 ξ ∈ C，我们必须有 [e3, e4] = ξe5。类似地，[e5, e7] = ξe3，依此类推。

如果是 λα + λβ /∈ Φ，那么为了使上面的方程式成立，我们必须有 we must have either
[eα, eβ ] = 0(所以两边都是零)，或者对所有 h 都有 λα(h) + λβ(h) = 0，即 λα + λβ = 0 作为

泛函。在后一种情况下，我们必须有 [eα, eβ ] ∈ H。这是从单李代数 L 的 Cartan 子代数 H 的
极大性的一个更强版本得出的，即(

∀h ∈ H : [h, x] = 0
)
⇒ x ∈ H.

总而言之，我们有

[eα, eβ ] =


ξeγ if λα + λβ ∈ Φ

∈ H if λα + λβ = 0

0 otherwise

这些关系可用于确定 A2 的剩余结构常数。
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17 李群和李代数的表示理论

李群和李代数在物理学中主要是根据所谓的表示来使用的。很多时候，它们甚至是根据

它们的具体表示来定义的。我们采取了更抽象的方法，将李群定义为具有相容群结构的光滑

流形，并将其相关的李代数定义为左不变向量场的空间，然后证明了它在恒等式上与切线空

间同构。

17.1 李代数的表示

Definition. 设 L 是李代数。L 的一个表示是李代数同态 Let L be a Lie algebra. A repre-
sentation of L is a Lie algebra homomorphism

ρ : L
∼−→ End(V ),

其中 V 是与 L 相同域上的某个有限维向量空间。

回想一下，线性映射 ρ : L
∼−→ End(V ) 是李代数同态，如果

∀x, y ∈ L : ρ([x, y]) = [ρ(x), ρ(y)] := ρ(x) ◦ ρ(y)− ρ(y) ◦ ρ(x),

其中右边的是 End(V ) 上的自然李括号。

Definition. 设 ρ : L
∼−→ End(V ) 是 L 的表示。

i) 向量空间 V 称为 ρ 的表示空间 (representation space)。

ii) 表示 ρ 的维度 (dimension) 为 dimV。

Example 17.1. 考虑李代数 sl(2,C)。我们构造了一个满足这些关系的基 {X1, X2, X3}

[X1, X2] = 2X2,

[X1, X3] = −2X3,

[X2, X3] = X1.

设 ρ : sl(2,C) ∼−→ End(C2) 是下式定义的线性映射

ρ(X1) :=

(
1 0

0 −1

)
, ρ(X2) :=

(
0 1

0 0

)
, ρ(X3) :=

(
0 0

1 0

)
(回想一下，线性映射完全由它在一个基础上的作用决定，由线性连续决定)。为了检查 ρ 是否

为 sl(2,C) 的表示，我们计算

[ρ(X1), ρ(X2)] =

(
1 0

0 −1

)(
0 1

0 0

)
−
(
0 1

0 0

)(
1 0

0 −1

)
=

(
0 2

0 0

)
= ρ(2X2)

= ρ([X1, X2]).

同样，我们发现

[ρ(X1), ρ(X3)] = ρ([X1, X3]),

[ρ(X2), ρ(X3)] = ρ([X2, X3]).

通过线性延拓，ρ([x, y]) = [ρ(x), ρ(y)] 对于任意 x, y ∈ sl(2,C) ，因此，ρ 是 sl(2,C) 的具有
表示空间 C2 的二维表示。请注意，我们有

imρ(sl(2,C)) =
{(

a b

c d

)
∈ End(C2)

∣∣∣ a+ d = 0

}
= {ϕ ∈ End(C2) | trϕ = 0}.

这就是物理课程中对 sl(2,C) 的定义，即定义为 2× 2 复无迹矩阵的代数。
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李代数的两个表示可以在以下意义上联系起来。

Definition. 设 L 是李代数，并设 L 是李代数

ρ1 : L
∼−→ End(V1), ρ2 : L

∼−→ End(V2)

作为 L的表示. 线性映射 f : V1
∼−→ V2是表示的同态 (homomorphism of representations)，

如果

∀x ∈ L : f ◦ ρ1(x) = ρ2(x) ◦ f.

等价地，如果下图对所有 x ∈ L 进行对易。

V1 V2

V1 V2

f

ρ1(x) ρ2(x)

f

另外，如果 f : V1
∼−→ V2 是线性同构，则 f−1 : V2

∼−→ V1 自动是表示的同态，因为

f ◦ ρ1(x) = ρ2(x) ◦ f ⇔ f−1 ◦ (f ◦ ρ1(x)) ◦ f−1 = f−1 ◦ (ρ2(x) ◦ f) ◦ f−1

⇔ ρ1(x) ◦ f−1 = f−1 ◦ ρ2(x).

Definition. 李代数表示的同构 (isomorphism of representations) 是表示的双射同态。

同构表示必须具有相同的维度。

Example 17.2. 考虑旋转群 so(3,R) 的李代数 SO(3,R)。它是 R 上的三维李代数，它有一个
满足 {J1, J2, J3} 的基。

[Ji, Jj ] = Ck
ijJk,

其中，首先通过用 Killing 形式 κab = Cm
anC

n
bm“将指标 k 向下拉” 来获得 Ckij := κkmC

m
ij

来定义结构常数 Ck
ij，然后设置

Ckij := εijk :=


1 如果 (i j k) 是 (1 2 3)����
−1 如果 (i j k) 是 (1 2 3) 奇置换

0 otherwise.

通过演算这些，我们发现

[J1, J2] = J3,

[J2, J3] = J1,

[J3, J1] = J2.

定义线性映射 ρvec : so(3,R)
∼−→ End(R3) by

ρvec(J1) :=

0 0 0

0 0 −1

0 1 0

 , ρvec(J2) :=

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 , ρvec(J3) :=

0 −1 0

1 0 0

0 0 0

 .

您可以很容易地检查这是 so(3,R)的表示。然而，正如你可能从量子力学中知道的那样，so(3,R)
还有另一种表示，即

ρspin : so(3,R)
∼−→ End(C2),

其中 C2 被理解为 4 维 R-向量空间，由下式定义

ρspin(J1) := − i
2
σ1, ρspin(J2) := − i

2
σ2, ρspin(J3) := − i

2
σ3,
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其中 σ1, σ2, σ3 是泡利矩阵

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
.

您可以再次检查这是否为 so(3,R) 的表示。因为 Since

dimR3 = 3 6= 4 = dimC2,

ρvec 矢量和 ρspin 的表示不是同构的。

任何 (非阿贝尔) 李代数总是至少有两个特殊的表示。

Definition. 设 L 是李代数。L 的平凡表示 (trivial representation) 由下式定义

ρtrv : L
∼−→ End(V )

x 7→ ρtrv(x) := 0,

其中 0 表示 V 上的平凡自同态。

Definition. L 的伴随表示 (adjoint representation) 是

ρadj : L
∼−→ End(L)

x 7→ ρadj(x) := ad(x).

这些确实是表示，因为我们已经证明 ad 是李代数同态，而对于平凡的表示，我们有

∀x, y ∈ L : ρtrv([x, y]) = 0 = [ρtrv(x), ρtrv(y)].

Definition. 表示 ρ : L
∼−→ End(V ) 称为忠实的，如果 ρ 是单射的，即

dim(imρ(L)) = dimL.

Example 17.3. 到目前为止所考虑的所有表示都是忠实的，除了当李代数 L 本身不平凡时的

平凡表示。例如，考虑伴随表示。我们有

ad(x) = ad(y) ⇔ ∀ z ∈ L : ad(x)z = ad(y)z
⇔ ∀ z ∈ L : [x, z] = [y, z]

⇔ ∀ z ∈ L : [x− y, z] = 0.

如果 L 是平凡的，那么任何表示都是忠实的。否则，会有一些非零 z ∈ L，因此我们必须有

x−y = 0，所以 x = y，因此 ad 是内射的。

Definition. 给定两个表示 ρ1 : L
∼−→ End(V1) 和 ρ2 : L

∼−→ End(V2)，我们可以构造新的表示，
称为

i) 直和表示 (direct sum representation)

ρ1 ⊕ ρ2 : L
∼−→ End(V1 ⊕ V2)

x 7→ (ρ1 ⊕ ρ2)(x) := ρ1(x)⊕ ρ2(x)

ii) 张量积表示 (tensor product representation)

ρ1 ⊗ ρ2 : L
∼−→ End(V1 × V2)

x 7→ (ρ1 ⊗ ρ2)(x) := ρ1(x)⊗ idV2 + idV1 ⊗ρ2(x).

Example 17.4. 以块状矩阵形式给出的直和表示 ρvec ⊕ ρspin : so(3,R)
∼−→ End(R3 ⊕ C2) 由下

式给出

(ρvec ⊕ ρspin)(x) =

(
ρvec(x) 0

0 ρspin(x)

)
是 so(3,R) 的 7 维表示。
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Definition. 一个表示 ρ : L
∼−→ End(V ) 称为可约的 (reducible)，如果存在一个非平凡向量子

空间 U ⊆ V , 它在 ρ 的作用下是不变的，即

∀x ∈ L : ∀u ∈ U : ρ(x)u ∈ U.

换句话说，ρ 仅限于表示 ρ|U : L
∼−→ End(U)。

Definition. 如果一个表示是不可约的 (irreducible)，则它是可约的。

Example 17.5. i) 表示 ρvec ⊕ ρspin : so(3,R)
∼−→ End(R3 ⊕C2) 是可约表示，因为例如我们

具有子空间 R3 ⊕ 0，使得

∀x ∈ so(3,R) : ∀u ∈ R3 ⊕ 0 : (ρvec ⊕ ρspin)(x)u ∈ R3 ⊕ 0.

ii) ρvec 和 ρspin 的表示都是不可约的。

Remark 17.6. 正如单李代数是所有半单李代数的积木 (the building blocks) 一样，半单李代
数的不可约表示也是李代数所有有限维表示的积木 (the building blocks)。任何这样的表示都
可以分解为不可约表示的直和，然后可以根据它们所谓的最高权重 (highest weights) 对其进
行分类。

17.2 Casimir 算符
紧李代数 (即紧李群的李代数)的每个表示 ρ都有一个与之相关的算子 Ωρ，称为 Casimir

算子。我们需要一些准备来定义它。

Definition. 设 ρ : L
∼−→ End(V ) 是复李代数 L 的表示，定义 L 上的ρ-Killing form 为

κρ : L× L
∼−→ C

(x, y) 7→ κρ(x, y) := tr(ρ(x) ◦ ρ(y)).

当然，我们到目前为止考虑的 Killing 形式只是 κad。类似于 κad，每个 κρ 关于 L 的 Lie
括号是对称的和结合的。

Proposition 17.7. 设 ρ : L
∼−→ End(V ) 是复半单李代数 L 的忠实表示，则 κρ 是非退化的。

因此, κρ 诱导同构 L
∼−→ L∗ 通过

L 3 x 7→ κρ(x,−) ∈ L∗.

回想一下，如果 {X1, . . . , Xdim L} 是 L 的基，则对偶基 {X̃1, . . . , X̃dim L} 由下式定义

X̃i(Xj) = δij .

利用 κρ 诱导的同构，我们可以找到一些 ξ1, . . . , ξdim L ∈ L 使得我们有 κ(ξi,−) = X̃i ，等价

地，

∀x ∈ L : κρ(x, ξi) = X̃i(x).

这样我们就有了

κρ(Xi, ξj) = δij :=

{
1 if i 6= j

0 otherwise.

Proposition 17.8. 设 {Xi} 和 {ξj} 定义如上。然后

[Xj , ξk] =
dim L∑
m=1

Ck
mjξm,

其中 Ck
mj 是相对 {Xi} 的结构常数。
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Proof. 通过使用 κρ 的关联性，我们可以

κρ(Xi, [Xj , ξk]) = κρ([Xi, Xj ], ξk) = Cm
ijκρ(Xm, ξk) = Cm

ijδmk = Ck
ij .

但我们也有

κρ

(
Xi,

dim L∑
m=1

Ck
mjξm

)
=

dim L∑
m=1

Ck
mjκρ(Xi, ξm) =

dim L∑
m=1

Ck
mjδim = Ck

ij .

因此

∀ 1 ≤ i ≤ dimL : κρ

(
Xi, [Xj , ξk]−

dim L∑
m=1

Ck
mjξm

)
= 0

因此，这一结果是由 κρ 的非简并性 (non-degeneracy ) 得出的。

现在我们准备定义 Casimir 算子并证明随后的定理。

Definition. 设 ρ : L
∼−→ End(V ) 是复 (紧) 李代数 L 的忠实表示，{X1, . . . , Xdim L} 是 L 的

基。与表示 ρ 相关的 Casimir 算子 (Casimir operator) 是自同态 Ωρ : V
∼−→ V。

Ωρ :=
dim L∑
i=1

ρ(Xi) ◦ ρ(ξi).

Theorem 17.9. 设 Ωρ 是表示 ρ : L
∼−→ End(V ) 的 Casimir 算子。然后

∀x ∈ L : [Ωρ, ρ(x)] = 0,

也就是说，Ωρ 与 imρ(L). 中的每个自同态可交换。

Proof. 请注意，上面的括号是 End(V ) 上的括号。设 x = xkXk ∈ L，则

[Ωρ, ρ(x)] =

[ dim L∑
i=1

ρ(Xi) ◦ ρ(ξi), ρ(xkXk)

]

=
dim L∑
i,k=1

xk[ρ(Xi) ◦ ρ(ξi), ρ(Xk)].

观察到，如果李括号作为关于结合积的对易算符，就像 End(V ) 的情况一样，我们有

[AB,C] = ABC − CBA

= ABC − CBA−ACB +ACB

= A[B,C] + [A,C]B.

因此，通过应用这一点，我们可以获得

dim L∑
i,k=1

xk[ρ(Xi) ◦ ρ(ξi), ρ(Xk)] =
dim L∑
i,k=1

xk
(
ρ(Xi) ◦ [ρ(ξi), ρ(Xk)] + [ρ(Xi), ρ(Xk)] ◦ ρ(ξi)

)
=

dim L∑
i,k=1

xk
(
ρ(Xi) ◦ ρ([ξi, Xk]) + ρ([Xi, Xk]) ◦ ρ(ξi)

)
=

dim L∑
i,k,m=1

xk
(
ρ(Xi) ◦ ρ(−Ci

mkξm) + ρ(Cm
ikXm) ◦ ρ(ξi)

)
=

dim L∑
i,k,m=1

xk
(
−Ci

mkρ(Xi) ◦ ρ(ξm) + Cm
ikρ(Xm) ◦ ρ(ξi)

)
=

dim L∑
i,k,m=1

xk
(
−Ci

mkρ(Xi) ◦ ρ(ξm) + Ci
mkρ(Xi) ◦ ρ(ξm)

)
= 0,

其中我们在第二项中交换了伪求和指标 i 和 m。

2022.6.17



3, 2019 数学笔记 Page 113 of 127

Lemma 17.10 (Schur). 如果 ρ : L
∼−→ End(V ) 是不可约的，则与 imρ(L) 中的每个自同态可

交换的任何算子 S 都具有如下形式

S = cρ idV

对于某个常数 cρ ∈ C (或 R, 如果 L 是实李代数).

紧接着，对于一些 cρ ，Ωρ = cρ idV ，但是，实际上，我们可以说得更多。

Proposition 17.11. ρ : L ∼−→ End(V ) 的 Casimir 算子为 Ωρ = cρ idV，其中

cρ =
dimL

dimV
.

Proof. 我们有
tr(Ωρ) = tr(cρ idV ) = cρ dimV

和

tr(Ωρ) = tr
( dim L∑

i=1

ρ(Xi) ◦ ρ(ξi)
)

=
dim L∑
i=1

tr(ρ(Xi) ◦ ρ(ξi))

=
dim L∑
i=1

κρ(Xi, ξi)

=
dim L∑
i=1

δii

= dimL,

这正是我们想要的。

Example 17.12. 考虑基数 {J1, J2, J3} 满足的李代数 so(3,R)

[Ji, Jj ] = εijkJk,

其中我们假设较低的指标 k 上的求和约定。回想一下，表示 ρvec : so(3,R)
∼−→ End(R3) 由下

式定义

ρvec(J1) :=

0 0 0

0 0 −1

0 1 0

 , ρvec(J2) :=

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 , ρvec(J3) :=

0 −1 0

1 0 0

0 0 0

 .

让我们首先评估一下 κρvec 的分量。我们有

(κρvec)11 := κρvec(J1, J1) = tr(ρvec(J1) ◦ ρvec(J1))

= tr((ρvec(J1))
2)

= tr

0 0 0

0 0 −1

0 1 0

2

= tr

0 0 0

0 −1 0

0 0 −1


= −2.

在对其他成分进行类似计算后，我们发现

[(κρvec)ij ] =

−2 0 0

0 −2 0

0 0 −2

 .
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因此，κρvec(Ji, ξj) = δij 要求我们定义 ξi := − 1
2Ji.。那么我们有

Ωρvec :=
3∑

i=1

ρvec(Ji) ◦ ρvec(ξi)

=
3∑

i=1

ρvec(Ji) ◦ ρvec(− 1
2Ji)

= −1

2

3∑
i=1

(ρvec(Ji))
2

= −1

2


0 0 0

0 0 −1

0 1 0

2

+

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

2

+

0 −1 0

1 0 0

0 0 0

2 
= −1

2

0 0 0

0 −1 0

0 0 −1

+

−1 0 0

0 0 0

0 0 −1

+

−1 0 0

0 −1 0

0 0 0


=

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .

因此 Ωρvec = cρvec idR3 其中 cρvec = 1, 这与我们之前的定理一致，因为

dim so(3,R)
dimR3

=
3

3
= 1.

Example 17.13. 让我们再次考虑李代数 so(3,R)，但这一次用表示 ρspin 旋转。回想一下，这

是由

ρspin(J1) := − i
2
σ1, ρspin(J2) := − i

2
σ2, ρspin(J3) := − i

2
σ3,

其中 σ1, σ2, σ3 是泡利矩阵。回想一下 σ2
1 = σ2

2 = σ2
3 = idC2，我们计算

(κρspin)11 := κρspin(J1, J1) = tr(ρspin(J1) ◦ ρspin(J1))

= tr((ρspin(J1))
2)

= (− i
2 )

2 tr(σ2
1)

= − 1
4 tr(idC2)

= −1.

注意，tr(idC2) = 4, 因为 tr(idV ) = dimV ，并且这里 C2 被认为是 R 上的 4 维向量空间。继
续类似地，我们发现 κρspin 自旋的分量是

[(κρspin)ij ] =

−1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

 .
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因此，我们定义 ξi := −Ji。那么我们有

Ωρspin :=
3∑

i=1

ρspin(Ji) ◦ ρspin(ξi)

=
3∑

i=1

ρspin(Ji) ◦ ρspin(−Ji)

= −
3∑

i=1

(ρspin(Ji))
2

= −
(
− i
2

)2 3∑
i=1

σ2
i

=
1

4

3∑
i=1

idC2

=
3

4
idC2 ,

根据……的事实
dim so(3,R)

dimC2
=

3

4
.

17.3 李群的表示

我们现在转到李群的表示。给定一个向量空间 V，回想一下 End(V ) 的子集由可逆自同

态组成，表示为

GL(V ) ≡ Aut(V ) := {ϕ ∈ End(V ) | detϕ 6= 0},

在合成下形成一个群，称为 V 的自同构群 (或一般线性群)。此外，如果 V 是有限维 K-向量
空间，则 V ∼=vec K

dim V，因此群 GL(V ) 可以被赋予李群的结构通过

GL(V ) ∼=Lie grp GL(Kdim V ) := GL(dimV,K).

当然，如果我们已经在 Kd 上建立了拓扑和可微结构，就像 Rd 和 Cd 的情况一样

Definition. 李群 (G，·) 的一个表示 (representation) 是李群同态

R : G→ GL(V )

对于某些有限维向量空间 V。

回想一下，R : G→ GL(V ) 是李群同态，如果它是光滑的且

∀ g1, g2 ∈ G : R(g1 • g2) = R(g1) ◦R(g2).

请注意，与任何群同态一样，我们有

R(e) = idV and R(g−1) = R(g)−1.

Example 17.14. 考虑李群 SO(2,R)。作为光滑流形，SO(2,R)与圆 S1 同构。设 U = S1 \{p0}，
其中 p 是 S1 的任意点，这样我们就可以通过将 U 中的每个点映射到 [0, 2π) 中的一个“角

度”来定义一个坐标卡 θ : U → [0, 2π) ⊆ R on S1。

p

θ(p)

U

p0
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算符

p1 • p2 := (θ(p1) + θ(p2)) mod 2π

赋予 S1 ∼=diff SO(2,R) 李群的结构。然后，SO(2,R) 的表示由下式给出

R : SO(2,R) → GL(R2)

p 7→
(

cos θ(p) sin θ(p)
− sin θ(p) cos θ(p)

)
.

实际上，正弦和余弦的加法公式意味着

R(p1 • p2) = R(p1) ◦R(p2).

Example 17.15. 设 G 是一个李群 (在本例中我们去掉了 •)。对于每个 g ∈ G，定义伴随映射

Adg : G→ G

h 7→ ghg−1.

注意大写的“A”，以区别于李代数上的伴随映射。由于 Adg 是李群乘法和逆映射的组合，所

以它是光滑映射。而且，我们有

Adg(e) = geg−1 = gg−1 = e.

因此，Adg 恒等映射的前推就是映射

(Adg∗)e : TeG
∼−→ TAdg(e)G = TeG.

因此，我们有 Adg ∈ End(TeG)。事实上，你可以检查一下

(Adg−1∗)e ◦ (Adg∗)e = (Adg∗)e ◦ (Adg−1∗)e = idTeG,

因此，特别地，我们有 Adg ∈ GL(TeG) ∼=Lie grp GL(L(G)).
因此我们可以绘制一张地图

Ad : G→ GL(TeG)
g 7→ Adg∗

你们可以看到，这是 G 在其李代数上的表示。

Remark 17.16. 由于李群 G 的表示 R 被要求是光滑的，我们总是可以考虑它在恒等映射上的

微分或前推

(R∗)e : TeG
∼−→ TidV

GL(V ).

因为对于任何 A,B ∈ TeG，我们都有

(R∗)e[A,B] = [(R∗)eA, (R∗)eB],

映射 (R∗)e 是向量空间 GL(V ) 上 G 的李代数的表示。事实上，在前面的示例中，我们有

(Ad∗)e = ad,

其中 ad 是 TeG 的伴随表示。
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18 从李代数重建李群

我们已经详细了解了如何从给定的李群构造李代数。现在我们要考虑反问题，即，给定

一个李代数，我们是否可以构造一个李群，它的关联李代数就是给定的李代数，如果是这样，

那么这个对应是否是双射的。

18.1 积分曲线

Definition. 设 M 是光滑流形, 设 Y ∈ Γ(TM)。Y 的积分曲线是光滑曲线 γ : (−ε, ε) →M ,
with ε > 0，其中 ε > 0，使得

∀λ ∈ (−ε, ε) : Xγ,γ(λ) = Y |γ(λ).

从常微分方程解的局部存在唯一性出发，证明了给定任意 Y ∈ Γ(TM)和任意 p ∈M，存

在 ε > 0，且存在一条光滑曲线 γ : (−ε, ε) →M，且 γ(0) = p 是 Y 的一条积分曲线.
此外，积分曲线是局部唯一的。这里我们的意思是，如果 γ1 和 γ2 都是 γ 到 p 的积分曲

线，即 γ1(0) = γ2(0) = p，则 γ1 = γ2 在它们的定义域的交集上。如下所示，我们可以获得

真正的独特性。

Definition. Y ∈ Γ(TM)p ∈ M 的最大积分曲线 (maximal integral curve) 是 Y 到 p 的唯一

积分曲线 γ : Ipmax →M ，其中

Ipmax :=
⋃

{I ⊆ R | there exists an integral curve γ : I →M of Y through p}.

对于给定的矢量场，一般来说，Ipmax 会因点而异。

Definition. 如果对所有 p ∈M，Ipmax = R ，则向量场是完备的 (complete)。

我们有以下结果。

Theorem 18.1. 在紧流形上，每个向量场都是完备的。

在李群上，即使不是紧的，也总有完备的向量场。

Theorem 18.2. 李群上的每个左不变向量场都是完备的。

左不变向量场的最大积分曲线是构造从李代数到李群的映射的关键。

18.2 指数映射

设 G 是李群。回想一下，给定任何 A ∈ TeG,，我们可以通过同构 j : TeG
∼−→ L(G) 将唯

一确定的左不变向量域 XA := j(A) 定义为

XA|g := (ℓg)∗(A).

设 γA : R → G 是 XA 通过 e ∈ G 的最大积分曲线。

Definition. 设 G 是李群。指数映射 (exponential map) 定义为

exp : TeG→ G

A 7→ exp(A) := γA(1)

Theorem 18.3. i) 映射 exp 是光滑的，并且在 0 ∈ TeG 附近存在局部微分同胚，即存在

包含 0 的开 V ⊆ TeG，使得限制

exp |V : V → exp(V ) ⊆ G

是双射的，并且 exp |V 和 (exp |V )−1 都是光滑的。

ii) 如果 G 是紧的，则 exp 是满射的。
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注意，X0 的最大积分曲线是常数曲线 γ0(λ) ≡ e，因此我们有 exp(0) = e。然后定理的

第一部分说，我们可以从 TeG 的恒等式的邻域恢复 G 的恒等式的邻域。

因为 TeG 是一个向量空间，所以它是非紧的 (直观地说，它在每个方向上都无限远地延
伸)，因此，如果 G 是紧的，则 exp 不能是单射的。这是因为，根据定理的第二部分，它将是
微分同胚 TeG→ G。但是，由于 G 是紧的，而 Teg 不是，它们不是微分同胚的。

Proposition 18.4. 设 G 是李群。exp : TeG → G 的图像是 G 的连通分支，其中包含单位

元。

因此，如果 G本身是连通的，则 exp又是满射的。请注意，一般而言，连通拓扑空间和紧
拓扑空间之间没有关系，即拓扑空间可以是其中之一，也可以同时是两者，或者两者都不是。

Example 18.5. 设 B : V × V 是 V 上的伪内积。然后

O(V ) := {ϕ ∈ GL(V ) | ∀ v, w ∈ V : B(ϕ(v), ϕ(w)) = B(v, w)}

称为 V 相对于 B 的正交群 (orthogonal group) 正交群。当然，如果需要强调 B 或 V 的基所

在的域，可以将它们包括在记号中。每个 ϕ ∈ O(V ) 都有行列式 1 或 −1，因为 det 是乘性的，
所以我们有一个子群

SO(V ) := {ϕ ∈ O(V ) | detϕ = 1}.

这些实际上是 GL(V ) 的 Lie 子群。李群 SO(V ) 是连通的

O(V ) = SO(V ) ∪ {ϕ ∈ O(V ) | detϕ = −1}

是不连通的。由于 SO(V ) 包含 idV，我们有

so(V ) := TidV
SO(V ) = TidV

O(V ) =: o(V )

和

exp(so(V )) = exp(o(V )) = SO(V ).

Example 18.6. 选择 TeG 的基 A1, . . . , Adim G 为 G 在 e 附近提供了一个方便的坐标。例如，

考虑 Lorentz 群

O(3, 1) ≡ O(R4) = {Λ ∈ GL(R4) | ∀x, y ∈ R4 : B(Λ(x),Λ(y)) = B(x, y)},

其中 B(x, y) := ηµνx
µyν , 其中 0 ≤ µ, ν ≤ 3 和

[ηµν ] = [ηµν ] :=


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 .

Lorentz群 O(3, 1)是 6维的，因此 Lorentz代数 o(3, 1)也是 6维的。为方便起见，不将 o(3, 1)

的基表示为 {M i | i = 1, . . . , 6}，我们将其表示为 {Mµν | 0 ≤ µ, ν ≤ 3}，并要求指标 µ, ν 是

反对称的，即

Mµν = −Mνµ.

则 Mµν = 0(当为 ρ = σ 时)，而集合 {Mµν | 0 ≤ µ, ν ≤ 3} 虽然在技术上不是线性独立的，
但包含我们要考虑作为基础的 6 个独立元素。这些基本元素满足以下括号关系

[Mµν ,Mρσ] = ηνσMµρ + ηµρMνσ − ηνρMµσ − ηµσMνρ.

任何元素 λ ∈ o(3, 1) 都可以表示为 Mµν 的线性组合，

λ = 1
2ωµνM

µν

其中，系数 ωµν 上的索引也是反对称的，系数
1
2 确保所有 µ, ν 的总和只对每个反对称对计数

一次。那么我们有

Λ = exp(λ) = exp( 12ωµνM
µν) ∈ O(3, 1).

O(3, 1)的子群由保持空间取向的 Lorentz变换或真 (proper)Lorentz变换组成，记为 SO(3�1)。
由时间取向保持或正交 orthochronousLorentz变换组成的子群由 O+(3, 1)表示。李群 O(3, 1)

是不连通的：它的四个连通分支是
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i) SO+(3, 1) := SO(3, 1)∩O+(3, 1), 也称为受限洛伦兹群 (restricted Lorentz group)，由真
的正交 Lorentz 变换组成；

ii) SO(3, 1) \ O+(3, 1), 真的非正交变换;

iii) O+(3, 1) \ SO(3, 1), 不真的正交变换；

iv) O(3, 1) \ (SO(3, 1) ∪ O+(3, 1)), 不真的非正交变换；.

由于 idR4 ∈ SO+(3, 1)，所以我们有 exp(o(3, 1)) = SO+(3, 1). 然后，{Mµν}提供了 SO+(3, 1)

的良好的坐标，因为如果我们选择

[ωµν ] =


0 ψ1 ψ2 ψ3

−ψ1 0 φ3 −φ2

−ψ2 −φ3 0 φ1

−ψ3 φ2 −φ1 0


则洛伦兹变换 exp( 12ωµνM

µν) ∈ SO+(3, 1)对应于 (ψ1, ψ2, ψ3)方向的升压 (boost)和 (φ1, φ2, φ3)

的空间旋转。事实上，在物理学中，人们经常认为李群 SO+(3, 1) 是由 {Mµν} 生成的。
一个表示 ρ : TidR4

SO+(3, 1)
∼−→ End(R4) 由以下给出:

ρ(Mµν)ab := ηνaδµb − ηµaδνb

这可能就是您在之前的一些相对论课程中看到的 Mµν 本身的定义。使用该表示法，我们得到

了相应的表示法

R : SO+(3, 1) → GL(R4)

根据定义, 通过指数映射
R(Λ) = exp( 12ωµνρ(M

µν)).

然后，映射 exp 变成矩阵的通常指数 (级数)。

Definition. 李群 G 的单参数子群 (one-parameter subgroup) 是李群同态

ξ : R → G,

其中 R 被理解为普通加法下的李群。

Example 18.7. 设 M 是光滑流形 Y ∈ Γ(TM) 是完备向量场。Y 的流动 (flow) 是光滑映射

Θ: R×M →M

(λ, p) 7→ Θλ(p) := γp(λ),

其中 λp 是 M 到 p 的最大积分曲线。对于固定的 p，我们有

Θ0 = idM , Θλ1
◦Θλ2

= Θλ1+λ2
, Θ−λ = Θ−1

λ .

对于每个 λ ∈ R，映射 Θλ 是微分同胚 M → M。用 Diff(M) 表示微分同胚 M → M 的群

(在合成下)，我们有这样的映射

ξ : R → Diff(M)

λ 7→ Θλ

是 Diff(M) 的一个单参数子群。

Theorem 18.8. 设 G 是李群。

i) 设 A ∈ TeG. 映射

ξA : R → G

λ 7→ ξA(λ) := exp(λA)

是一个单参数子群。
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ii) G 的每个单参数子群都有形式 ξA 表示某个 A ∈ TeG。

因此，李代数允许我们研究李群的所有单参数子群。

Theorem 18.9. 设 G 和 H 是李群，ϕ : G→ H 是李群同态。那么，对于所有的 A ∈ TeGG，

我们都有

ϕ(exp(A)) = exp((ϕ∗)eGA).

等同地，下图显示了对易关系。

TeGG TeHH

G H

exp

(ϕ∗)eG

exp

ϕ

特别是，对于 ϕ ≡ Adg : G→ G, 我们有

Adg(exp(A)) = exp((Adg∗)eA).
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19 主纤维丛

19.1 流形上的李群作用

19.2 主纤维丛

19.3 主丛态射
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20 纤维丛上的联络

20.1 纤维丛上的联络

20.2 丛联络的态射
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21 连通和连通 1-形式
21.1 主丛上的连通

21.2 连通 1-形式
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22 基流形上联络的局部表示：Yang Mills 场
22.1 Yang-Mills 场与局部表示

22.2 Maurer-Cartan 形式

22.3 规范映射
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23 平行移动

23.1 水平提升到主束

23.2 用路径有序指数解水平升力常微分方程

23.3 水平提升到丛联络
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24 主丛上的曲率和挠率

24.1 协变外导数与曲率

24.2 挠率
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25 协变导数

25.1 局部截面与等变函数的等价性

25.2 关联矢量纤维丛上的线性作用

25.3 协变导数的构造
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