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1 群的基本概念

1 群的基本概念
1.1 群的定义、性质及例子

§ 定义 1.1. 群 设 G 是一些元素（操作）的集合, 记为 G = {· · · , g, · · · }，在 G 中定义了代数（乘法）

运算，如果 G 中元素对这种运算满足下面四个条件，则称 G 是一个群。

1. 封闭性：任意两个元素的乘积仍属于这类元素的集合，即 ∀f, g ∈ G，有 fg ∈ G；

2. 结合律：对于 ∀f, g, h ∈ G，有 f(gh) = (fg)h；

3. 单位元：存在单位元素 e，使得对 ∀f ∈ G，有 ef = fe = f；

4. 逆元素：对 ∀f ∈ G，存在 f−1 ∈ G，使 f−1f = ff−1 = e。

需要注意，群乘法运算不一定满足交换律，即 fg 不一定等于 gf。在满足以上定义外，群 G 还满足以
下性质。

注 1. 单位元 e 唯一。

证明. 假设 e 和 e′ 都为 G 中单位元，则 ee′ = e′e = e = e′。

注 2. 逆元 f−1 唯一。

证明. 假设 g 和 h 为 f ∈ G 的两个逆元，则 g = ge = gfh = eh = h。

注 3. 逆元 f−1 的逆为 f。

证明. 因为 ff−1 = f−1f = e，所以 (f−1)−1 = f。

注 4. fg 的逆为 g−1f−1。

证明. 因为 fgg−1f−1 = ff−1 = e，g−1f−1fg = g−1g = e，所以 (fg)−1 = g−1f−1。

以下为几个群的例子。

例 1.1. 整数集及其上的加法运算，记为 {Z,+}，单位元 e = 0，逆元 a−1 = −a。

例 1.2. 实数集及其上的加法运算，记为 {R,+}，单位元和逆元同上。

例 1.3. 非零实数集及其上的乘法运算，记为 {R/0,×}，单位元 e = 1，逆元 a−1 = 1/a。

例 1.4. 空间反演群 {E, I}，元素为对 R3 空间矢量 r 的操作 Er = r，Ir = −r，群乘法为相继操作。

证明. 从群的四个条件证明：

1. 单位元：显然 EE = E，且 EIr = IEr = −r = Ir⇔ EI = IE = I，则 E 为单位元。

2. 逆元素：E−1 = E，I−1 = I。

3. 封闭性：EI = I，IE = I，EE = E, II = E。

4. 结合律：(EI)E = E(IE) = I。

1



1.1 群的定义、性质及例子 1 群的基本概念

即 {E, I} 在相继操作下构成群，为二阶反演群。

以上证明的关键在于封闭性的证明，为了直观表示元素间的乘法关系，我们可以将乘法关系的结果写成
以下表格：

E I

E E I

I I E

此表称为群乘法表。群乘法表常用于描述群元个数为有限个的群。
例 1.5. R3 中绕一固定轴的所有转动操作，两个转动操作的乘法运算为两操作的相继转动。

证明. 记转动轴为 z 轴，而绕 z 轴逆时针转动 α 角的操作为 Cz(α)。类似地，从四个条件证明：

1. 单位元：绕 z 轴转动 0 角度的操作为单位元 Cz(0)。

2. 逆元素：Cz(α) 的逆元素为 Cz(−α)，即绕 z 轴顺时针旋转 α 角的操作。

3. 封闭性：相继操作 Cz(α)Cz(β) = Cz(α + β) 为绕 z 轴逆时针旋转 (α + β) 角的操作，仍是绕 z 轴的
旋转操作。

4. 结合律：[Cz(α)Cz(β)]Cz(γ) = Cz(α)[Cz(β)Cz(γ)] = Cz(α+ β + γ)。

即 R3 中绕一固定轴的所有转动操作构成群，因其能用行列式为 1 的 2 阶正交矩阵表示，故称为 SO(2)

群。

例 1.6. n 阶置换群 Sn，其中的元素定义为将 1, 2, · · · , n 这 n 个数一对一对应到 1, 2, · · · , n 上的映射。每
个元素可以表示为

p =

(
1 2 · · · n

m1 m2 · · · mn

)
, (1.1)

表示映射 p : 1 → m1, 2 → m2, · · · , n → mn。群乘法为相继映射。如我们写出 5 阶置换群的一个元素为(
1 2 3 4 5

2 3 1 5 4

)
。

证明. 从群的四个条件证明：

1. 单位元：恒等映射 e =

(
1 2 · · · n

1 2 · · · n

)
为单位元。

2. 逆元素：元素 p 的逆元素为 p−1 =

(
m1 m2 · · · m1

1 2 · · · n

)
。

3. 封闭性：若 p =

(
1 2 · · · n

m1 m2 · · · mn

)
，q =

(
1 2 · · · n

q1 q2 · · · qn

)
=

(
m1 m2 · · · mn

q′1 q′2 · · · q′n

)
，其

中 q′1, · · · , q′n 是 q1, · · · , qn 的重排列，则有

qp =

(
m1 m2 · · · mn

q′1 q′2 · · · q′n

)
·

(
1 2 · · · n

m1 m2 · · · mn

)
(1.2)

=

(
1 2 · · · n

q′1 q′2 · · · q′n

)
�

即 qp 同样是对 n 个数的一对一映射。
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1.1 群的定义、性质及例子 1 群的基本概念

4. 结合律：若 p =

(
1 2 · · · n

m1 m2 · · · mn

)
，q =

(
m1 m2 · · · mn

q1 q2 · · · qn

)
, r =

(
q1 q2 · · · qn

r1 r2 · · · rn

)
，则

有

(rq) p =

[(
q1 q2 · · · qn

r1 r2 · · · rn

)
·

(
m1 m2 · · · mn

q1 q2 · · · qn

)]
·

(
1 2 · · · n

m1 m2 · · · mn

)

=

(
m1 m2 · · · mn

r1 r2 · · · rn

)
·

(
1 2 · · · n

m1 m2 · · · mn

)

=

(
1 2 · · · n

r1 r2 · · · rn

)
(1.3)

=

(
q1 q2 · · · qn

r1 r2 · · · rn

)
·

(
1 2 · · · n

q1 q2 · · · qn

)

=

(
q1 q2 · · · qn

r1 r2 · · · rn

)
·

[(
m1 m2 · · · mn

q1 q2 · · · qn

)
·

(
1 2 · · · n

m1 m2 · · · mn

)]
= r (qp)

满足结合律。

例 1.7. 平面正三角形对称群 D3，即由保持正三角形不变的纯转动操作构成的集合，群乘法为相继操作。

证明. 如图1.1所示，一共有六个保持正三角形不变的转动操作，分别为：

1. e：不变操作；

2. d：绕 z 轴逆时针旋转 2π/3，Cz(2π/3)；

3. f：绕 z 轴逆时针旋转 4π/3，Cz(4π/3)；

4. a：绕 1 轴旋转 π，C1(π)；

5. b：绕 2 轴旋转 π，C2(π)；

6. c：绕 3 轴旋转 π，C3(π)；

易证单位元为 e，各元素都存在逆元，e, a, b, c 以自身为逆元，而 d 和 f 互为逆元。因此，只需证明封闭性
和结合律。

1. 封闭性：通过任意相继进行两个操作，可以得到封闭性。以 ad 为例，先进行 d 操作，再进行 a 操作，
得到的结果和单独进行 b 操作相同，因此有 ad = b
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1.1 群的定义、性质及例子 1 群的基本概念

图 1.1: D3 群示意图。

D3 e d f a b c

e e d f a b c

d d f e c a b

f f e d b c a

a a b c e d f

b b c a f e d

c c a b d f e

表 1.1: D3 群乘法表。

类似地，先进行 a 操作，再进行 d 操作，得到的结果和单独进行 c 操作相同，因此有 da = c。

同理，通过计算两两操作间的相继操作，我们可以得到乘法表如表1.1所示，满足封闭性。值得注意的
是，观察 D3 群的乘法表表1.1，可以发现乘法表关于主对角线并不是对称的，即对于 g, f ∈ D3，gf 和
fg 不一定相等。

2. 结合律：籍由乘法表表1.1，我们容易验证其满足结合律。

除了在平面正三角形中直接进行操作而得出群乘法关系，我们还能通过 3阶置换群 S3 表示同样的结构。
我们可以定义如下对应关系

e⇔

(
A B C

A B C

)
, d⇔

(
A B C

B C A

)
, f ⇔

(
A B C

C A B

)
, (1.4)

a⇔

(
A B C

A C B

)
, b⇔

(
A B C

C B A

)
, c⇔

(
A B C

B A C

)
,

其中置换
(
A B C

B C A

)
表示将顶点 A 移动到原来顶点 B 的位置，以此类推。根据置换操作的乘法关系，

我们容易发现由以上置换操作构成的 S3 群和 D3 群拥有相同的乘法表，即具有相同的结构。比如我们可以
验证

ad⇔

(
A B C

A C B

)
·

(
A B C

B C A

)
=

(
A B C

C B A

)
⇔ b. (1.5)

可见，即便群元和群乘法不相同，不同的群可以描述相同的结构。描述同一结构的不同群可以认为是同
一结构的不同表示方法。因此，对于群元为抽象操作的抽象群，我们可以用结构相同但群元不同，但更为简
单的、便于计算的群来描述抽象群，由此便引申出群的表示理论，即使用矩阵群作为抽象群的表示方法。以
下为几个矩阵群的例子，下文默认以矩阵乘法为群乘法。
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1.1 群的定义、性质及例子 1 群的基本概念

例 1.8. 满足特定条件的所有 n× n 复方阵 A 组成的集合：

1. det(A) = 0，不构成群，因不存在逆元。

2. det(A) ̸= 0，构成群，因行列式非零方阵可逆，容易验证其他三个条件也满足。

3. det(A) = 1，构成群。

4. det(A) = −1，不构成群，因不满足封闭性：det(AB) = detA detB = 1 ̸= −1。

5. |det(A)| = 1，构成群。如果矩阵 A 是酉的（Unitary ），即满足 A†A = I（† 表示矩阵的转置共轭），
则称该群为 U(n) 群，即 n 阶酉群。如果在此基础上进一步要求 detA = 1，仍然构成群，称该群为特

殊 n 阶酉群，即 SU(n) 群。

例 1.9. 以下六个 3 阶矩阵构成群：

E =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , D =


0 0 1

1 0 0

0 1 0

 , F =


0 1 0

0 0 1

1 0 0

 , (1.6)

A =


1 0 0

0 0 1

0 1 0

 , B =


0 0 1

0 1 0

1 0 0

 , C =


0 1 0

1 0 0

0 0 1

 .

这六个矩阵所组成群的乘法表在映射 e⇔ E, · · · , c⇔ C 后与 D3 群的乘法表表1.1一致。这是因为若我
们定义三个列矢量 vA = (1, 0, 0)T，vB = (0, 1, 0)T，vC = (0, 0, 1)T 分别对应图1.1正三角形的三个顶点 A、
B、C。当将上述矩阵作用在列矢量上时，相当于三个矢量间的置换，即对应于正三角形三个顶点的置换。因
此我们可以认为以上六个 3 阶矩阵所构成的群形成对 D3 群的一个表示方法，因为使用的是 3 阶矩阵，我们
也称之为 3 维表示。同样地，我们也能找到六个 2 阶矩阵满足相同的乘法关系。
例 1.10. 以下六个 2 阶矩阵构成群：

E′ =

(
1 0

0 1

)
, D′ =

(
−1

2 −
√
3
2√

3
2 −1

2

)
, F ′ =

(
−1

2

√
3
2

−
√
3
2 −1

2

)
, (1.7)

A′ =

(
−1 0

0 1

)
, B′ =

(
1
2

√
3
2√

3
2 −1

2

)
, C ′ =

(
1
2 −

√
3
2

−
√
3
2 −1

2

)
.

不难验证以上六个 2 阶矩阵满足相同与 D3 相同的乘法表。为了联系起 D3 群和以上矩阵群，我们可使
用平面直角坐标系描述正三角形图1.1的三个顶点，如图1.2所示。

以 d 操作即绕 z 轴逆时针旋转 2π/3 为例，设对应于 d 操作的 2 阶矩阵为
(
a11 a12

a21 a22

)
，该操作将

A(0, 2) 点转动到 B
(
−
√
3,−1

) 点，将 C
(√

3,−1
) 点转动到将 A(0, 2) 点，即满足以下两个矩阵方程：(

a11 a12

a21 a22

)(
0

2

)
=

(
−
√
3

−1

)
,

(
a11 a12

a21 a22

)( √
3

−1

)
=

(
0

2

)
. (1.8)

由此我们解得 a11 = −1/2, a12 = −
√
3/2, a21 =

√
3/2, a22 = −1/2。其他矩阵同理可得。

当进一步尝试使用 1 阶矩阵（数）来构造相同的结构时，我们会发现这样的构造是不存在的，因为 1 阶
矩阵过于简单，无法承载原来群的一些信息，比如 D3 中元素间乘法是不可交换的，但在 1 阶矩阵中，矩阵
乘法退化为数乘，无法满足不可交换的性质。更详细的内容将在第二章群表示理论中学习。
在初步熟悉群的基本定义后，我们将引入更多群论中的基本概念。
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1.1 群的定义、性质及例子 1 群的基本概念

图 1.2: 以直角坐标系描述正三角形。

§ 定义 1.2. 有限群与无限群 群 G 内元素个数称为群的阶，记做 |G|。当群阶有限时，称为有限群，当
群阶无限时，称为无限群。

例 1.11. 整数加群 {Z,+}、实数加群 {R,+} 为无限群。

例 1.12. D3 是有限群，群阶 |D3| = 6；n 阶置换群 Sn 为有限群，群阶 |Sn| = n!。

§ 定义 1.3. Abel 群（交换群）当元素的乘法运算满足交换律，即 ab = ba 时，这个群被称为 Abel 群，
亦称交换群。

§ 定义 1.4. 生成元 由群 G 的一个最小的群元的集合及其运算关系就可以构造出一个群，这个最小的

群元的集合称为群 G 的生成元集，其中的元称为生成元。

例 1.13. 整数加群 {Z,+} 的生成元集可以取为 {1}，也可以取为 {−1}。

例 1.14. 空间反演群 {E, I} 的生成元集为 {I}。

例 1.15. D3 群的生成元集可以取为 {d, a}，或者 {f, b} 等，虽然这两个集合所含元素不同，但元素个数相
同，这个数目称为有限群的秩。

§ 定义 1.5. 循环群 在群 G 中，若存在一个元素 g ∈ G，使得对任意 a ∈ G，都能表示为 a = gi（i ∈ Z）
的形式，则称 G 为循环群。元素 g 为该群的生成元。

例 1.16. 对于整数加群 {Z,+}，取其生成元 1，所有群元都能表示为 n = 1n；或者可取 −1 为生成元，则
所有群元都可表示为 n = (−1)−n，因此群 {Z,+} 是循环群。

§ 定义 1.6. n 阶循环群 由一个元素 a 及其幂次构成的有限群 Cn = {a, a2, · · · , an−1, an = e} 称为 n

阶循环群，a 为循环群的生成元，n 亦为群元 a 的阶，同样也是群的阶 |Cn| = n。

证明. 由于封闭性，a 的任意幂次都是 Cn 中的群元，只需证明当 n 是满足 an = e 的最小值时，
a, a2, · · · , an−1, an 为各不相同的群元即可。采用反证法，若存在正整数 i, j 使得 1 ≤ i < j ≤ n 且 ai = aj，
等式两边左乘 a−i 后，有 aj−i = e，矛盾。因此 Cn 由 a 的幂次生成。
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1.1 群的定义、性质及例子 1 群的基本概念

例 1.17. 空间反演群 {E, I} 为 2 阶循环群。

例 1.18. 分圆方程 xn = 1 的根 {1, ω, ω2, · · · , ωn−1} 在数乘下构成 n 阶循环群 Cn，其中 ω = ei2π/n。

图 1.3: 具有 3 重旋转不变性的分子结构。 图 1.4: V4 群示意图。

n 阶循环群 Cn 可以描述只具有 n 重旋转不变性物体的对称性，如图1.3所示，保持具有 3 重旋转不变
性的分子结构不变的操作组成 3 阶循环群 C3。之后将证明，阶为 3 的群只有 C3，但对于更大的阶数 n > 4，
可能存在除 Cn 外的其他群。例如，对于 4 阶群，除了 C4 群，还有 Klein 四元群。
例 1.19. 保持平面长方形不变的纯转动操作构成的群，称为 Klein 四元群 V4，或 D2 群。

如图1.4所示，Klein 四元群的群元包括不动操作 e，绕水平（x）轴转动 π 角度 a = Cx(π)，绕竖直（y）
轴转动 π 角度 b = Cy(π)，以及两个转动操作的相继操作，即为绕垂直于 x 及 y 轴的 z 轴转动 π 角度
ab = ba = Cz(π)，因此 V4 = {e, a, b, ab = ba}。易知 V4 群为 Abel 群。为了验证 V4 群不是一个循环群，其
中一种方法是写出 V4 的群乘法表，依次判断不同的群元是否能写为同一群元的幂次形式，这种方法比较繁
琐。因此我们将介绍另一种描述有限群结构的常用方法：Cayley 图。

图 1.5: (a) 与 Klein 四元群 V4 具有相同结构的开关态。(b)V4 群的 Cayley 图。

首先，我们用两个独立的开关组成的态描述操作过后的平面长方形。如图1.5(a) 所示，我们用 0 和 1 分
别描述开关的关闭和打开，e 操作对应于状态 (0, 0)，a 操作对应于改变第一个开关，b 操作为改变第二个开
关。两个开关一共有四个状态，即 (0, 0), (1, 0), (0, 1) 和 (1, 1)，四个状态间可以通过 a 和 b 进行连接。接着，
若用蓝线代表 a 操作，红线代表 b 操作，则四个状态的相连情况就如图1.5(b) 所示。我们发现，从任意一个
状态出发，都不可能只用单一颜色的线连起其他状态，即不可能只用一个生成元的幂次表示所有群元。因此
V4 不是一个循环群。由此，我们知道群阶为 4 的群至少有 4 阶循环群和 Klein 四元群这两种。
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1.1 群的定义、性质及例子 1 群的基本概念

通过之前诸多例子，我们意识到以不同的元素为群元，可以得到各种各样的群，但是其中有一些群，虽
然包含的群元不同，但我们可以通过构建群元素之间的对应关系，建立起两个群之间的关系，且被联系起的
两个群具有相同的乘法表或 Cayley 图，如 D3 群和 S3 群之间就可以建立起这种对应。因此，在群结构的层
面，这些能被群元间的对应关系联系起的群应被视为等价的，这便引申出以下的重要定义。

§ 定义 1.7. 同构 若从群 G 到群 F 上，存在一一对应的满映射 Φ，且这个映射本身保持群的乘法运

算规律不变，则称群 G 与群 F 同构，记作 G ∼= F。映射 Φ 称为同构映射。

注. 群同构关系可以用图1.6表示，其中映射保持群乘法运算不变，意味着 G 中两个元素乘积的映射，等于

F 中两个元素映射后像的乘积，即对于所有 gi, gj ∈ G，都满足 Φ(gigj) = Φ(gi)Φ(gj)。

图 1.6: 群同构关系图。

例 1.20. 平面正三角形对称群和 3 阶置换群同构 D3
∼= S3，同构映射已由式1.4给出。

例 1.21. 整数模 n 加法群同构于 n 阶循环群 Zn
∼= Cn。整数模 n 加法群表示为 Zn = {0, 1, 2, · · · , n− 1}，

其中 n 为正整数 n ∈ Z+，群乘法定义为加法对 n 取模，即

a · b = (a+ b)mod n. (1.9)

证明. 记 n 阶循环群为 Cn = {an = e, a1, a2, · · · , an−1}，对于任意 g ∈ Zn，我们可以构造以下一一映射 Φ

Φ : g →

ag if g ̸= 0,

e if g = 0.
(1.10)

只需证明该映射保持乘法运算规律不变即可。现在考虑 Φ(g1 · g2)：

1. 若 g1 和 g2 其中一个为 0，不妨设 g1 = 0，显然有 Φ(0 · g2) = Φ(g2) = e · Φ(g2) = Φ(0) · Φ(g2)。

2. 若 g1 和 g2 都不为 0，如果 g1 + g2 < n，则 Φ(g1 · g2) = ag1+g2 = ag1 · ag2 = Φ(g1) · Φ(g2)；如果
g1 + g2 ≥ n，则 Φ(g1 · g2) = ag1+g2−n = ag1 · ag2 = Φ(g1) · Φ(g2)。

因此映射 Φ 保持乘法规则不变，即 Zn
∼= Cn。

例 1.22. 所有模长为 1 的复数在乘法下形成的群，即 U(1) 群，与行列式为 1 的 2 阶正交矩阵群 SO(2) 同

构，即 U(1) ∼= SO(2)。

证明. 模长为 1 的复数可表示为 eiα，而行列式为 1 的二阶正交矩阵可表示为
(

cosα − sinα
sinα cosα

)
，二者存

在一一对应关系，以此构建同构映射，易证其保持乘法规则不变。
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1.2 子群与陪集 1 群的基本概念

由于同构关系的存在，我们此后以精确到同构层面为准判断两个群是否“相等”。有了同构的概念后，我
们将给出群论中最基本的定理。

■ 定理 1.1. 重排定理 设 G = {· · · , gα, · · · }，对 ∀u ∈ G，当 gα 取遍 G 中所有元素时，ugα 给出且

仅仅一次给出 G 中所有元素。上述定理对右乘亦成立。

证明. 记 uG = {ugα|gα ∈ G}。以下证明取定任一 u ∈ G 后，对 ∀gα ∈ G，映射 Φ : ugα → gβ 为一一映射。

1. Φ 为满射：对 ∀gβ ∈ G，都存在 u−1gβ ∈ G，当 gα 取到 u−1gβ 时，有 ugα = u
(
u−1gβ

)
= gβ，即 Φ

为满射。

2. Φ 为单射：采用反证法，假设 gi, gj ∈ G，且 gi ̸= gj，但 ugi = ugj（多对一），左乘 u−1 则导致 gi = gj，
与假设矛盾，因此 ugi ̸= ugj，即 Φ 为单射。

综上，映射 Φ : ugα → gβ 为一一映射，又因为 uG 和 G 的元素完全一样，因此 uG 中的元素仅为 G 中元
素的重排，即可写作 uG = G。右乘的情况同理可证。

推论 1. 乘法表每行每列都是群的重排，即乘法表同一行和同一列不会出现相同的元素。

推论 2. 精确到同构，2 阶和 3 阶群只有一种。

C2 e a

e e a

a a e

表 1.2: 2 阶群乘法表。

C3 e a b

e e a b

a a b e

b b e a

表 1.3: 3 阶群乘法表。

证明.

1. 2 阶群：设 G = {e, a}，由于 aG 为 G 的重排，只能有 a2 = e，即 2 阶群只能为 2 阶循环群 C2，乘法
表为表1.2。

2. 3 阶群：设 G = {e, a, b}，对于乘法表表1.3的第二行，因 ab 不能为 b，只能有 ab = e 和 a2 = b，群乘
法表因此唯一确定，3 阶群只有 3 阶循环群 C3 一种。

1.2 子群与陪集
我们将讨论群包含的一些结构关系。参照集合与子集的关系，可以定义群的子群。

§ 定义 1.8. 子群 设 H 是群 G 的一个子集（部分元素的集合），若对群 G 相同的乘法运算，H 也构

成一个群，则称 H 为 G 的子群，记作 H < G。
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1.2 子群与陪集 1 群的基本概念

注 1. 群 G 的子集 H 为子群的充要条件为 H 满足封闭性，即 ∀hα, hβ ∈ H，都有 hαhβ ∈ H。乘法的结合
律在 G 为群时已满足；封闭性要求任何元素的周期都在该子集中，即 hk = e，hk = h−1 都在子集中。故而

形成子群。

注 2. 群 G 本身以及 {e} 都是 G 的子群，一般称为平庸子群。我们考虑的子群一般都为这两者外的子群，

即非平庸子群。

例 1.23. 整数加群 {Z,+} 为实数加群 {R,+} 的子群；偶整数加群 {2Z,+} = {0, 2, · · · , 2n, · · · } 为整数加
群 {Z,+} 的子群。

例 1.24. m 阶置换群 Sm 是 n 阶置换群 Sn 的子群 Sm < Sn，其中 m < n。

例 1.25. D3 群有 4 个非平庸子群，分别为 {e, d, f}、{e, a}、{e, b} 和 {e, c}，其中 {e, d, f} 同构于 C3 群，

而后三者同构于 C2 群。

§ 定义 1.9. 群元的阶 对任意一个有限群 G，从中取一个元素 a，从 a 出发作幂操作，总可以构成 G

的一个循环子群 Zk = {a, a2, · · · , ak−1, ak = e}，这时称满足这个性质的最小的 k 为群元 a 的阶。

例 1.26. 对于 D3 = {e, d, f, a, b, c}，群元的阶分别为 {1, 3, 3, 2, 2, 2}。

§ 定义 1.10. 陪集 设 H 是群 G 的子群，H = {hα}，由固定的 g ∈ G，可生成子群 H 的左陪集：

gH = {ghα|hα ∈ G}，也可生成子群 H 的右陪集：Hg = {hαg|hα ∈ G}。

注 1. 陪集不是群，陪集元素个数为子群的阶。

证明. 以左陪集为例，只需证明当 hα 取遍子群 H 所有元素时，ghα 都会给出不同的群元即可。对于 ∀hα, hβ ∈
H，且 hα ̸= hβ，假设 ghα = ghβ，则有 g−1ghα = g−1ghβ ⇒ hα = hβ，与假设矛盾。因此 gH 的元素个数
为 |H|。右陪集同理可证。

注 2. 陪集可以是子群 H 本身。若 g ∈ H，由重排定理知此时陪集为子群本身，即 gH = H。右陪集同理。

当 g /∈ H 时，我们还能证明此时陪集与子群 H 无任何公共元素，即 gH ∩H = ∅ 和 Hg ∩H = ∅。这
一点将伴随以下更强的定理一起证明。

■ 定理 1.2. 陪集定理 设群 H 是群 G 的子群，则 H 的两个左（或右）陪集或者完全相同，或者没有

任何公共元素。

该定理也可表示为，设 H < G，对于 ∀g1, g2 ∈ G，有g1H ∩ g2H = ∅, 或
g1H = g2H.

(1.11)

证明. 我们只需证明若两个左陪集 g1H 和 g2H 有一个公共元素时，两个左陪集必然完全相同即可。假设
g1H 和 g2H 有一个公共元素，表示为 g1hα = g2hβ，则有 g−1

2 g1 = hβh
−1
α = hγ ∈ H。由重排定理，可知

g−1
2 g1H = H，即 g1H = g2H。因此两个左陪集要么没有公共元素，要么完全相同。对右陪集的情况同理可
证。
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1.2 子群与陪集 1 群的基本概念

图 1.7: 群的左陪集分割示意图。

由陪集定理知，同一陪集中的任意元素与子群 H 相乘都会得到该陪集。因此当找到群 G 的一个子群 H

后，我们可以将所有群元 gi ∈ G 与 H 相乘，得到 m 个陪集（m ≤ |G|），并从每个陪集中选取一个元素，组
成陪集代表元集合 {g0 = e, g1, · · · , gm−1}，其中 e 为陪集 eH = He = H 的代表元。有了子群 H < G 以及
m < |G|个左陪集代表元 {g0 = e, g1, · · · , gm−1}，我们可以对群 G作左陪集分割 G = eH∪g1H∪· · ·∪gm−1H，
如图1.7示意图所示。同理，我们也能对群作右陪集分割。由于每个陪集的阶相等 |giH| = |gjH|，群陪集分
割结构的存在限制了子群 H 的阶数，这便是拉格朗日（Lagrange）定理的内容。

■ 定理 1.3. 拉格朗日（Lagrange）定理 有限群子群的阶 |H|，必为群阶 |G| 的因子，|G|/|H| 记做
子群的指数。

证明. 对于有限群 G 的任一个子群 H < G，因为不同的陪集没有任何公共元素，总可以通过选取 m 个左陪
集代表元后，穷尽整个群 G，即 G = eH ∪ g1H ∪ · · · ∪ gm−1H。此时群阶 |G| 与陪集的阶满足关系：

|G| = |H|+ |g1H|+ · · ·+ |gm−1H|. (1.12)

又因为每个陪集的阶都等于子群阶 |giH| = |H|，以上等式变为

|G| = m|H|. (1.13)

对于有限群，m 和 |H| 都是正整数，因此子群的阶 |H| 为群阶 |G| 的因子，陪集个数 m = |G|/|H|，即子群
H 的指数，也是群阶 |G| 的因子。

由拉格朗日定理，我们可以得到以下推论。

推论 1. 有限群任意群元的阶，必为群阶的因子。

证明. 对于群 G 的任一个群元 g，总能用 g 生成一个 k 阶循环子群 Ck = {gk = e, g, g2, · · · , gk−1}，对该子
群使用拉格朗日定理，可知群元的阶 k 即循环子群的阶是群阶 G 的因子。

推论 2. 任一 p 阶群（p 为素数）均同构于 p 阶循环群 Cp。
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1.2 子群与陪集 1 群的基本概念

证明. 对于任意素数阶群 G，任取其中一个非单位元的元素 g ∈ G，由上一个推论知 g 的阶只能为素数 p

的因子即 p 本身，因此由该元素 g 生成的循环子群 H = {gp = e, g, g2, · · · , gp−1} 即为群 G 的子群，且
|G| = |H| = p，所以 G = H。构造同构映射 Φ : g → a 即得 G 同构于 p 阶循环群 Cp，其中 a 为 Cp 的生成
元。

注意推论 1 的逆命题并不成立，即若 k 是有限群群阶 G 的因子，G 并不总是存在阶为 k 的群元。只有
当该因子为素因子时，才有该逆命题成立，即以下定理。

推论 3. 柯西（Cauchy）定理 若 p 是一个整除群 G 的阶的素数，则 G 至少有一个阶为 p 的群元。

拉格朗日定理是对群结构的很强的约束，配合重排定理，往往可以决定群的完整结构。以 4 阶群为例，
我们将证明，精确到同构，4 阶群只有两种。

例 1.27. 4 阶群只有循环群 C4 和 Klein 四元群 V4 两种，其中 V4 是最小的非循环群。

证明. 设 4 阶群为 G = {e, a, b, c}，由拉格朗日定理知除 e 外的元素的阶只能是 2 或 4，我们可根据 G 是否
含有 4 阶元素进行讨论。

1. 若 G 中存在一个 4 阶元素，不妨取 |a| = 4，则由 a 生成的循环子群 C4 = {a4 = e, a, a2, a3} 与原来
的群完全相同，另外两个非单位元元素为 a 的 2 次和 3 次幂，此时的 4 阶群为 4 阶循环群。

2. 若 G 不含有 4 阶元素，即 |a| = |b| = |c| = 2。由重排定理知 ab = ba = c，bc = cb = a，ca = ac = b，
因此可容易写出 G 的乘法表为表1.4，易知其同构于 Klein 四元群。

V4 e a b c

e e a b c

a a e c b

b b c e a

c c b a e

表 1.4: V4 群乘法表。

类似地，根据拉格朗日定理，我们能确定 6 阶群也只有两种。

例 1.28. 6 阶群只有循环群 C6 和平面正三角形对称群 D3 两种，其中 D3 是最小的非 Abel 群。

证明. 设 6 阶群为 {e, a, b, c, d, f}，由拉格朗日定理知除 e 外的元素的阶只能为 2, 3 或 6。我们使用 Cayley
图研究群的结构，考察阶为 2 和 3 的元素，不妨设 |a| = 2 和 |b| = 3。由于 a 是 2 阶元素，a 和 a−1 等价，
因此我们可以用不带箭头的蓝线表示左乘 a，而 b 与 b−1 不相等，我们用带箭头的红线表示左乘 b。从单位
元 e 出发，6 阶群 Cayley 图两个基本单元构成，如图1.8(a) 所示，其中 b 生成一个 3 阶循环群。同样地，我
们可以从 a 元素出发，左乘 b 元素，构成另一个循环图，如图1.8(b) 所示。
从 e 出发的循环和从 a 出发的循环通过作用 a 联系起来，剩余 b 和 b2 与 ba 和 b2a 的连接还需确定，

一共存在两种连接方式，分别对应图1.8(c) 和 (d)。对于图1.8(c) 的情况，可将其变形为图1.8(e) 左列的形式，
其中内外两个循环沿着同一方向进行，容易发现这种结构下对任意群元进行 ab 操作和 ba 操作是等价的，因
此是 Abel 群。可以验证此结构下 ba 为群的生成元，任意群元都能表示为 ba 的幂次，因此此时的 6 阶群实
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1.3 不变子群和类 1 群的基本概念
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图 1.8: (a) 6 阶群 Cayley 图的两个基本单元。(b) 由 a 出发的循环图。(c)(d) 两种可能的连接方式。(e) 第
一种连接情况对应于 6 阶循环群 C6。(f) 第二种连接情况对应于 D3 群。

际为 6 阶循环群 C6（图1.8(e) 右列）。对于图1.8(d) 的情况，同样将其变形为图1.8(f) 左列的形式，此时两
个循环沿着相反方向进行，这导致 ab 操作和 ba 操作会给出不同的结果，因此是非 Abel 群。可以验证这个
群的 Cayley 图和 D3 群的 Cayley 图具有相同的结构，因此此时的 6 阶群同构于 D3 群，是最小的非 Abel
群。

实际上，如图1.8(f) 这类由两个相反循环构成的群，是一类特殊的群，称为二面体群 Dn，其中 n 为内
圈或外圈的循环子群的群阶。

例 1.29. 正 n 边形的旋转对称群称为二面体群 Dn（n ≥ 3）。

一个正 n边形包含两种旋转轴：一个垂直于多边形平面的 n次轴，包含 n个群元 {e = Rn, R,R2, · · · , Rn−1}；
n 个位于多边形平面内的 2 次轴，同样包含 n 个元素 {S0, S1, · · · , Sn−1}。对于绕同种轴的旋转，有关系
Rn = S2

j = e。现在考虑绕两种轴的相继旋转 RSj，如图1.9(a) 所示，Sj 操作下，该轴上的 A 点不变，而
Sj+2 轴上的 B 点变成 Sj−2 轴上的 B′ 点；再进行 R 操作，A 点旋转至原 B 点的位置，而 B′ 点旋转至原
A 点的位置。可见联合操作 RSj 交换了 A、B 点，因此为 Sj+1 操作：

RSj = Sj+1, R
mSj = Sj+m, R

m = Sj+mSj , (1.14)

具有封闭性。取逆有 R−1 = SjSj+1，R−m = SjSj+m，因此得到

SjRSj = SjSj+1 = R−1. (1.15)

Dn 群可用两个生成元 R和 Sj 通过以上关系构造：Dn = {R,S | Rn = S2 = e, SRS = R−1}。用 Cayley图表
示出生成元间的关系如图1.9(b)，可以发现 SRS = R−1 的确导致内外两个循环相反，且 RS = SR−1 ̸= SR

（n ≥ 3），因此二面体群 Dn 在 n ≥ 3 时是非 Abel 群（D2
∼= V4 是 Abel 群）。

1.3 不变子群和类
我们以最简单的二面体群 D3 为例，探究群更多的结构信息。已知 D3 群包含 4个非平庸子群：{e, d, f}、

{e, a}、{e, b} 和 {e, c}，我们考虑不同子群对应的陪集分割。

1. 取子群 H1 = {e, a}，对应的左陪集为 bH1 = {b, f} 和 cH1 = {c, d}，而右陪集为 H1b = {b, d} 和
H1c = {c, f}，即 H1 对应的左陪集和右陪集并不相等。
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1.3 不变子群和类 1 群的基本概念
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图 1.9: (a) Dn 群群元间的关系。(b) Dn 群生成元间关系的 Cayley 图表示。

2. 取子群 H2 = {e, d, f}，对应的左陪集为 aH2 = {a, b, c}，而右陪集为 H2a = {a, b, c}，H2 对应的左陪
集和右陪集是相同的。

因此，对同一个群，我们可将其子群分成两类，一般子群的左陪集和右陪集并不相等，而另一类特殊的子群
的左陪集和右陪集是相同的，我们将其称为不变子群。

§ 定义 1.11. 不变子群 设 H 是 G 的子群，若对任意固定的 f ∈ G，H 的左陪集与右陪集相等

（fH = Hf），则称 H 是 G 的不变子群（正规子群），记为 H ◁ G。

例 1.30. 整数加群是实数加群的不变子群，{Z,+} ◁ {R,+}，因为加法可交换。

例 1.31. C3 ◁ D3。

证明. C3 = {e, d, f}，对于 ∀g ∈ D3 = {e, d, f, a, b, c}，有

gC3 =

{e, d, f} = C3g if g ∈ {e, d, f},

{a, b, c} = C3g if g ∈ {a, b, c},
(1.16)

因此 C3 ◁ D3。

对于不变子群，有以下定理。

■ 定理 1.4. 若 H 是 G 的不变子群，那么对任意固定的 f ∈ G，当 hα 取遍 H 中所有元素的时候，

fhαf
−1 给出且仅仅一次给出 H 中所有元素。

证明. 只需证明 fHf−1 为 H 的重排即可。对 ∀hα ∈ H，可证映射 Φ : fhαf
−1 → hβ 为一一映射。

1. Φ 为满射：对 ∀hβ ∈ H，因为 H 为不变子群，故 hβf ∈ Hf = fH，即必存在 hα 使得 hβf = fhα。因
此，f−1hβf = hα ∈ H。所以当 hα 取到 f−1hβf 时，fhαf−1 = hβ，即 Φ 为满射。

2. Φ 为单射：采用反证法，假设 hα, hβ ∈ H，hα ̸= hβ，但 fhαf
−1 = fhβf

−1，则导致 hα = hβ，与假设
矛盾，因此 fhαf

−1 ̸= fhβf
−1，即 Φ 为单射。

综上，fHf−1 仅为 H 的重排。
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1.3 不变子群和类 1 群的基本概念

由不变子群的定义及以上定理，我们可以得到以下几个推论。

推论 1. Abel 群的所有子群都是其不变子群。

证明. 在 Abel 群 G 中，对 ∀H < G，hα ∈ H，f ∈ G，都有 fhα = hαf，即 fH = Hf，所以 H ◁ G。

推论 2. 指数为 2 的子群（群阶为 |G|/2）必为不变子群。例如 Cn ◁ Dn。

证明. 记 H < G，且 |H| = |G|/2，由 G可做左陪集分割 G = eH ∪ g1H 和右陪集分割 G = He∪Hg2，由陪
集定理知 eH 和 g1H、He 和 Hg2 无公共元素，而 eH = He 同时包含 G 的一半元素，因此 g1H 和 Hg2 均
包含 G 中不属于 H 的另一半元素，因此 g1H = Hg2，重新取右陪集代表元为 g1 ∈ Hg2，即有 g1H = Hg1。
因此 ∀g ∈ G 都有 gH = Hg，因此 H 为 G 的不变子群。

推论 3. 不变子群 H 的两个不同陪集中元素的乘积，必为第三个陪集或 H 的元素。

证明. 对于不变子群 H 的两个不同的陪集 giH 和 gjH，取 gihα ∈ giH 和 gjhβ ∈ gjH，则由不变子群的定
义有

gihαgjhβ = gigjhα′hβ = gigjhγ ∈ gigjH. (1.17)

利用反证法证明 gigjH 为不同于 giH 和 gjH 的第三个陪集或者 H。假设 gigjH = giH，则左乘 g−1
i 得

gjH = H，与 gjH 是陪集矛盾；假设 gigjH = gjH，则右乘 g−1
j 得 H = gigjHg

−1
j = giH，与 giH 是陪集

矛盾。因此 gigjH = gkH，当 gk /∈ H 时，gkH 是不同于 giH 和 gjH 的第三个陪集；当 gk ∈ H 时，gkH
是不变子群 H。

从以上推论，我们发现对群以其不变子群做陪集分割后，存在一个由不变子群及其陪集构成的新结构，
在定义集合间的乘法后，这个结构体现出群的性质，引申出以下的定义。

§ 定义 1.12. 商群 设群 G 有不变子群 H，以分割 G 群的陪集串为元素，做成一个新的集合，

{H, g1H, g2H, · · · , giH, · · · } 集合中元素的乘法规则：giHgjH = (gigj)H，则 G 的不变子群 H 生

成的陪集串构成一个群，称为不变子群 H 的商群，记为 G/H。

可以通过群的四个条件来证明以不变子群 H 分割的陪集串 {H, g1H, g2H, · · · , giH, · · · } 在以上乘法下
构成群。（1）封闭性：giHgjH = (gigj)H = gkH。（2）结合律：(giHgjH) gkH = (gigjgk)H = giH (gjHgkH)。（3）
单位元：HgiH = giHH = giH。（4）逆元：g−1

i HgiH = giHg
−1
i H = H。可见其中不变子群 H 充当单位元

的地位。商群的结构为一种不变子群陪集串到由新元素组成的群的同构关系，如图1.10所示。我们将通过以
下的例子说明仅有以不变子群分割的陪集串才能定义商群，因为乘法规则 giHgjH = (gigj)H 依赖于不变子
群左陪集等于右陪集的性质，gjH = Hgj。

例 1.32. 以 D3 = {e, d, f, a, b, c} 群的两个子群 H1 = {e, a} 和 H2 = {e, d, f} 做的陪集串分割是否都能构
成商群？

1. 以 H1 = {e, a} 为子群，可以对 D3 做左陪集分割 {H1 = {e, a} , bH1 = {b, f} , cH1 = {c, d}}。对于集
合间的乘法 G1 ·G2 = {gαgβ|∀gα ∈ G1, gβ ∈ G2}，有

H1 · bH1 = {e, a} · {b, f} = {b, d, f, c} , H1 · cH1 = {e, a} · {c, d} = {c, f, d, b} . (1.18)

可见以 H1 = {e, a} 分割的陪集串不满足封闭性，并不构成群。
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1.3 不变子群和类 1 群的基本概念

图 1.10: 商群结构定义的同构关系。

2. 以 H2 = {e, d, f} 为子群，对 D3 做左陪集分割 {H2 = {e, d, f} , aH2 = {a, b, c}}，可以验证

H2 ·H2 = {e, d, f} · {e, d, f} = {e, d, f} = H2,

H2 · (aH2) = {e, d, f} · {a, b, c} = {a, b, c} = aH2 = (aH2) ·H2, (1.19)

(aH2) · (aH2) = {a, b, c} · {a, b, c} = {e, d, f} = H2.

因此定义同构映射 H2 → f0, aH2 → f1 后，{f0, f1} 构成一个群，群乘法表为

f0 f1

f0 f0 f1

f1 f1 f0

该群与二阶循环群 C2 同构，因此由 D3 的不变子群 H2 = {e, d, f} ∼= C3 分割得到的陪集串 {H2, aH2}
在这种集合乘法下构成商群，且该商群同构于 C2，即 D3/C3

∼= C2。

3. 这个结果可以进一步推广到任意二面体群 Dn。由定理 1.4的推论 2，Cn 是 Dn 的指数为 2的子群，因
此也是不变子群 Cn ◁ Dn，所定义的商群同构于阶是 2 的群，即二阶循环群：Dn/Cn

∼= C2。

以上从群的不变子群和陪集得到商群结构，刻画的是群中集合与集合之间的联系，以下我们来考虑群中
不同元素之间联系。为了探究元素间的关联，我们引入共轭的概念。

§ 定义 1.13. 共轭 对于群 G 中两个元素 f, h，如果在 G 中存在一个 g，使得 f, h 可以通过 gfg−1 = h

联系起来，则称 f, h 共轭，记为 f ∼ h。

注. 共轭的基本性质

1. 相互性：若 f ∼ h，则 h ∼ f。因为若 ∃g ∈ G，使得 gfg−1 = h，则 g−1h
(
g−1
)−1

= f，且 g−1 ∈ G。

2. 传递性：若 f1 ∼ f2，f2 ∼ f3，则 f1 ∼ f3。因为若存在 ∃g, h ∈ G，使得 gf1g
−1 = f2，hf2h

−1 = f3，

则 hgf1 (hg)
−1 = f3，且 hg ∈ G。

有了共轭的定义后，我们可以定义由相互共轭的群元所构成的集合。
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1.3 不变子群和类 1 群的基本概念

§ 定义 1.14. 类 群 G 中所有相互共轭的元素形成的集合，称为群 G 的一个类。

注 1. 单位元自成一类。

证明. 因为对于 ∀g ∈ G，geg−1 = e，即单位元只和自身共轭。

注 2. Abel 群所有群元自成一类。

证明. 对于 Abel 群 G，∀g, f ∈ G 都有 gfg−1 = f，即所有群元只和自身共轭。

注 3. 同类元素的阶相同。

证明. 若 f ∈ G 且 fm = e，∀g ∈ G，f 的同类元素为 gfg−1，则 (
gfg−1

)m
= gfmg−1 = e，因此 f 的同类

元素的阶与 f 的阶相同。

注意以上命题的逆命题不一定成立，即阶相同的群元不一定为同类元素。如 Klein 四元群中除单位元外
所有群元都是 2 阶元素，但都自成一类。

注 4. ∀f, g ∈ G，fg ∼ gf。

证明. fg = fg
(
ff−1

)
= f (gf) f−1，即 fg 与 gf（出现在乘法表关于对角线对称位置的两个群元）共轭。

例 1.33. D3 = {e, d, f, a, b, c} 的类分割。

单位元 {e} 自成一类。根据乘法表发现

ede−1 = ddd−1 = fdf−1 = d, ada−1 = bdb−1 = cdc−1 = f, (1.20)

即 {d, f} 为一类。而
eae−1 = a, dad−1 = b, faf−1 = c, (1.21)

即 {a, b, c} 为一类。所以 D3 的类分割为 {{e} , {d, f} , {a, b, c}}。可见 D3 的类分割与子群、陪集分割并不
相同。
我们知道拉格朗日定理限制子群的阶为群阶的因子，相应地，每个类中元素的个数也受到一定的限制。

■ 定理 1.5. 有限群的每个类中元素的个数都是群阶的因子。

在证明该该定理前，我们先以 D3 群为例考察以上定理和拉格朗日定理的关联。因为 {d, f} 为一类，我
们知道 ∀g ∈ D3，gdg−1 可以为 d 或 f。我们考察分别满足 gdg−1 = d 和 gdg−1 = f 的群元 g 组成的集合，
发现分别为 {e, d, f} 和 {a, b, c}，而二者恰好为 D3 的一个子群和相应的陪集。同样地，因为 {a, b, c} 为一
类，从 a 出发，我们再考察分别满足 gag−1 = a，gag−1 = b 及 gag−1 = c 的群元组成的集合，分别为 {e, a}，
{c, d} 和 {b, f}，恰好为以 {e, a} 为子群的陪集分解。因此我们发现满足 gfg−1 = f 的所有 g 构成有限群的
一个子群，满足 gfg−1 等于其他共轭元素的 g 构成该子群的陪集，因此可以在此子群、陪集分割上使用拉
格朗日定理。该定理详细的证明如下。

证明. 我们分两步证明以上定理。
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1.3 不变子群和类 1 群的基本概念

1. 取定有限群 G中的一个群元 g，所有与 g 互易的元素 h（hg = gh）构成一个群，记为 Hg。由于存在单
位元和结合律是显然的，现证明该集合是封闭和有逆元的。（1）封闭性：假设 h1g = gh1，h2g = gh2，则
(h1h2) g = g (h1h2)，即 h1h2 ∈ Hg。（2）有逆元：若 hg = gh，则 g = h−1gh，右乘 h−1 得 gh−1 = h−1g，
即 h−1 ∈ Hg。Hg 是群 G 的一个 Abel 子群。

2. 以 Hg 对 G 作左陪集分割 {Hg, g1Hg, · · · , gm−1Hg}，可以证明陪集 giHg 中的所有元素对 g 给出相同
的共轭元素，而不同陪集 giHg 和 gjHg 中的元素给出 g 不同的共轭元素。（1）同一陪集给出相同的共轭
元素：∀gih ∈ giHg，h ∈ Hg，其对 g 给出共轭元素为 (gih) g (gih)

−1 = gihgh
−1g−1

i = gigg
−1
i ，其中 gi 为

陪集代表元。（2）不同陪集给出不同的共轭元素：设 giHg 和 gjHg 为不同的陪集，给出 g 的共轭元素分
别为 gigg

−1
i 和 gjgg

−1
j 。采取反证法，若 gigg

−1
i = gjgg

−1
j ，则 g−1

j gigg
−1
i gj =

(
g−1
j gi

)
g
(
g−1
j gi

)−1
= g，

即 g−1
j gi 与 g 可互易，g−1

j gi ∈ Hg，由重排定理有 g−1
j giHg = Hg，或 giH = gjH，与假设矛盾。因此

gigg
−1
i 和 gjgg

−1
j 为 g 不同的共轭元素。

因此包含 g 的类中元素的个数为陪集分割中陪集（含子群）的个数，由拉格朗日定理知类元素的个数为
|G| / |Hg| = m，也是群阶 |G| 的因子。

在引入类的定义后，我们可以发现不变子群的另一个重要性质，也可以认为是从另一个方面定义不变子
群。

■ 定理 1.6. 若 H 是 G 的不变子群，那么 H 中所有元素的同类元素都属于 H。即 H 由 G 中的一

个或几个完整的类构成。

证明. 因为 H ◁G，所以对于 ∀g ∈ G，都有 gH = Hg，因此对任意 hα ∈ H，其同类元素 ghαg
−1 = hβgg

−1 =

hβ ∈ H，即不变子群 H 所有元素的同类元素都属于 H。

该定理给出一种更容易找到不变子群的方法，即通过群的类分割寻找 G 的不变子群。特别是在研究对
称变换群时，通过操作的共轭关系继而寻找不变子群是十分常用的方法。
对称变换群的群元是对称变换，最为常见的是绕定轴旋转特定角度的操作，如 R = Cn

(
2π
N

) 表示绕
n 轴逆时针旋转 2π/N 角的操作，即 n 为系统的 N 次转轴（注意转轴是区分方向的）。下面我们进一步
通过对称变换来研究相互共轭的群元存在的特性。若操作 S 将 n 转动至 m 方向, 即 S : n → m，则有
SRS−1 = R′ = Cm

(
2π
N

)。由此可知互相共轭的群元 R 与 R′ 的对称轴通过另一群元 S 连接，且 R 与 R′ 的
转角相同。

注 1. 若两个同次轴的正方向可以通过对称群的元素联系起来，则此两转动轴称为等价轴。

注 2. 等价轴一定是同次轴（反之不一定）。

以上两点可表述为，即若 n 为 N 次转轴，操作 S 使得 S : n→ m，则 m 同样为 N 次转轴，且 m 为 n
的等价轴。

注 3. 若一个 N 次轴的正反两个方向可以通过对称群中的元素联系起来，即正反两个方向的 N 次轴互相等

价，则此轴称为双向轴；反之，此轴称为极性轴。

以上性质也可表述为，对于 R = Cn
(
2π
N

)，若存在操作 S 使得 SRS−1 = R−1 = Cn
(
−2π

N

)，则称 n 为
双向轴。极性的概念用来区分正反转动方向，一个特殊的例子是二次轴的正反转动是相同变换操作，因此无
极性的概念。
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1.3 不变子群和类 1 群的基本概念

图 1.11: (a) 正三角形包含一个三次轴和三个二次轴。(b) 正四边形包含一个四次轴和四个二次轴。

注 4. 绕等价轴转动相同角度的变换互相共轭。

注 5. 绕双向轴转动正负相同角度的变换互相共轭。

绕等价轴转动不同角度的变换不共轭，绕不等价轴转动相同角度的变换也不共轭。有了等价轴和双向轴
的概念，我们可以直接地对对称变换群的元素进行分类，步骤为：（1）寻找等价轴；（2）寻找等价轴的同转
角元素。
重新考虑 D3 = {e, d, f, a, b, c} 的类分割。D3 群包含保持正三角形不变的转动操作，易知其有一个三

次轴和三个二次轴，如图1.11(a) 所示。因为绕平行面内的轴旋转 π 的操作将绕三次轴正负转动联系起来，
因此三次轴为双向轴，d ∼ d−1 = f，即 {d, f} 为一类。同时，三个二次轴由绕 z 轴的旋转联系起来，因
此 1, 2, 3 轴为等价轴，绕等价轴旋转相同角度的操作为共轭操作，即 {a, b, c} 为一类。所以 D3 的类分割为
{{e} , {d, f} , {a, b, c}}。

例 1.34. D4 群的类分割及真不变子群。

D4 群包含保持正四边形不变的转动操作，而正四边形具有一个四次轴而三个二次轴，如图1.11(b)所示。
记 D4 =

{
e,R,R2, R3, S0, S1, S2, S3

}，其中 R 为绕 z 轴旋转 π/2 的操作，Si 为绕平行面内的轴旋转 π 的
操作。因 Si 将四次轴的正负转动联系起来，所以四次轴为双向轴，R ∼ R−1 = R3，R2 ∼

(
R2
)−1

= R2，所
以 {

R,R3
} 和 {

R2
} 组成两个类。对于二次轴，绕 z 轴的旋转操作将穿过正四边形对边中点的二次轴联系

起来，即 S0 ∼ S2，同时也将穿过对角的二次轴联系起来，即 S1 ∼ S3，所以 {S0, S2} 和 {S1, S3} 也组成两
个类。因此 D4 的类分割为

{
{e} ,

{
R,R3

}
,
{
R2
}
, {S0, S2} , {S1, S3}

}。
由拉格朗日定理知 D4 子群的阶只能为 1, 2, 4, 8，即其真不变子群的阶为 2 或 4。因此 D4 真不变子群

为 {
e,R2

} ∼= C2，
{
e,R,R2, R3

} ∼= C4，
{
e,R2, S0, S2

} ∼= V4，及
{
e,R2, S1, S3

} ∼= V4。

例 1.35. Dn 群的类分割及不变子群。

Dn 群包含保持正 n 边形不变的纯转动操作，具有一个 n 次轴和 n 个二次轴。从 D3 和 D4 的例子可
见，Dn 群在 n 为奇数和偶数时具有不同的结构，当 n 为奇数时，所有二次轴为等价轴；当 n 为偶数时，二
次轴可以分为过对角顶点和过对边中点的两类。

n为偶数时，D2n =
{
e,R,R2, · · · , R2n−1, S0, S1, · · · , S2n−1

}。2n次轴为双向轴，因此 {
Rm, R2n−m

}为
n−1个类（1 ≤ m < n），{Rn}自成一类，{S0, S2, · · · , S2n−2}和 {S1, S3, · · · , S2n−1}为两类，加上 {e}自成一类，
D2n一共有 n+3个类。真不变子群为 Cn =

{
e,R,R2, · · · , R2n−1

}及其子群；{e,R2, · · · , R2(n−1), S0, S2, · · · , S2n−2

}
和 {

e,R2, · · · , R2(n−1), S1, S3, · · · , S2n−1

}，因都包含一个 n 次轴和 n 个二次轴，故同构于 Dn。
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1.4 同构与同态 1 群的基本概念

n 为奇数时，D2n+1 =
{
e,R,R2, · · · , R2n, S0, S1, · · · , S2n+1

}。2n+ 1 次轴为双向轴，{Rm, R2n+1−m
}

为 n 个类（1 ≤ m ≤ n），{S0, S1, · · · , S2n+1} 为一类，加上 {e} 自成一类，D2n+1 一共有 n+ 2 个类。真不
变子群只能为 C2n+1 =

{
e,R,R2, · · · , R2n

} 及其子群，因为包含 {S0, S1, · · · , S2n+1} 的不变子群至少含有
2n+ 2 个元素，只可能为 D2n+1 本身。

1.4 同构与同态
在分析了一个群中集合与集合、群元与群元间的关系后，我们将关心不同的群之间的关系。此前，我们

曾定义了群之间的同构关系。

§ 定义 1.7. 同构 若从群 G 到群 F 上，存在一一对应的满映射 Φ，且这个映射本身保持群的乘法运

算规律不变，则称群 G 与群 F 同构，记作 G ∼= F。映射 Φ 称为同构映射。

指的注意的是，同构映射与即将介绍的同态映射本身在数学上并不要求是满映射，而两个群之间的同构
与同态关系要求满映射。因此之后为简单起见，我们只考虑满映射的情况。
注 1. 若同构映射 Φ 使得 G ∼= F，g0 和 f0 分别为 G 和 F 中的单位元，则 Φ(g0) = f0。

证明. ∀g ∈ G，Φ(g) = Φ (gg0) = Φ (g)Φ (g0)，左乘 [Φ (g)]−1 ∈ F 得 Φ(g0) = f0。

注 2. Φ
(
g−1
)
= [Φ (g)]−1。

证明. ∀g ∈ G，f0 = Φ(g0) = Φ
(
g−1g

)
= Φ

(
g−1
)
Φ(g) = Φ (g)Φ

(
g−1
)，因此 [Φ (g)]−1 = Φ

(
g−1
)。

注 3. 若同构映射 Φ 使得 G ∼= F，则逆映射 Φ−1 使得 F ∼= G。

证明. 由 Φ 为保持乘法关系的一一映射易证。

例 1.36. 空间反演群 {E, I} 同构于 2 阶循环群 C2。

例 1.37. 3 阶置换群 S3 同构于 3 阶二面体群 D3，见例 1.20。

例 1.38. 整数模 n 加法群 Zn = {0, 1, · · · , n− 1} 同构于 n 阶循环群，见例 1.21。

有时也将 Zn 称为 Z/nZ，即整数加群 Z 对 nZ = {0, n, 2n, · · · } 的商群。以 Z/2Z 为例，整数加群为
Z = {0, 1, 2, · · · }，而 2Z = {0, 2, 4, · · · } 为 Z 的不变子群（Abel 群的子群），因此可将 Z 分割为不变子群
2Z 和陪集 1 · 2Z = {1, 3, 5, · · · }，同构映射 Φ 将不变子群和陪集分别映射为 f0 和 f1，即商群同构于 2 阶循
环群 Z/2Z ∼= C2。

同构映射要求两个群间存在一一映射关系，这是一个很强的结构关系，普遍而言很少群能满足。因此，
可以放宽一一映射的条件为满映射，从而定义一种新的群之间的关系。

§ 定义 1.15. 同态 设存在从群 G 到群 F 的满映射 Φ，且这个映射本身保持群的乘法运算规律不变，

则称群 G 与群 F 同态，记作 G ∼ F。映射 Φ 称为同态映射。

同构映射与同态映射关系类似于三角形间全等与相似的关系，同构映射是同态映射的特例，如图1.12所
示。值得注意的是，数学上，同态关系不一定要求是满映射，只需要求保持乘法关系；但是物理上关注的是
群表示论，因此要求为满映射。另外，同态映射是不可逆的，因为给定一个像 f ∈ F，其 G 中的原像并不唯
一。
虽然同态关系不如同构关系般具有相当强的结构，但保持乘法关系的要求使其也具有一定的结构。为此，

我们考察同态映射中像为单位元的集合。

20



1.4 同构与同态 1 群的基本概念

图 1.12: (a) 群同构关系图。(b) 群同态关系图。

§ 定义 1.16. 同态核 设 G 与 F 同态，那么 G 中与 F 的单位元素对应的所有元素的集合称为同态核，

记为 Ker (G)。

对照图1.12(b)，同态核就是就是第一个小圈，满足 Φ : Ker (G)→ f0。同态关系的结构约束反映为以下
的定理。

■ 定理 1.7. 同态核定理 设 G 与 F 同态，则有：

1. 同态核 H 是 G 的不变子群。

2. 商群 G/H 与 F 同构。

证明. 对于第一点，我们先证明 H 是子群，再证明 H 是不变子群。

1. 为了证明 H < G，只需证明封闭性和存在逆元素即可。（1）封闭性：若 hα, hβ ∈ H = Ker (G)，则
Φ(hαhβ) = Φ (hα)Φ (hβ) = f0f0 = f0，即 hαhβ ∈ H。（2）有逆元素：若 hα ∈ H，则 Φ(g0) =

Φ
(
h−1
α hα

)
= Φ

(
h−1
α

)
Φ(hα) = Φ

(
h−1
α

)
f0 = f0，即 Φ

(
h−1
α

)
= f0，所以 h−1

α ∈ H。

2. 再证明 H ◁ G。对 ∀hα ∈ H = Ker (G)，∀g ∈ G，需要证明 ghαg
−1 ∈ H。∀g ∈ G，Φ

(
ghαg

−1
)
=

Φ(g)Φ (hα)Φ
(
g−1
)
= Φ(g) f0Φ

(
g−1
)
= f0，即 ghαg

−1 ∈ H，所以 H 是由完整的类构成的子群，因
此 H ◁ G。

对于第二点，需要构成商群 G/Ker (G) 和 F 之间的一一映射。已证 H = Ker (G) 为 G 的不变子群，对
G 作陪集分割 {H, g1H, · · · , giH, · · · }。

1. 证明对同一陪集 giH 中的元素，同态映射 Φ 将其映射为相同的元素 fi ∈ F。因为陪集 giH 中的元素
可表示为 gihα，hα ∈ H，Φ(gihα) = Φ (gi)Φ (hα) = Φ (gi) f0 = fi。

2. 证明对不同的陪集 giH 和 gjH 中的元素，同态映射 Φ 将其映射为 F 中不同的元素 fi 和 fj。采用反
证法，假设 giH 和 gjH 为不同的陪集，但 Φ(gihα) = Φ (gjhα)，则有 Φ

(
g−1
j gi

)
= Φ(hα) = f0，即

g−1
j gi ∈ H，gi ∈ gjH，由陪集定理有 giH 和 gjH 完全相同，与 giH 和 gjH 为不同的陪集矛盾。

3. 最后证明该映射为满映射，即任意 fi ∈ F，都能在商群 G/H 中找到原像。因为 G ∼ F，对于任意的
fi ∈ F，都能找到至少一个 gi′ ∈ G，满足 Φ(gi′) = fi。虽然 gi′ 不一定为陪集代表元，但由第 1 点知
同态映射 Φ 会将 gi′ 所在的陪集 giH 的元素都映射为 fi，因此陪集 giH 为 fi 在商群中的原像。
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1.5 直积与直积因子 1 群的基本概念

因此，由 G 到 F 的同态映射 Φ 可定义一个从商群 G/Ker (G) 到 F 的一一映射 Ψ，且该映射保持群的乘法
结构不变，即 G/Ker (G) ∼= F。

例 1.39. D3 ∼ C2，D3/C3
∼= C2。

证明. 先证同态关系。定义映射关系 Φ(e) = Φ (d) = Φ (f) = f0，Φ(a) = Φ (b) = Φ (c) = f1，发现有

D3 e d f a b c

e e d f a b c

d d f e c a b

f f e d b c a

a a b c e d f

b b c a f e d

c c a b d f e

⇒

Φ(g1g2) e d f a b c

e f0 f0 f0 f1 f1 f1

d f0 f0 f0 f1 f1 f1

f f0 f0 f0 f1 f1 f1

a f1 f1 f1 f0 f0 f0

b f1 f1 f1 f0 f0 f0

c f1 f1 f1 f0 f0 f0

⇒
C2 f0 f1

f0 f0 f1

f1 f1 f0

因此该映射是一个从 D3 到 C2 的满映射，所以 D3 ∼ C2。
再证 D3/C3

∼= C2。C3 = {e, d, f} 是不变子群，也是映射 Φ 下的同态核。商群为 D3/C3 = {C3, aC3} =
{{e, d, f} , {a, b, c}}，定义一一映射 Ψ(C3) = f0，Ψ(aC3) = f1。显然 Ψ(C3)Ψ (C3) = Ψ (C3 · C3) = Ψ (C3) =

f0，Ψ(aC3)Ψ (aC3) = Ψ (aC3 · aC3) = Ψ ({a, b, c} · {a, b, c}) = Ψ ({e, d, f}) = f0，Ψ(C3)Ψ (aC3) =

Ψ (C3 · aC3) = Ψ ({a, b, c}) = f1 = Ψ(aC3)Ψ (C3)。因此，该映射是一个从商群 D3/C3 = {C3, aC3} 到
C2 = {f0, f1} 的保持乘法关系的一一映射，因此 D3/C3

∼= C2。

1.5 直积与直积因子
两个群除了同构和同态两种对比关系外，还可以有群之间的运算关系，即可以通过已知的群构造新的群，

类似于数之间的乘法运算。为此，我们引入直积群的概念。

§ 定义 1.17. 直积群 两个群 G1 与 G2，各贡献一个群元，g1α 与 g2β，形成一个有序对 gαβ =

(g1α, g2β)。这些有序对形成一个集合，如我们进一步定义这个集合中两个元素 gαβ = (g1α, g2β) 与

gα′β′ =
(
g1α′ , g2β′

)
在进行乘法时，满足的规则是 gαβgα′β′ = (g1α, g2β)

(
g1α′ , g2β′

)
=
(
g1αg1α′ , g2βg2β′

)
，

那么这个集合形成 G1 与 G2 的直积群 G，记为 G1 ⊗G2。

容易验证如此定义的元素和乘法构成群。（1）封闭性：∀g1α, g1α′ ∈ G1，g2β, g2β′ ∈ G2，(g1α, g2β) ,
(
g1α′ , g2β′

)
∈

G = G1 ⊗G2，因为 g1αg1α′ ∈ G1，g2βg2β′ ∈ G2，所以 gαβgα′β′ =
(
g1αg1α′ , g2βg2β′

)
∈ G。（2）结合律：因

为 G1 和 G2 的乘法运算都满足结合律，显然
(
gαβgα′β′

)
gα′′β′′ = gαβ

(
gα′β′gα′′β′′

)。（3）单位元：若 g10 和
g20 分别为 G1 和 G2 的单位元，则 g00 = (g10, g20) 为 G = G1 ⊗ G2 的单位元。（4）逆元素：对于任意
gαβ = (g1α, g2β) ∈ G，都有 g−1

αβ =
(
g−1
1α , g

−1
2β

)
∈ G，满足 gαβg

−1
αβ = g−1

αβgαβ = g00。

注. 以上直积群的定义并不要求两个群 G1 和 G2 的乘法是相同的，也不要求群元素是相同类型的元素，形

成有序对只是将两个元素“放在一起”。如可以利用 D3 群和整数加群 {Z,+} 构成直积群 D3 ⊗ {Z,+}，群
元是诸如 (d, 2) 的元素，这里 D3 和 {Z,+} 无论是元素和乘法类型都不相同。原则上直积群 G = G1 ⊗G2

的构造并不要求 G1 和 G2 有任何关联，但一个特殊情况是 G1 和 G2 的元素类型相同，且群乘法也相同，

这时就可将有序对 (g1α, g2β) 进一步定义为两个群群元的乘法 g1αg2β（对两个元素的乘法要求可交换，具体

见直积因子部分），这也是我们一般关心的情况。
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1.5 直积与直积因子 1 群的基本概念

例 1.40. Klein 四元群是最简单的直积群 V4 (D2) = C2 ⊗ C2。

证明. 取两个 C2群分别为 {e, a}和 {e, b}，满足 a2 = b2 = e。因此有 {e, a}⊗{e, b} = {(e, e) , (a, e) , (e, b) , (a, b)}，
该群与 V4 有相同的乘法表，即 V4 = C2 ⊗ C2。

由直积群的定义，我们知道如何从较小的群构造较大的群的方法。一个相反的问题是，我们如何判断较
大的群是否能表示成两个较小的群的直积？为此，我们有直积因子的概念。

§ 定义 1.18. 直积因子 一个群 G，有两个子群 G1 与 G2，如果 G 中的任何一个元素都可以唯一地表

示为 gαβ = g1αg2β，其中 g1α 属于 G1 、g2β 属于 G2，且 g1αg2β = g2βg1α，则 G 是 G1 与 G2 的直

积，G1 与 G2 称为 G 的直积因子。

一个群 G 能表示其两个子群 G1 和 G2 的直积，表明三者存在非常强的结构关系，因此只有少部分群具
有直积群的形式。具体而言，G，G1，及 G2 需要具有以下关系：

1. G1 与 G2 的乘法互易。因为取 ∀g1α, g1α′ ∈ G1，g2β, g2β′ ∈ G2，只有当 G1 和 G2 间乘法互易时，
gαβgα′β′ = g1αg2βg1α′g2β′ = g1αg1α′g2βg2β′ = g1α′′g2β′′ = gα′′β′′ 才满足直积群的运算规则。

2. G1 与 G2 仅有单位元一个公共元素，否则 G 的元素 gαβ 不能由 G1 及 G2 的元素唯一表示。使用反
证法，假设 G1 及 G2 除了单位元还有公共元素 g，则 g ∈ G 可以表示成 ge = eg，与唯一表示矛盾。

3. G1 与 G2 都是 G 的不变子群。因为 G 的任意元素都能表示为 g1α′g2β′，而对 ∀g1α ∈ G1，其同类元素(
g1α′g2β′

)
g1α
(
g1α′g2β′

)−1
= g1α′g2β′g1αg

−1
2β′g

−1
1α′ = g1α′g1αg

−1
1α′ ∈ G1,

即 G1 为由完整类构成的子群，所以 G1 ◁ G = G1 ⊗G2。同理可证 G2 ◁ G。

第三点也意味着，若 G 能表示为两个群的直积，则 G 至少有两个除单位元外无公共元素的不变子群。
因此，直积群也可以通过如下方式判断：设 G1，G2 为群 G 的两个子群，若他们满足

1. G1，G2 为群 G 的两个不变子群（等价于 G1 与 G2 的乘法互易）。

2. G1 与 G2 仅有单位元一个公共元素。

3. 群 G 是所有形如 g1αg2β 乘积所构成的集合。

则群 G 是群 G1 与 G2 的直积群。

例 1.41. xy 平面中的矢量在矢量加法下构成群 G1 = {(x, y) |x, y ∈ R}，z 轴上的矢量在此运算下也构成群
G2 = {z|z ∈ R}，则 R3 中矢量的加法群可以表示为 G1 ⊗G2 = {(x, y, z) |x, y, z ∈ R}。

例 1.42. C6 =
{
e, a, a2, a3, a4, a5

}
= C2 ⊗ C3。

证明. C6 是 Abel群，其任意子群都是不变子群，而 C6 有两个真不变子群 C2 =
{
e, a3

}和 C3 =
{
e, a2, a4

}。
两个不变子群只有单位元 e 一个公共元素，且乘法互易，所以 C6 = C2 ⊗ C3。

基于此，我们可以求出 10 阶以内的直积群 G1 ⊗ G2，即 m × n ≤ 10 （m,n > 1，m,n ∈ Z+），此处
m = |G1|，n = |G2|。

1. 2× 2 = 4：2 阶群只有循环群 C2，因此 4 阶群存在直积群 C2 ⊗ C2
∼= V4 (D2)。
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1.5 直积与直积因子 1 群的基本概念

2. 2× 3 = 6：2、3 阶群只有循环群，因此 6 阶群存在直积群 C2 ⊗ C3
∼= C6。

3. 2× 4 = 8：2 阶群只有循环群 C2，而 4 阶群有 C4 和 D2 两种，因此 8 阶群存在两种直积群，分别为
C2 ⊗ C4 和 D2 ⊗ C2。

4. 3× 3 = 9：9 阶群存在直积群 C3 ⊗ C3。

5. 2× 5 = 10：10 阶群存在直积群 C2 ⊗ C5
∼= C10。

值得注意的是，8阶群里的直积群 C2⊗C4 和 D2⊗C2，与我们已知的 8阶循环群 C8 和二面体群 D4 都不相
同。考虑循环群 C8，其存在两个真不变子群 C4 =

{
e, a2, a4, a6

} 和 C2 =
{
e, a4

}，然而这两个不变子群具有
非单位元外的公共元素，因此 C8 并不能表示成直积群的形式。对于 D4 而言，虽然子群 C4 =

{
e, a, a2, a3

}
与 C2 = {e, S0} 仅有单位元作为公共元素，但 C2 并非其不变子群，因此 D4 也不具有直积群的形式。除此
之外，我们可以直接用对比群阶的方法判断。由拉格朗日定理，8 阶群群元的阶只能为 1、2、4、8，我们可
以列出上述 8 阶群中不同阶的群元的个数，如下表所示：

1阶 2阶 4阶 8阶
C8 1 1 2 4

D4 1 5 2 0

C2 ⊗ C4 1 3 4 0

D2 ⊗ C2 1 7 0 0

Q 1 1 6 0

据此也能发现 C8 和 D4 与这两个直积群都不相同。这里最后一行的 Q 群也是一个 8 阶群，为四元数群，具
体将会在后文介绍。
显然，直积群具有很强的结构，然而并非所有群都有这种结构。如 D3 = {e, d, f, a, b, c}，取 C3 = {e, d, f}

和 C2 = {e, a}，二者仅有单位元一个公共元素，D3 的任意元素也能唯一表示成 C3 中元素 g1α 与 C2 中元素
g2β 的乘积，但二者间的乘法并不互易 da ̸= ad。此时，D3 并不能表示成 C3 和 C2 的直积（C3⊗C2 = C6）。
虽然如此，D3 还是能由 C3 和 C2 按某种关系来构造，这实际是一种弱化的乘积概念。

§ 定义 1.19. 半直积群 两个群 G1 与 G2，G1 在 G2 下是不变的，即对 ∀g2β ∈ G2，有 g2βG1g
−1
2β = G1。

那么 G1 与 G2 各贡献一个群元 g1α 与 g2β，在群 G 的乘法下形成的集合称为 G1 与 G2 的半直积群，

记为 G1 ⊗S G2，或 G1 ⋊G2。

注 1. 对于 G = G1 ⋊ G2 中，G1 是 G2 不变的，意味着 G1 是 G 不变的，即 ∀g ∈ G，有 gG1g
−1 = G1，

即 G1 是 G 的不变子群。

注 2. G = G1 ⊗G2 中，G1 与 G2 都是 G 的不变子群，意味着 G1 与 G2 的乘积一定对易。因此直积可看

做一种特殊的半直积。

例 1.43. D3 = {e, d, f, a, b, c}，取 C3 = {e, d, f}，C2 = {e, a}，则 D3 = C3 ⋊ C2。

证明. C3 ◁ D3，D3 中的所有元素都能写为唯一表示成 C3 中元素 g1α 与 C2 中元素 g2β 的乘积：

e = ee, d = de, f = fe,

a = ea, b = fa, c = da,

因此 D3 = C3 ⋊ C2。由此可以推广为 Dn = Cn ⋊ C2。
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1.6 变换群（置换群） 1 群的基本概念

基于目前的知识，我们可以列出阶数 10 以内的有限群如下：

阶数 群
1 C1 = {e}
2 C2

3 C3

4 C4, C2 ⊗ C2 = V4 (D2)
[最小的非循环群]

5 C5

6 C6 = C2 ⊗ C3, D3 = C3 ⋊ C2

[最小的非 Abel 群]
7 C7

8 C8, D4 = C4 ⋊ C2, C4 ⊗ C2 (C4h) ,

D2 ⊗ C2 = C2 ⊗ C2 ⊗ C2 (D2h) , Q
[四元数群]

9 C9, C3 ⊗ C3

10 C10 = C2 ⊗ C5, D5 = C5 ⋊ C2

8 阶群中存在一个此前并未接触过的 Q 群，指四元数群，与哈密顿所提出的四元数 a + bi + cj +

dk 有关。四元数群为 Q = {1,−1, i,−i, j,−j, k,−k}，乘法满足 i2 = j2 = k2 = −1，ij = −ji = k，
jk = −kj = i，ki = −ik = j，显然为非 Abel 群。Q 群一般还有另一种采用泡利矩阵的表示 Q =

{1,−1, iσ1,−iσ1, iσ2,−iσ2, iσ3,−iσ3}，满足

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
, (1.22)

乘法关系为矩阵乘法，1 表示二阶单位矩阵。Q 群与 C3 ⊗C3 群是 10 阶群里不能表示成点群的两种有限群。

1.6 变换群（置换群）
变换群是以变换为群元组成的群，它是物理研究中最常用到的一种群，包括点群和空间群等。我们先对

变换本身做以下定义。

§ 定义 1.20. 变换（置换）设 X 是一个非空集合，X = {x, y, z, · · · }，f 是将 X 映入其自身的一一映

射，f (x) = y ∈ X，那么我们将 f 称为 X 上的变换或置换。

在变换的基础上，定义两个 X 上两个变换 f, g 的乘积，则可以利用 X 上的变换构造群结构。

§ 定义 1.21. 完全对称群（置换群）定义 X 上的两个置换 f, g 的乘积为 fg 为先对 X 进行置换 g，再

对 X 进行置换 f，即对 ∀x ∈ X，有 fg (x) = f (g (x))，那么 X 的全体置换在此乘法规则下形成一个

群，称为 X 上的完全对称群，记为 SX。若 X 为 n 个元素的集合，则称其上的完全对称群为 X 上的

n 阶置换群，记为 Sn。

通常 X 包含无限个元素，则完全对称群 SX 为无限群。一般而言，我们不会去研究 X 上的完全对称群
SX，而是研究其一个子群。

§ 定义 1.22. 变换群 完全对称群的子群称为 X 上的变换群或对称群。
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1.6 变换群（置换群） 1 群的基本概念

例 1.44. C3 < S3，D3
∼= S3。

显然，对于一个 n 阶群 G，我们可将其群元 g 当成变换对象，从而定义一个完全变换群 Sn。以下定理
表明 n 阶群 G 与完全变换群 Sn 存在一定关系。

■ 定理 1.8. 凯莱定理 任意 n 阶群 G 同构于 Sn 的一个子群。

证明. 思路是构造一个 Sn 的子群（变换群），该子群与 G 同构。

1. 对于 ∀g ∈ G，先定义对 G 的映射 fg 为：∀h ∈ G，fg (h) = gh。由重排定理知，fg 是将 G 映入自身
的一一映射，因此 fg 是一个变换。集合 F = {fg|g ∈ G} 是 Sn 的子集。

2. 当 g 取遍 G 中所有群元时，所有变换 fg 构成的集合 F 构成群：（1）封闭性：∀gi ∈ G，fg1fg2 = fg1g2，
由 g1g2 ∈ G 知 fg1g2 ∈ F；（2）单位元：取 g = e 为 G 的单位元，则 fe 为恒等变换；（3）结合律：
∀gi ∈ G，有 (fg1fg2) fg3 = fg1 (fg2fg3)；（4）逆元素：对于 ∀g ∈ G 和 fg，存在唯一 g−1 ∈ G 和 fg−1，
使得 fgfg−1 = fg−1fg = fe。因此 F 构成一个变换群，是完全变换群 Sn 的子群。

3. F 与 G 存在一一映射关系：ϕ : g → fg，且

(fg1fg2) (h) = fg1 (fg2 (h)) = fg1 (g2h) = g1 (g2h) = g1g2h = fg1g2 (h) (1.23)

即该映射保持乘法关系不变，因此是同构映射。综上可知 F ∼= G。

变换群 SX 表示将集合 X 映成自身的一一映射的集合，若集合 X 有无数个元素，此时 SX 为无限群。
如果集合 X 只包含有限的 n 个元素，我们可以用置换的方法描写这种一一映射。

§ 定义 1.23. 置换 将 n 个数字 {1, 2, · · · , n} 的排列 a1, a2, · · · , an 映为 b1, b2, · · · , bn 的操作，称为一
个 n 阶置换，记为 s，s 的形式为

s =

(
a1 a2 · · · an

b1 b2 · · · bn

)
.

注. 以上记法与列的顺序无关，只与上下两行的配对有关，即(
· · · ai · · · aj · · ·
· · · bi · · · bj · · ·

)
=

(
· · · aj · · · ai · · ·
· · · bj · · · bi · · ·

)
.

在物理学中，置换粒子的操作是使全同粒子体系保持不变的操作，因此在量子统计中广泛应用。引入置
换的乘积，则可进一步定义置换群。

§ 定义 1.24. 置换群 若定义两个置换 r, s 的乘积 rs 为先执行置换 s，再执行置换 r，则在此乘法规则

下，所有的 n 阶置换的集合构成一个群，称为 n 阶置换群或 n 阶对称群，记为 Sn。

此处定义的 n阶置换群与上一节定义的 n阶变换群是一致的。置换操作的集合构成群的证明，见例 1.6。
显然，n 阶置换群的群阶为 |Sn| = n!。伽罗瓦理论是建立在置换群的基础上的。
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1.6 变换群（置换群） 1 群的基本概念

例 1.45. S2 ∼= C2，S3 ∼= D3（S3 为 6 阶非 Abel 群）。

下面，我们再定义一种特殊的置换。

§ 定义 1.25. 轮换 一种特殊的置换
(
e1 e2 · · · en

e2 e3 · · · e1

)
称为轮换，记为 (e1, e2, · · · , en)，轮换数码

的个数 n 称为轮换的阶。

注. 轮换中的数码不能随意对调，即 (e1, e2, · · · , en) ̸= (e2, e1, · · · , en)，但可以做轮换 (e1, e2, · · · , en−1, en) =

(e2, e3, · · · , en, e1)。

而 2 阶轮换则是最简单的置换。

§ 定义 1.26. 对换 2 阶轮换称为对换。

有了轮换和对换的定义，我们可以简化置换群的研究，这表现为以下三点。

1. 任一 n 阶置换可以分解成相互独立的轮换的乘积，如(
1 2 3 4 5 6

4 2 6 5 1 3

)
= (1, 4, 5) (2) (3, 6) = (1, 4, 5) (3, 6) . (1.24)

2. 如两个轮换无公共数码，则两个轮换相互独立，并可交换。

3. 任一轮换可写成若干对换的乘积，即

(a1, a2, · · · , an) = (a1, an) (a1, an−1) · · · (a1, a3) (a1, a2) . (1.25)

可以验证

(a1, a2, · · · , an) =

(
a1 a2 · · · an

a2 a3 · · · a1

)
(1.26)

=

(
a2 a3 · · · a1 an

a2 a3 · · · an a1

)
· · ·

(
a2 a1 a3 · · · an

a2 a3 a1 · · · an

)(
a1 a2 · · · an

a2 a1 · · · an

)
= (a1, an) (a1, an−1) · · · (a1, a3) (a1, a2) .

显然这种分拆方式并不唯一，(a1, a2, · · · , an) = (a1, a2) (a2, a3) · · · (an−2, an−1) (an−1, an)。

4. 又因为任意置换都能写成轮换的乘积，因此任意置换都能写成若干对换的乘积。

5. 虽然将置换分拆成对换乘积的方式不唯一，但是这种乘积的奇偶性是不变的，即一个置换分解成的奇
数个或偶数个对换的乘积。由此我们可以定义奇置换和偶置换，显然恒等置换为偶置换。

n 阶置换群 Sn 中的所有偶置换，实际也构成一个群。

§ 定义 1.27. 交错群 n 阶置换群中所有偶置换构成的子群称为 n 阶交错群，记为 An。
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1.6 变换群（置换群） 1 群的基本概念

证明. 我们将证明所有偶置换不仅构成 Sn 的子群，而且还是不变子群。
先证明所有偶置换构成一个群，结合律是显然的，只需证明其他三点。（1）封闭性：两个偶置换的乘积

同样是偶置换。（2）单位元：恒等置换 e 显然为偶置换。（3）逆元素：对于任意偶置换 g，因为恒等置换 e

为偶置换，其逆置换 g−1 同样是偶置换。因此所有偶置换构成 Sn 的子群，即交错群 An。
再证明交错群 An 是置换群 Sn 的不变子群。取任一偶置换 h ∈ An，对于 Sn 中的任意置换 g，h 的同

类元素 ghg−1 都为偶置换，即 h 的所有同类元素都属于 An，所以 An 为 Sn 的不变子群，陪集为奇置换的
集合。当 n ≥ 3 时，Sn/An

∼= C2。

在代数领域，变换群或者置换群的一个重要应用，便是解决一元五次方程无根式解的问题，即伽罗瓦理
论。
变换群表述的是变换操作的集合，并没有关注变换的对象。对变换对象最重要的概念是等价性。

§ 定义 1.28. 等价性 设 G 为 X 上的变换群，若对 x, y ∈ X，存在 g ∈ G，使得 g (x) = y，则称 x 与

y 等价，记为 x ∼ y。

等价元素具有以下两个性质。
1. 相互性：若 x ∼ y，则 y ∼ x。因为若存在 g ∈ G 使得 g (x) = y，则有 g−1 ∈ G 使得 g−1 (y) = x，即
y ∼ x。

2. 传递性：若 x ∼ y，y ∼ z，则 x ∼ z。因为若存在 g, h ∈ G 使得 g (x) = y 和 h (y) = z，则
hg (x) = h (g (x)) = z，即 x ∼ z。
基于等价概念，我们可以定义轨道概念，即由等价元素构成的集合，这类似于类的概念。

§ 定义 1.29. x 的 G 轨道 设 G 为 X 上的变换群，x 为 X 中元素，由 X 中所有与 x 等价的元素的

集合，称为 x 的 G 轨道。

例 1.46. R2 上的矢量 r = xi + yj 关于定轴旋转群 G = {Ck (θ) |θ ∈ [0, 2π)} 的轨道。

对于 ∀g ∈ G，有
g (r) = Ck (θ) (xi + yj)

= (x cos θ − y sin θ) i + (x sin θ + y cos θ) j (1.27)

= x′i + y′j,

而 |r| = |r′| =
√
x2 + y2，因此 r 的 G 轨道为以原点为圆心、半径为 |r| 的圆周。

例 1.47. 圆周上的点的变换群可以记成 D∞（二面体群 DN，取 N → ∞）。考虑圆周的内接正四边形，四
个顶点构成点集 X = {A,B,C,D}，如图1.13所示。二面体群 D4 < D∞ 为 X 的变换群，A 点的 D4 轨道

构成四个顶点 X。

从 A 点出发，D4 =
{
e,R,R2, R3, S0, S1, S2, S3

} 中不同的变换会让 A 点变换到不同的等价点，即
{e, S3} :A→ A

{R,S0} :A→ B{
R2, S1

}
:A→ C{

R3, S2
}
:A→ D
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1.6 变换群（置换群） 1 群的基本概念

图 1.13: D4 为正四边形顶点 {A,B,C,D} 的变换群。

留意到所有保持 A 点不变的操作 {e, S3} 构成变换群 D4 的一个子群，另外的操作构成的集合则是该子群的
陪集 {R,S0} = R {e, S3} , · · ·。因此，对于集合 X 中的每一个元素，都能定义变换群 G 的一个子群。

§ 定义 1.30. 小群（迷向子群）设 G 是 X 上的变换群，x 是 X 中一点，G 的子群 Gx 保持 x 不变，

也就是 Gx = {h|h ∈ G且h (x) = x}，则称 Gx 是 G 对 x 的小群，或迷向子群。

证明. 容易证明变换群 G 中保持 x 不变的变换构成群，因为 G 中已满足结合律，只需证明其余三点即可。
1. 封闭性：若 g1, g2 ∈ Gx，满足 g1 (x) = g2 (x) = x，则 g1g2 (x) = g1 (g2 (x)) = x，即 g1g2 ∈ Gx。

2. 单位元：e (x) = x，即 e ∈ Gx。

3. 逆元素：对于 ∀g ∈ Gx，g (x) = x，则 x = g−1 (x)，所以 g−1 ∈ Gx。

小群及其陪集分割带来以下定理。

■ 定理 1.9. 设 Gx 是 G 对 x 的小群，则 Gx 的每个左陪集把 x 映为 G 中一个特定的点 y，且不同

陪集把它映为不同的点。也就是说含 x 的 G 轨道上的点，与 Gx 的左陪集一一对应。

证明. 先证明同一陪集 gGx 把 x 变换为同一个点 y。取 ∀h ∈ Gx，由小群的定义有 h (x) = x，而对于左陪
集 gGx 的任意元素 gh，都有 gh (x) = g (x) = y。
再证明不同陪集 g1G

x 和 g2G
x 把 x 变换为不同的点 y1 和 y2。使用反证法，g1Gx ̸= g2G

x，假设存在
h1, h2 ∈ Gx，使得 g1h1 (x) = g2h2 (x) = y，则 g−1

2 g1h1 (x) = h2 (x) = x，所以 g−1
2 g1h1 ∈ Gx，即 g−1

2 g1 ∈ Gx，
因而 g1 ∈ g2Gx。由陪集定理知 g1G

x 和 g2G
x 完全相同，与 g1G

x ̸= g2G
x 矛盾。因此不同的陪集把 x 变换

为不同的点 y1 和 y2。

结合拉格朗日定理，可以得到以下推论。
推论. 当群 G 的阶为 n，其迷向子群 Gx 的阶为 m 时，含 x 的 G 轨道点的个数为 n/m。

变换群及小群的概念在描述晶体对称性的点群和空间群中有重要的应用，这些内容将在后文介绍。
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2 群的表示理论
2.1 群表示
在第 1 章中，我们主要接触抽象群，即关注抽象元素之间的群结构关系，这样的关系一般难以计算。在

物理应用中，我们通常需要借助切实可行的计算理解和分析元素间的关系及群的结构，因此群的表示理论是
物理学中更为常用的，而其中有限群的表示理论则是凝聚态物理中最为广泛使用的。群表示理论，实际为寻
找与抽象群（特别是有限群）同态的矩阵群，利用矩阵容易计算的特点研究群的结构。为此，读者需要熟悉
以下线性代数的相关知识：

• 线性空间，线性相关与线性无关，维度，基；

• 线性变换，相似变换；

• 子空间，不变子空间，补空间；

• 内积空间，酉变换；

• 矩阵，行列式，迹，秩。

我们先回顾上述概念。

§ 定义 2.1. 线性空间 线性空间又叫向量空间，它是定义在数域 K 上的向量集合 V = {x, y, z, · · · }，
在 V 中可以定义加法和数乘两种运算。设 x, y, z ∈ V，a, b, c ∈ K，向量加法和数乘具有封闭性，且对
加法满足：

1. x + y = y + x；

2. (x + y) + z = x + (y + z)；

3. 有唯一 0 元素，对 x ∈ V，0 + x = x + 0 ；

4. 对 x ∈ V，有唯一 (−x)，使得 x + (−x) = 0。

对数乘满足：

1. 1x = x

2. (ab) x = a (bx)

3. a (x + y) = ax + ay

4. (a+ b) x = ax + bx

注. 向量空间 V 中的加法和数乘（+̇×̇）与数域 K 中的加法和乘法（+,×）不一定相同。

例 2.1. 最高次项不高于 n 的全体多项式 a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an 构成线性空间。

例 2.2. 取数域 K = R（K 中的加法和乘法为普通的 + 和 ×），V = R+ = {x|x > 0}，取 V 中的加法

为 x+̇y = xy，数乘为 t×̇x = xt，构成一个线性空间。容易验证 a×̇
(
x+̇y

)
= (xy)a = xaya = a×̇x+̇a×̇y，

(a+ b) ×̇x = xa+b = xaxb = a×̇x+̇b×̇x。
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§ 定义 2.2. 线性无关 线性空间 V 中，任意 n 个向量 X1,X2, · · · ,Xn 的线性组合 a1X1+ a2X2+ · · ·+
anXn = 0 当且仅当 a1 = a2 = · · · = an = 0 时成立，其中这些系数都是线性空间数域 K 上的数，这

时，称 X1,X2, · · · ,Xn 这些向量线性无关。否则，它们线性相关。

§ 定义 2.3. 线性空间的维数 线性空间中线性无关的向量的最大个数 m，称为线性空间的维数，记为

dim (V ) = m。

§ 定义 2.4. 基矢 设 V 是 n 维线性空间，则 V 中任意一组 n 个线性无关的向量，都可以构成 V 的基

矢，记为 (e1, e2, · · · , en)。空间中任意矢量都可以表示成为这 n 个基矢的线性组合，X =
∑n

i=1 xiei 。

有了基矢后，V 中的任意矢量 X =
∑n

i=1 xiei 仅由对应基矢的展开系数确定，即可将 X 写为

X =
(

e1, · · · , en
)
[X] , [X] =


x1
...
xn

 , (2.1)

其中 [X] 称为在基矢 (e1, e2, · · · , en) 下的坐标。由此也可将基矢的坐标写为

[e1] =


1
...
0

 , [ei] =



0
...
1
...
0


(第i行) . (2.2)

§ 定义 2.5. 线性变换 线性变换 A 是将线性空间 V 映入 V 的映射，满足 ∀x, y ∈ V，a, b ∈ K，

A : V → V，A (x) ∈ V，A (ax + by) = aA (x) + bA (y)，也就是说这个变换作用到向量的线性组合上，
等于这个变换作用到向量上的线性组合。这样的变换称为线性变换。

若线性变换 A 把矢量 x 映射为 y，即 A (x) = y，我们想知道 x 和 y 的坐标是怎么通过线性变换联系
的。考虑矢量在基矢 (e1, e2, · · · , en) 中的展开 x =

∑n
i=1 xiei 和 y =

∑n
i=1 yiei，则

y = A (x) = A

 n∑
j=1

xjej

 =

n∑
j=1

xjA (ej) =
n∑

i=1

yiei. (2.3)

若线性变换 A 将基矢变换为

A (ej) =
n∑

i=1

aijei =
(

e1, · · · , en
)


a1j

a2j
...
anj

 , (2.4)
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则

n∑
j=1

xjA (ej) =
n∑

i,j=1

xjaijei =
(

e1, · · · , en
)


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann




x1

x2
...
xn

 . (2.5)

因此得到 
y1

y2
...
yn

 =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann




x1

x2
...
xn

 , [y] = [A] [x] , (2.6)

可见矩阵 [A] 是在固定基矢下描述线性变换的一种方式，即线性变换在线性空间的一个表示。
因为矩阵 [A] 的具体数值依赖于基矢的选取，同一个线性变换 A 在不同基矢下的表示一般不相同。现

在我们考虑同一个线性变换 A 在两组不同基矢下矩阵间的关系。假设在旧基矢
(

e1, · · · , en
)
下，矢量

x，y 及线性变换 A 的表示为
[y] = [A] [x] , (2.7)

而在新基矢
(

e′1, · · · , e′n
)
下的表示为

[y]′ = [A]′ [x]′ . (2.8)

而新基与旧基的关系为

e′j =
n∑

i=1

Pijei =
(

e1, · · · , en
)

P1j

...
Pnj

 ,
(

e′1, · · · , e′n
)
=
(

e1, · · · , en
)
[P ] , (2.9)

[P ] 表示新基在旧基下的展开矩阵。由于

x =
(

e1, · · · , en
)
[x] =

(
e′1, · · · , e′n

)
[x]′ =

(
e1, · · · , en

)
[P ] [x]′ , (2.10)

可知
[x] = [P ] [x]′ , (2.11)

同理有 [y] = [P ] [y]′。结合 [y] = [A] [x] 有

[P ] [y]′ = [A] [P ] [x]′ ⇒ [y]′ =
[
P−1

]
[A] [P ] [x]′ . (2.12)

最后对比新基下的变换式，得到
[A]′ =

[
P−1

]
[A] [P ] , (2.13)

此即同一个线性变换 A 在不同的基矢下表示矩阵的联系。相反，如果两个矩阵能通过以上关系联系，则它
们描述的变换其实具有一定的相似性。

§ 定义 2.6. 相似变换 设 A 和 B 都是 n 阶矩阵，若有可逆矩阵 P，使得 P−1AP = B，则称 B 是 A

的相似矩阵，P−1AP 代表的线性变换称为 A 的相似变换。

进一步，我们考虑所有可逆的线性变换组成的集合，在定义了合适的乘法后，这个集合将具有群的结构。
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§ 定义 2.7. 线性变换群 定义两个线性变换的乘法为两个线性变换相继作用，则 n 维复线性空间 V 上

的全部非奇异线性变换在此乘法下构成一个群，称为 n 维复一般线性群 GL (V,C)，其子群 L (V,C) 称
为 V 上的线性变换群。

注 1. 除了有 n 维复一般线性群 GL (V,C) 外，还有由所有 n 阶可逆复方阵组成的群 GL (n,C)。由于线性
变换与矩阵的内涵是一致的，我们并不区分此二者。

注 2. 一般我们不关心 GL (V,C)本身，而是关心其具有某些特殊性质的子群 L (V,C)，如只取满足 det(A) =
±1 或 det(A) = 1 的线性变换（矩阵）组成的子群。

有了线性变换群 L (V,C)，我们便可构造从抽象群 G 到 L (V,C) 的同态或同构映射。

§ 定义 2.8. 群表示 设有群 G，如存在一个从 G 到 n 维线性空间 V 上的线性变换群 L (V,C) 的同态
映射 A，则称 A 是群 G 的一个线性表示，V 为表示空间，n 是表示的维数。记为：A : G→ V，

∀g ∈ G, 有A (g) ∈ L,

∀gα, gβ ∈ G, 有A (gα)A (gβ) = A (gαgβ) .

注. 若此同态映射进一步为同构映射，则称该表示为忠实表示。或者表示为 ∀gα, gβ ∈ G，gα ̸= gβ ⇔ A (gα) ̸=
A (gβ)。

例 2.3. 任一群 G 都与 n 维单位矩阵 In 同态，此称为 n 维恒等表示，最常见的是 1 维恒等表示。

例 2.4. 任一矩阵群都是自身的忠实表示。

例 2.5. 以 R3 (i, j, k) 为表示空间，三个同构的 2 阶群：平面反射群 {E, σz}，C2 群 {E,Cz (π)} 和空间反
演群 {E, I}，有不同的矩阵表示。

将不同的变换操作作用到基矢 {i, j, k} 上便可得到相应的表示矩阵。

1. {E, σz}：两个群元对基矢的作用为

E (i) = 1i + 0j + 0k =
(

i, j, k
)

1

0

0

 ,

E (j) = 0i + 1j + 0k =
(

i, j, k
)

0

1

0

 ,

E (k) = 0i + 0j + 1k =
(

i, j, k
)

0

0

1

 ,
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σz (i) = 1i + 0j + 0k =
(

i, j, k
)

1

0

0

 ,

σz (j) = 0i + 1j + 0k =
(

i, j, k
)

0

1

0

 ,

σz (k) = 0i + 0j− 1k =
(

i, j, k
)

0

0

−1

 ,

因此两个群元的表示矩阵分别为

A (E) =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , A (σz) =


1 0 0

0 1 0

0 0 −1

 . (2.14)

以上结果也可以通过关系 E : (i, j, k)→ (i, j, k)，σz : (i, j, k)→ (i, j,−k) 直接得到。

2. {E,Cz (π)}：同理，通过关系 E : (i, j, k)→ (i, j, k)，Cz (π) : (i, j, k)→ (−i,−j, k)，得到表示矩阵为

A (E) =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , A (Cz (π)) =


−1 0 0

0 −1 0

0 0 1

 . (2.15)

3. {E, I}：同理，通过关系 E : (i, j, k)→ (i, j, k)，I : (i, j, k)→ (−i,−j,−k)，得到表示矩阵为

A (E) =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , A (I) =


−1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

 . (2.16)

显然，2 阶群都同构于循环群 C2，因此以上结果表明即便在同一个表示空间下，同一个群仍可存在多个群表
示，但实际上一个群只有很少的基本表示。

例 2.6. 定轴旋转群 SO (2) = {Ck (φ)} 在 R3 (i, j, k) 中的表示。

群元对基矢量的变换为

Ck (φ) i = cosφi + sinφj,

Ck (φ) j = − sinφi + cosφj,

Ck (φ) k = k,

所以表示矩阵为

A (Ck (φ)) =


cosφ − sinφ 0

sinφ cosφ 0

0 0 1

 . (2.17)

例 2.7. D3 = (e, d, f, a, b, c) 的不同表示。
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1. 1 维恒等表示：
A (e) = A (d) = A (f) = A (a) = A (b) = A (c) = 1. (2.18)

2. 因为 D3 ∼ C2，因此 C2 的表示也是 D3 的表示。考虑 C2 = {E,Cz (π)} 的 1 维非恒等表示：

A (E) = 1, A (Cz (π)) = −1, (2.19)

显然该表示保持 C2 的群结构。因此将 D3 同态于 C2 的同态核 {e, d, f} 映射为 1，将陪集 {a, b, c} 映
射为 −1，即得到 D3 的 1 维非恒等表示：

A (e) = A (d) = A (f) = 1, A (a) = A (b) = A (c) = −1. (2.20)

3. 在 R3 中的表示：如下图建立坐标系，以 d 为例，有 d : (i, j, k)→
(
−1

2 i +
√
3
2 j,−

√
3
2 i− 1

2 j, k
)
，可以得

到六个 3 阶表示矩阵

A (e) =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , A (d) =


−1

2 −
√
3
2 0

√
3
2 −1

2 0

0 0 1

 , A (f) =


−1

2

√
3
2 0

−
√
3
2 −1

2 0

0 0 1

 , (2.21)

A (a) =


−1 0 0

0 1 0

0 0 −1

 , A (b) =


1
2

√
3
2 0

√
3
2 −1

2 0

0 0 −1

 , A (c) =


1
2 −

√
3
2 0

−
√
3
2 −1

2 0

0 0 −1

 .

由于这是一个同构映射，此表示也是一个忠实表示。而且，以上矩阵都具有分块矩阵的形式。

对函数的变换

我们经常会使用由函数组成的线性空间作为表示空间，即基矢为函数组 {ψi (r)}。群元操作 gα ∈ G 是
直接作用在空间变量 r 上的，因此我们需要找到群元 gα 在函数空间的表示。考虑 gα 的表示矩阵 A (gα) 将
函数 ψi (r) 变为 ψ′

i (r)：
A (gα)ψi (r) = ψ′

i (r) , (2.22)

ψ′
i (r) 表示以 r 为变量的新函数。注意到同时变换函数和空间变量，函数关系并不会变化，如图2.1所示，即

ψ′
i

(
r′
)
= ψi (r) , r′ = gαr. (2.23)

因此有 ψ′
i (r) = ψi

(
g−1
α r
)，即

A (gα)ψi (r) = ψi

(
g−1
α r
)
. (2.24)

将 ψi

(
g−1
α r
) 展开为 ψi (r) 的线性叠加，即得到函数空间下的表示矩阵。
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图 2.1: 函数的变换关系。

例 2.8. D3 群在二次齐次函数空间
{
x2, y2, z2, xy, xz, yz

}
的表示。

记 {x2, y2, z2, xy, xz, yz} = {ψ1 (r) , · · · , ψ6 (r)}。以 d为例，其作用在 ψi (r)上为A (d)ψi (r) = ψi

(
d−1r

)
=

ψi (fr)。由上一例已知 d : (i, j, k) →
(
−1

2 i +
√
3
2 j,−

√
3
2 i− 1

2 j, k
)
，f : (i, j, k) →

(
−1

2 i−
√
3
2 j,−

√
3
2 i + 1

2 j, k
)
，

即

fr = f
(

i, j, k
)

x

y

z



=
(

i′, j′, k′
)

x

y

z



=
(

i, j, k
)

−1
2

√
3
2 0

−
√
3
2 −1

2 0

0 0 1




x

y

z

 (2.25)

=
(

i, j, k
)

−1
2x+

√
3
2 y

−
√
3
2 x−

1
2y

z

 .

因此对 ψ1，有

ψ1 (fr) = (fr)21

=

(
−1

2
x+

√
3

2
y

)2

=
1

4
x2 +

3

4
y2 −

√
3

2
xy (2.26)

=
1

4
ψ1 (r) +

3

4
ψ2 (r)−

√
3

2
ψ4 (r) ,
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所以 A (d) 第一列的系数为
{

1
4 ,

3
4 , 0,−

√
3
2 , 0, 0

}
。同理，对其他基函数，有

ψ2 (fr) =
(
−
√
3

2
x− 1

2
y

)2

=
3

4
ψ1 (r) +

1

4
ψ2 (r) +

√
3

2
ψ4 (r) ,

ψ3 (fr) = z2 = ψ3 (r) , (2.27)

ψ4 (fr) =
(
−1

2
x+

√
3

2
y

)(
−
√
3

2
x− 1

2
y

)
=

√
3

4
ψ1 (r)−

√
3

4
ψ2 (r)−

1

2
ψ4 (r) ,

ψ5 (fr) =
(
−1

2
x+

√
3

2
y

)
z = −1

2
ψ5 (r) +

√
3

2
ψ6 (r) ,

ψ6 (fr) =
(
−
√
3

2
x− 1

2
y

)
z = −

√
3

2
ψ5 (r)−

1

2
ψ6 (r) .

综上，得到 A (d) 矩阵为

A (d) =



1/4 3/4 0
√
3/4 0 0

3/4 1/4 0 −
√
3/4 0 0

0 0 1 0 0 0

−
√
3/2

√
3/2 0 −1/2 0 0

0 0 0 0 −1/2 −
√
3/2

0 0 0 0
√
3/2 −1/2


. (2.28)

同理可得到其他群元的表示矩阵。
在此，我们小结一下群表示的主要内容。

• 群表示指的是抽象群 G 与线性变换群的同态映射关系。

• 在求群表示矩阵的时候，我们要做的就是把每个基矢进行变换，然后按旧基展开，展开系数为表示矩
阵的列。

• 当表示空间的基为函数，而抽象群群元为其变量的变换时，函数变换满足的规律是：A (gα)ψi (r) =

ψi

(
g−1
α r
)。

2.2 等价表示，不可约表示，酉表示
在之前 D3 群的例子中，实际上，用 6 维空间的子集 {

x2, y2, xy
} 作为线性空间，也能得到群表示

A′ (d) =


1/4 3/4

√
3/4

3/4 1/4 −
√
3/4

−
√
3/2

√
3/2 −1/2

 . (2.29)

显然，我们可以取其他函数空间作为表示空间，如取 {x, y, z} 张成的线性空间为 D3 的表示空间，此时的表
示矩阵为

A′′ (d) =


−1/2 −

√
3/2 0

√
3/2 −1/2 0

0 0 1

 . (2.30)
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虽然这两个矩阵是在不同的表示空间中得到的，但是实际两个矩阵可通过一个相似变换联系起来

P−1A′ (d)P = A′′ (d) , (2.31)

更重要的是，以上的相似变换对于所有群元对应的表示矩阵都是成立的。因此，我们将这些由相似变换关联
其来的群表示称为等价表示。

§ 定义 2.9. 等价表示 设群 G = {gα} 在表示空间 V 上的一个表示 A 是 {A (gα)}，也就是说对每
个 gα 有个非奇异变换与之对应，在一组基 (e1, e2, · · · , en) 下，A (gα) 为 gα 对应的非奇异矩阵。设

P 是 V 上的一个非奇异矩阵，则相似矩阵集合
{
P−1A (gα)P

}
也给出群 G 的一个表示，这个表示{

P−1A (gα)P
}
称为 {A (gα)} 的等价表示。

注 1. 等价表示保持乘法规律不变。

因为 ∀gα, gβ ∈ G，P−1A (gαgβ)P = P−1A (gα)A (gβ)P = P−1A (gα)PP
−1A (gβ)P。

注 2. 两个等价表示的表示空间维数必须相同（表示空间本身可以不同）。

注 3. 判断两个表示是否等价，原则上是要找到不依赖于 gα 的非奇异矩阵 P。

注 4. 表示 {A (gα)} 与
{
P−1A (gα)P

}
的基函数的关系为 (e′1, · · · , e′n) = (e1, · · · , en)P，(e′1, · · · , e′n) 为{

P−1A (gα)P
}
表示的基函数。

我们可以看到，群表示和线性代数具有以下对应关系：

线性空间 线性变换−→ 矩阵
⇕ ⇕

表示空间 群元−→ 表示

由于以上对应关系的存在，我们可以把线性代数的更多概念引入群表示理论中。

§ 定义 2.10. 不变子空间 如果线性空间 V 的子集 W 也是线性空间，则称 W 是 V 的子空间。特别

地，对于 V 上的线性变换 A，如果对 ∀x ∈W，有 A (x) ∈W，则称 W 为 V 在 A 下的不变子空间。

构成子空间需要满足三要素：

1. 包含加法单位元 {0}；

2. 子空间对加法封闭；

3. 子空间对数乘封闭。

例 2.9. 对于 R3，任意穿过原点的直线和平面都是其子空间。考虑绕 z 轴旋转任意角度的线性变换 A，则

R3 在 A 下的不变子空间为 z 轴和 xy 平面。
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一般而言，若 V 有 A 不变的真子空间 W（“真”指 W 不是 V 本身或只包含 {0}），设 W 的维度为
m，则我们可以取 V 的基矢为 (e1, · · · , em, em+1, · · · , en)，其中 e1, · · · , em 为子空间 W 的基矢。在该基矢
下，矩阵 [A] 具有以下形式

[A] =

(
C N

0 B

)
, (2.32)

其中 C,N,B 分别为 m×m,m× (n−m) , (n−m)× (n−m) 矩阵。可以验证对于 W 中的任意矢量 [y] =
(y1, · · · , ym, 0, · · · , 0)T，Ay 仍属于 W。以上结果表明对于线性变换 A 而言，总的线性空间 V 表现得可以
由更基础的小的线性空间 W 和其余部分组合而成，此概念也可用于群表示中。

§ 定义 2.11. 可约表示 设 A 是群 G 在表示空间 V 上的一个表示，如果 V 存在一个 G 不变的真子

空间 W（“真”指的是这个空间不能为 V 本身或只包含零向量），则称 A 是可约表示。其中 G 不变

的真子空间 W，是指对 ∀y ∈W，∀gα ∈ G，有 A (gα) y ∈W。
□ 相对的，如果群 G 表示 A 的表示空间 V 不存在 G 不变的真子空间，则称 A 是 G 的不可约表示。

简而言之，如果对于任意群元 gα ∈ G，表示矩阵 A (gα) 都具有 (2.32) 式的上三角分块矩阵形式，则 A

是一个可约表示。反之，若不具备上三角分块矩阵形式，则 A 不一定为不可约表示，因为其有可能通过相似
变换变成可约表示的形式。

例 2.10. 定轴旋转群 SO (2) 在 R3 中的表示是可约表示，因为

A (Ck (φ)) =


cosφ − sinφ 0

sinφ cosφ 0

0 0 1

 . (2.33)

有时候表示矩阵 A 不止具有 (2.32) 式上三角分块矩阵形式，还具有 (2.33) 式的分块对角形式。此时对
于线性变换 A 而言，总的线性空间 V 由两个没有关联的子空间 W1 和 W2 拼接而成，或称 V 存在直和分
解。

§ 定义 2.12. 子空间的直和 对于群 G 的表示空间 V，W 与 W ′ 是它的子空间，如对 ∀x ∈ V，都
能找到 y ∈ W，z ∈ W ′，使得 x 可唯一地分解为：x = y + z，则称 V 是 W 与 W ′ 的直和。记为

V =W ⊕W ′。

注. 若 x 的分解不唯一，则称 V 为两个子空间的和。仅有 x 的分解是唯一的，才能称为直和分解，而唯一
分解的充分必要条件是两个子空间 W 与 W ′ 仅有零矢量为公共元素：W ∩W ′ = {0}。

证明. 充分性：若任意 x ∈ V 在 W 和 W ′ 中的分解唯一，取任意 v ∈ W ∩W ′，因 W 和 W ′ 都为子空间，
−v ∈ W,W ′，−v ∈ W ∩W ′，考虑 0 矢量的分解 0 = v + (−v)，由于 ±v 同时属于 W 和 W ′，可以认为
v ∈W，−v ∈W ′，也可认为 −v ∈W，v ∈W ′。因分解唯一，只能有 v = −v，即 v = 0，于是 W ∩W ′ = {0}。
必要性：若 W ∩W ′ = {0}，考虑 u ∈ W，v ∈ W ′，使得 u + v = 0，因为 u = −v ∈ W ′（子空间的性

质），所以 u 同时属于 W 和 W ′ 中，即 u = v = 0，因此 0 只能被唯一分解为 0+ 0。对于任意 s ∈ V，若其
可被分解为 s = u1 + v1 = u2 + v2，其中 ui ∈W，vi ∈W ′，则两式相减得 0 = (u1 − u2) + (v1 − v2)，由于
0 只能被唯一分解为 0 + 0，必然有 u1 = u2 ∈W，v1 = v2 ∈W ′，即分解唯一。

与直和分解相对应的，是完全可约的群表示。
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§ 定义 2.13. 完全可约 把 G 的表示空间 V 分解为 W 与 W ′ 的直和，如 W 与 W ′ 都是 G 不变的，

则称 V 这个表示空间完全可约。

群表示完全可约是比表示可约更强的要求，他要求对于任意 gα ∈ G，表示矩阵都具有分块对角形式

A (gα) =

(
Cα 0

0 Bα

)
. (2.34)

若群表示完全可约，则也将表示写成直和分解的形式 A (gα) = C (gα)⊕B (gα)。故此，任意的表示都可约化
为不可约表示的直和

A (gα) =
∑
p

⊕mpAp (gα) , (2.35)

其中 mp 称为不可约表示 Ap (gα) 的重复度。于是，研究群表示的问题就简化成研究不可约表示的问题。

例 2.11. 3 维恒等表示 A (gα) =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 可被分解成 1 维恒等表示 A1 (gα) = 1 的直和，即 A (gα) =

A1 (gα)⊕A1 (gα)⊕A1 (gα) = 3A1 (gα)。

例 2.12. C2 = {e, Cz (π)} 在 R3 下表示的约化。

由例 2.5 已知 R3 下 C2 的表示矩阵为

A (e) =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , A (Cz (π)) =


−1 0 0

0 −1 0

0 0 1

 , (2.36)

显然表示 A 是完全可约的，可约化为 1 维恒等表示 A1 和 1 维非恒等表示 A2 的直和 A = A1 ⊕ 2A2，它们
满足

A1 (e) = A1 (Cz (π)) = 1; A2 (e) = 1, A2 (Cz (π)) = −1. (2.37)

例 2.13. 平面反射群 {e, σz} 在 R3 下表示的约化。

由例 2.5 已知 R3 下的表示矩阵为

A (e) =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , A (σz) =


1 0 0

0 1 0

0 0 −1

 , (2.38)

因此表示 A 可约化为 A = 2A1 ⊕A2，而 1 维恒等表示 A1 和 1 维非恒等表示 A2 的定义见上一例。实际上，
C2 群只有这两个不等价不可约表示。
一般而言，完全可约是比可约要强的概念，但是对于有限群而言，存在以下定理。

■ 定理 2.1. 对于有限群，表示可约则完全可约。
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证明. 表示可约，原则上只要求表示矩阵具有上三角分块形式，即

A (gα) =

(
G1 (gα) R (gα)

0 G2 (gα)

)
, (2.39)

其中 G1 (gα) , R (gα) , G2 (gα) 分别为 m ×m,m × (n−m) , (n−m) × (n−m) 矩阵。需要证明对于有限群
G，存在不随 gα 变化的非奇异矩阵 P，使得 P−1A (gα)P 具有分块矩阵形式，或

A (gα)P = P

(
G1 (gα) 0

0 G2 (gα)

)
. (2.40)

为此，我们不妨设
P =

(
Im C

0 In−m

)
, (2.41)

其中 Im 为 m×m 的单位矩阵。则有

A (gα)P =

(
G1 (gα) R (gα)

0 G2 (gα)

)(
Im C

0 In−m

)

=

(
G1 (gα) G1 (gα)C +R (gα)

0 G2 (gα)

)
, (2.42)

以及

P

(
G1 (gα) 0

0 G2 (gα)

)
=

(
Im C

0 In−m

)(
G1 (gα) 0

0 G2 (gα)

)

=

(
G1 (gα) CG2 (gα)

0 G2 (gα)

)
. (2.43)

对比 (2.42) 式和 (2.43) 式，我们需要找到特定的 m× (n−m) 的 C，满足

G1 (gα)C +R (gα) = CG2 (gα) . (2.44)

考虑 A 作为群表示，应有 A (gα)A (gβ) = A (gαgβ)，即

A (gα)A (gβ) =

(
G1 (gα) R (gα)

0 G2 (gα)

)(
G1 (gβ) R (gβ)

0 G2 (gβ)

)

=

(
G1 (gα)G1 (gβ) G1 (gα)R (gβ) +R (gα)G2 (gβ)

0 G2 (gα)G2 (gβ)

)
(2.45)

=

(
G1 (gαgβ) R (gαgβ)

0 G2 (gαgβ)

)
,

亦即
G1 (gαgβ) = G1 (gα)G1 (gβ) , G2 (gαgβ) = G2 (gα)G2 (gβ) , (2.46)

G1 (gα)R (gβ) +R (gα)G2 (gβ) = R (gαgβ) . (2.47)

若取 gβ = g−1
α ，则有

G1 (gα)G1

(
g−1
α

)
= Im, G2 (gα)G2

(
g−1
α

)
= In, (2.48)
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G1 (gα)R
(
g−1
α

)
+R (gα)G2

(
g−1
α

)
= 0. (2.49)

将 (2.48) 式代入 (2.44) 式有

G1 (gα)CG2

(
g−1
α

)
+R (gα)G2

(
g−1
α

)
= C. (2.50)

(2.50) 式指出 C 应该具有类似于 R (gα)G2

(
g−1
α

) 的形式，但因 C 为 P 的一部分，应不随 gα 变化，所以
我们考虑取

C =
1

nG

∑
g∈G

R (g)G2

(
g−1
)
, (2.51)

其中 nG = |G| 为群阶。将其代入 (2.50) 式等号左边有
1

nG

∑
g∈G

G1 (gα)R (g)G2

(
g−1
)
G2

(
g−1
α

)
+R (gα)G2

(
g−1
α

)
=

1

nG

∑
g∈G

G1 (gα)R (g)G2

(
g−1g−1

α

)
+R (gα)G2

(
g−1
α

)
(2.52)

=
1

nG

∑
g∈G

G1 (gα)R (g)G2

(
(gαg)

−1
)
+R (gα)G2

(
g−1
α

)
,

其中已利用 (2.46) 式。记 gαg = h，g = g−1
α h，由重排定理知当 g 取遍 G 时，h 也取遍 G，因此 (2.52) 式

变为
1

nG

∑
h∈G

G1 (gα)R
(
g−1
α h

)
G2

(
h−1

)
+R (gα)G2

(
g−1
α

)
. (2.53)

根据 (2.47) 式有
R
(
g−1
α h

)
= G1

(
g−1
α

)
R (h) +R

(
g−1
α

)
G2 (h) , (2.54)

即可进一步化简 (2.53) 式为
1

nG

∑
h∈G

G1 (gα)
[
G1

(
g−1
α

)
R (h) +R

(
g−1
α

)
G2 (h)

]
G2

(
h−1

)
+R (gα)G2

(
g−1
α

)
=

1

nG

∑
h∈G

R (h)G2

(
h−1

)
+

1

nG
G1 (gα)R

(
g−1
α

)∑
h∈G

G2 (h)G2

(
h−1

)
+R (gα)G2

(
g−1
α

)
=C +G1 (gα)R

(
g−1
α

)
+R (gα)G2

(
g−1
α

)
(2.55)

=C,

其中已利用 (2.48)、(2.49) 式。因此，的确存在不随 gα 变化的 C 和 P 矩阵，使得

P−1A (gα)P =

(
G1 (gα) 0

0 G2 (gα)

)
, (2.56)

所以有限群表示可约则完全可约。

以上证明构造的不随群元 gα 变化的 C 和 P 矩阵，依赖于对全体群元的求和，因此该定理只对有限群成
立。对于无限群，可约表示不一定是完全可约的。我们考虑 1维平移群 T = {T (a) |a ∈ R}，其中平移操作满足
T (a)x = x+a，单位元为 T (0)，逆元为 T (a)−1 = T (−a)，而且为 Abel群：T (a)T (b) = T (a+ b) = T (b+ a)。
我们将看到，对于这个简单的无限群，其可约表示不一定是完全可约的。
以 {1, x} 作为平移群 T 的表示空间，任意群元对基函数的作用为

T (a) 1 = 1 + 0x, T (a)x = a+ x, (2.57)
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因此 T (a) 的表示矩阵为

A (T (a)) =

(
1 a

0 1

)
. (2.58)

因为对于任意 T (a) ∈ T，A (T (a)) 都具有上三角分块矩阵形式，因此表示 A 是可约表示，其中由 {1} 生成

的子空间 W 是 T 不变的。因为 W 中任意的矢量都可表示为 s = (1, x)

(
s

0

)
，对于任意 T (a) ∈ T，都有

T (a) s = (1, x)A (T (a))

(
s

0

)

= (1, x)

(
1 a

0 1

)(
s

0

)
(2.59)

= (1, x)

(
s

0

)
= s,

即 W 是 T 不变的。但是 A 不是完全可约的，因为由 {x} 生成的子空间 W ′ 并不是 {1, x} 的不变子空间。
至此，我们总结一下群表示理论的几个结果。

1. 群 G 的不可约表示矩阵不具有对角或三角形式。

2. 一般地，群 G 的表示空间 V 可以表示为不可进一步分解的 G 不变子空间的直和，而 G 在 V 上的表
示可以写为 G 在这些不可分解的子空间上的不可约表示的直和:

A (gα) =
∑
p

⊕mpAp (gα) . (2.60)

3. 有限群的任何表示都可以写成其不等价不可约表示的直和，故寻找一个群的所有不等价不可约表示有
重要意义。

为方便理解以下例子，我们先不予证明地给出下面两个关于 n 阶有限群表示的重要结论，这两个结论
会在后文证明。

• 不等价不可约表示的个数为类的个数。

• 若 n 阶有限群只有 q 个不等价不可约表示，记每个不可约表示的维度为 Si，则有

S2
1 + S2

2 + · · ·+ S2
q = n. (2.61)

例 2.14. C3 =
{
e, C3, C

2
3

}
的不等价不可约表示。

Abel 群 C3 具有三个类：{e} , {C3} ,
{
C2
3

}，因此 C3 群只有三个不等价不可约表示 A1, A2, A3，并且利
用 S2

1 + S2
2 + S2

3 = 3 可知 A1, A2, A3 均为 1 维表示。对于 1 维表示，有 A1 (e) = A2 (e) = A3 (e) = 1。我
们取 A1 为 1 维恒等表示，即 A1 (e) = A1 (C3) = A1

(
C2
3

)
= 1。对于其余两个 1 维非恒等表示，仍需确定

Ai (C3) , Ai

(
C2
3

)。
同态映射保持群乘法结构，因此

[Ai (C3)]
2 = Ai

(
C2
3

)
, [Ai (C3)]

3 = Ai (e) = 1, (2.62)
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于是 [Ai (C3)]
3 = 1 的三个解 1, ei2π/3, e−i2π/3，对应三个 1 维不可约表示，因此求出 C3 的三个不等价不可

约表示为
C3 e C3 C2

3

A1 1 1 1

A2 1 ω ω2

A3 1 ω2 ω

,

其中 ω = ei2π/3。

例 2.15. D3 = {e, d, f, a, b, c} 的不等价不可约表示。

D3 群有三个类 {e} , {d, f} , {a, b, c}，因此有三个不等价不可约表示 A1, A2, A3。因 S2
1 + S2

2 + S2
3 = 6，

可知 A1, A2 为 1 维表示，A3 为二维表示。A1 取为 1 维恒等表示 A1 (gα) = 1。对于 1 维非恒等表示 A2，
可以利用 D3/C3

∼= C2 即同态关系 D3 ∼ C2 得到。因为 C2 = {1,−1} 仅有两个 1 维表示，其中 1 维非恒等
表示是自身表示，因此 D3 的 1 维非恒等表示应有以下关系：

A2 : C3
ϕ−→ 1, aC3

ϕ−→ −1, (2.63)

其中 C3 = {e, d, f} 为 D3 到 C2 的同态映射 ϕ 的同态核。
对于 2 维表示 A3，我们可选 {ψ1 (r) = x, ψ2 (r) = y} 为表示空间，构造群表示。以 d 为例，因

d−1r = fr

= (i, j)
(
−1

2

√
3
2

−
√
3
2 −1

2

)(
x

y

)
(2.64)

= (i, j)
(
−1

2x+
√
3
2 y

−
√
3
2 x−

1
2y

)
,

于是

dψ1 (r) = ψ1 (fr) = −1

2
ψ1 (r) +

√
3

2
ψ2 (r) , (2.65)

dψ2 (r) = ψ2 (fr) = −
√
3

2
ψ1 (r)−

1

2
ψ2 (r) ,

即
A3 (d) =

(
−1

2 −
√
3
2√

3
2 −1

2

)
, (2.66)

同理得到其他群元的表示矩阵。
可以总结出 D3 的不等价不可约表示为

D3 e d f a b c

A1 1 1 1 1 1 1

A2 1 1 1 −1 −1 −1

A3

(
1 0

0 1

) (
−1

2 −
√
3
2√

3
2 −1

2

) (
−1

2

√
3
2

−
√
3
2 −1

2

) (
−1 0

0 1

) (
1
2

√
3
2√

3
2 −1

2

) (
1
2 −

√
3
2

−
√
3
2 −1

2

) .

显然，以写出群的表示矩阵来研究群表示，存在两个问题：一是写出表示矩阵非常繁琐，特别是高维表
示的情况；二是由于等价表示的存在，表示矩阵的形式并不唯一。于是我们希望找到描述群表示的更为简洁
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和唯一的量，注意到矩阵的迹能一定程度描述矩阵的性质，且不会随相似变换发生改变，于是可以用其描述
群表示。

§ 定义 2.14. 特征标 设 A = {A (gα)} 是群 G = {gα} 的一个表示，这个表示的特征标定义为 {χ (gα)}，
其中

χ (gα) = trA (gα) =
∑
µ

Aµµ (gα) .

特征标因具有以下特点而可以更好地描述群表示。
注 1. 等价表示的特征标相同。

证明. tr
[
P−1A (gα)P

]
= tr

[
A (gα)PP

−1
]
= trA (gα) = χ (gα)。

注 2. 同一个表示中，共轭元素的特征标相同。

证明. trA
(
g−1
β gαgβ

)
= tr

[
A
(
g−1
β

)
A (gα)A (gβ)

]
= tr

[
A (gα)A (gβ)A

(
g−1
β

)]
= trA (gα) = χ (gα)。

注 3. 特征标是类的函数。由上一条结果易证。

注 4. 单位元自成一类，特征标等于表示维度。

证明. trA (e) = trISA
= SA。

由于特征标是类的函数，且有限群不等价不可约表示的个数等于类的个数 nc，因此有限群 G 的不等价
不可约表示由一个 nc × nc 的表格刻画，称为特征标表。
对于 C2, C3, D3，我们已经可写出它们的特征标表见表2.1-2.3。

C2 {e} {C2}
A1 1 1

A2 1 −1

表 2.1: C2 群的特征标
表。

C3 {e} {C3}
{
C2
3

}
A1 1 1 1

A2 1 ω ω2

A3 1 ω2 ω

表 2.2: C3 群的特征标表。

D3 {e} 2 {C3} 3 {C ′
2}

A1 1 1 1

A2 1 1 −1
A3 2 −1 0

表 2.3: D3 群的特征标表。

例 2.16. D2n =
{
e, C2n, · · · , C2n−1

2n , S0, · · · , S2n−1

}
群的 1 维不等价不可约表示。

我们已知 D2n 群有一个 2n 次的双向轴，和 2n 个 2 次轴，一共有 n + 3 个类：{e}，{Cm
2n, C

−m
2n

}
（n − 1 个），{Cn

2n}，{S0, · · · , S2n−2}，{S1, · · · , S2n−1}。因此 D2n 群有 n + 3 个不等价不可约表示，利用
4 + (n− 1) 22 = 4n，可知 A1, · · · , A4 为 4 个 1 维表示，其余 n − 1 个表示是 2 维表示。习惯上取 A1 为
1 维恒等表示 A1 (g) = 1，其余三个 1 维非恒等表示由三个商群关系给出：D2n/C2n

∼= C2，D2n/Dn
∼= C2，

D2n/D
′
n
∼= C2，其中 Dn 和 D′

n 分别为
{
e, C2

2n, · · · , C
2(n−1)
2n

}
加上 {S0, · · · , S2n−2} 或 {S1, · · · , S2n−1} 组

成的不变子群。所以我们可以写出 D2n 的四个 1 维表示为
D2n {e} 含C2n偶次幂的类 含C2n奇次幂的类 {S0} {S1}
A1 1 1 1 1 1 1维恒等表示
A2 1 1 1 −1 −1 D2n/C2n

∼= C2

A3 1 1 −1 1 −1 D2n/Dn
∼= C2

A4 1 1 −1 −1 1 D2n/D
′
n
∼= C2

.
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我们已从向量空间的性质中得到一些群表示的基本性质，比如通过商群及同态关系，我们能写出部分有
限群的 1 维不等价不可约表示，然而我们仍无法轻易写出高维的群表示。其背后原因是普通的向量空间结构
太简单，无法给出群表示的更多信息。为此，我们需要在原来的线性向量空间中加入一些常见的结构，使其
能反映群表示结构的更多信息。一般而言，我们可以在线性空间中依次加入范数（norm），夹角（angle），完
备性（completeness）等概念要求，使其变成其他空间，即

线性空间 norm−→ 赋范空间 angle−→ 内积空间 completeness−→ Hilbert 空间

内积空间是最常用的，因为在定义了内积后，可以很自然地定义范数、夹角、正交等概念，而且内积空间总
存在正交归一的基矢。常见的欧几里得空间就是一个内积空间，内积空间是一个抽象的空间，而欧几里得空
间是一个具象化了的内积空间。为此，我们先复习内积空间的定义。

§ 定义 2.15. 内积空间 设 V 是定义在数域 C 上的线性空间，将 V 中两个有序向量 x, y 映为 C 上的
一个数 (x|y) ∈ C，满足：

1. (x + y|z) = (x|z) + (y|z);

2. (x|ay) = a (x|y);

3. (x|y) = (y|x)∗ （共轭）;

4. (x|x) ≥ 0，x = 0 时等号成立。

则称 (x|y) 为 x 和 y 的内积，而定义了内积的线性空间 V 称为内积空间。

注. 定义了内积后，可以自然地定义一个范数 |x| =
√

(x|x)，以及两个非零向量间的夹角 angle (x, y) =

arccos (x|y)
|x|·|y|。若内积空间 V 中的两个向量 x, y 满足 (x|y) = 0，则称 x, y 正交。

推论. 内积空间总存在正交归一基，归一指 |x| = 1。

证明. 使用 Gram-Schmidt 正交化方案，设 {e1, · · · , en} 为内积空间 V 的一组基，则可以依次构造

e′1 =
e1
|e1|

,

e′′2 =
e′2
|e′2|

, e′2 = e2 −
(
e′1|e2

)
e′1,

e′′3 =
e′3
|e′3|

, e′3 = e3 −
(
e′1|e3

)
e′1 −

(
e′2|e3

)
e′2,

· · ·

e′′n =
e′n
|e′n|

, e′n = en −
n−1∑
i=1

(
e′i|en

)
e′i,

若记 e′′1 = e′1，则 {e′′1, · · · , e′′n} 构成 V 的一组正交归一基，因为构造的过程中把所有投影部分都去除了，由
归纳法可证 (

e′1|e′2
)
=
(
e′1|e2 −

(
e′1|e2

)
e′1
)
=
(
e′1|e2

)
−
(
e′1|e2

)
= 0,
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(
e′j |e′n

)
=

(
e′j |en −

n−1∑
i=1

(
e′i|en

)
e′i

)
(j < n)

=
(
e′j |en

)
−

n−1∑
i=1

(
e′i|en

) (
e′j |e′i

)
=
(
e′j |en

)
−

n−1∑
i=1

(
e′i|en

)
δij

=
(
e′j |en

)
−
(
e′j |en

)
= 0.

在正交归一基下，可以利用坐标表示内积

(x|y) =
∑
ij

(xiei|yjej)

=
∑
ij

x∗i yj (ei|ej)

=
∑
ij

x∗i yjδij

=
∑
i

x∗i yi (2.67)

有了内积的定义，我们可以考虑一类特殊的线性变换。

§ 定义 2.16. 酉变换（幺正变换）设 U 是内积空间 V 上的线性变换，若对任意 x, y ∈ V，U 保持 x
和 y 的内积不变，即：(Ux|Uy) = (x|y)，则称 U 为 V 上的酉变换。

显然，两个酉变换的相继操作也是酉变换，因为对任意两个酉变换 U 和W，有 (WUx|WUy) = (Ux|Uy) =
(x|y)，即 WU 也是酉变换。因此，容易证明所有非奇异酉变换也构成 GL (V,C) 的一个子群，即酉变换群。
利用酉变换群同样能定义群表示。

§ 定义 2.17. 酉表示 群 G 到内积空间 V 中的酉变换群 L 上的同态映射 A，称为群 G 的酉表示。

定义 (Ux|y) =
(
x|U †y

)
=
(
x|U−1y

)，即酉变换具有性质 U †U = UU † = I，所以酉表示有额外的性质
∀gα ∈ G，A (gα)

† = A (gα)
−1 = A

(
g−1
α

)，具体表示则为
[A (gα)]

†
ij = [A (gα)]

∗
ji =

[
A
(
g−1
α

)]
ij
. (2.68)

对于酉表示，也有以下重要定理。

■ 定理 2.2. 酉表示可约则完全可约。

证明. 首先定义正交补空间：在内积空间 V 中，若W 是 V 的子空间，则W⊥ = {x| (x|x1) = 0, x ∈ V, x1 ∈W}
称为 V 中W 的正交补空间。而且有 V =W⊕W⊥，因为 (0|x1) = 0（x1 ∈W）即 0 ∈W⊥，因此W∩W⊥ = {0}。
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现在酉表示可约，因此可取 W 为 G 不变的子空间，即 ∀y ∈W, gα ∈ G，都有 A (gα) y ∈W。因此我们
只需证明 W 的正交补空间 W⊥ 也是 G 不变的即可。对于 ∀y ∈W, z ∈W⊥，考虑 A (gα) z 与 y 的内积，有

(A (gα) z|y) =
(

z|A (gα)
† y
)

=
(
z|A

(
g−1
α

)
y
)

(2.69)

=
(
z|y′)

= 0,

其中已利用 W 是 G 不变的性质。因此，A (gα) z ∈W⊥，即 W⊥ 也是 G 不变的。因此表示空间 V 可以分
解成两个 G 不变的子空间的直和，即酉表示 A 完全可约。

注. 该定理不要求 G 为有限群，因此对无限群也成立。

可以看到，对于有限群而言表示可约则完全可约；另一方面，对于内积空间中的酉表示，表示可约则也
完全可约。可见有限群线性空间的表示和内积空间的酉表示存在一定的联系。

■ 定理 2.3. 有限群在内积空间的每一个表示都有等价的酉表示。

证明. 设 A 为有限群 G 在内积空间 V 上的一个表示，显然，当 A 不是酉表示的时候，对 ∀x, y ∈ V，内
积 (A (gα) x|A (gα) y) 一般不等于 (x|y)。我们需要证明的，是对于表示 A，存在一个等价表示 B (gα) =

X−1A (gα)X，使得表示 B 是酉表示，即 (B (gα) x|B (gα) y) = (x|y)。
实际上，在内积空间可以定义不同的内积形式，又因为正交归一的概念依赖于内积的形式，所以不同的内

积形式将给出不同的正交归一基。对于同一个表示A，它虽然会使原来定义的内积发生改变 (A (gα) x|A (gα) y) ̸=
(x|y)，但可能会保持另一种内积形式不变 ⟨A (gα) x|A (gα) y⟩ = ⟨x|y⟩。因此，联系不同内积定义下的正交归
一基之间的线性变换，将给出表示 A 的等价表示 A。
假设我们已找到一种内积形式 ⟨x|y⟩，使表示 A保持这种内积不变 ⟨A (gα) x|A (gα) y⟩ = ⟨x|y⟩，该内积可

给出一组 V 的正交归一基 {f1, · · · , fn}。相应地，设原来内积的定义 (x|y)给出的正交归一基矢为 {e1, · · · , en}。
具体而言，正交归一关系为

(ei|ej) = ⟨fi|fj⟩ = δij , (2.70)

δij 为 Kronecker 符号。两组基之间可通过非奇异的线性变换 X 联系，即

(f1, · · · , fn) = (e1, · · · , en) [X] , (2.71)

则 V 中的矢量可表达为

x = (e1, · · · , en) [x]

= (f1, · · · , fn) [x]′ (2.72)

= (e1, · · · , en) [X] [x]′ ,

因此不同基下的坐标关系为
[x]′ =

[
X−1

]
[x] . (2.73)
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利用坐标表示内积，有

(x|y) =
∑
i

x∗i yi

= (x∗1, · · · , x∗n)


y1
...
yn

 (2.74)

= [x]† [y] .

同理有
⟨x|y⟩ = [x]′† [y]′ . (2.75)

代入关系 (2.73) 式有 ⟨x|y⟩ = ([X−1
]
[x]
)† [

X−1
]
[y]，或者

⟨Xx|Xy⟩ =
([
X−1

]
[X] [x]

)† [
X−1

]
[X] [y]

= [x]† [y] (2.76)

= (x|y) .

因此，两种内积的关系由基变换 X 联系起来。现在考虑等价表示 B (gα) = X−1A (gα)X，则

(B (gα) x|B (gα) y) = ⟨XB (gα) x|XB (gα) y⟩

= ⟨A (gα)Xx|A (gα)Xy⟩ (2.77)

= ⟨Xx|Xy⟩

= (x|y) ,

其中第一、四个等号利用了 (2.76) 式，第二个等号利用了内积 ⟨x|y⟩ 在 A 表示中是保持不变的。于是等价
表示 B (gα) = X−1A (gα)X 保持原来的内积定义 (x|y) 不变，即 B 是酉表示。

因此，核心在于构造一个满足 ⟨A (gα) x|A (gα) y⟩ = ⟨x|y⟩ 的内积定义。考虑到有限群结构，可以做以下
内积定义：

⟨x|y⟩ = 1

n

∑
g∈G

(A (g) x|A (g) y) . (2.78)

利用重排定理，∀gα ∈ G，有

⟨A (gα) x|A (gα) y⟩ = 1

n

∑
g∈G

(A (g)A (gα) x|A (g)A (gα) y)

=
1

n

∑
g∈G

(A (ggα) x|A (ggα) y) (2.79)

=
1

n

∑
g′∈G

(
A
(
g′
)

x|A
(
g′
)

y
)

= ⟨x|y⟩ .

因此，对于有限群，总能找到一种内积定义在表示 A 下是保持不变的，或者总能找到一个非奇异线性变换，
使表示 A 等价于一个酉表示。
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2.3 群代数与群函数
之前，我们在线性空间中定义了向量加法与数乘，若进一步定义向量间的乘法，则形成线性代数。

§ 定义 2.18. 线性代数 设 R 是数域 K 上的线性空间，在 R 上可定义乘法，如该乘法对 ∀x, y, z ∈ R，
∀a ∈ K，有:

1. xy ∈ R（两个向量的乘积仍然是这个线性空间的向量）；

2. x (y + z) = xy + xz（乘法分配律）；

3. a (xy) = (ax) y = x (ay)（数乘可结合交换）；

则称为 R 是线性代数。当结合律进一步成立的时候，即 (xy) z = x (yz)，对应的代数为结合代数。

有了线性空间、线性代数等定义后，我们可以用群元 g 构造为矢量，来构建群空间和群代数。

§ 定义 2.19. 群空间 设 C 是复数域，G = {gα} 是一个群。以这些元素的线性组合为向量，对它们定
义加法与数乘，使得对 ∀x =

∑
α xαgα，∀y =

∑
α yαgα，xα, yα, a ∈ C，有：x + y =

∑
α (xα + yα) gα，

ax =
∑

α (axα) gα，那么这些向量的组合形成一个线性空间，称为群空间，记为 VG。

§ 定义 2.20. 群代数 在群空间的基础上进一步定义乘法规则，对 ∀x =
∑

α xαgα，∀y =
∑

β xβgβ，有：

xy =
∑

αβ xαyβ (gαgβ)。我们把这个群空间基于上述定义的向量乘法形成的代数称为群代数，记为 RG。

注. 对于群代数，群结构要求具有以下关系，对 ∀x =
∑

α xαgα =
∑

α x (gα) gα，y =
∑

β yβgβ =
∑

β y (gβ) gβ，

xy =
∑

γ (xy)γ gγ，则

(xy)γ =
∑
gα

x (gα) y
(
g−1
α gγ

)
. (2.80)

证明. 对于 x =
∑

α x (gα) gα，y =
∑

β y (gβ) gβ，有

xy =

(∑
gα

x (gα) gα

)∑
gβ

y (gβ) gβ


=
∑
gαgβ

(x (gα) y (gβ)) gαgβ,

令 gαgβ = gγ，即 gβ = g−1
α gγ，则

xy =
∑
gαgγ

(
x (gα) y

(
g−1
α gγ

))
gγ

=
∑
γ

(xy)γ gγ ,

对比得
(xy)γ =

∑
gα

x (gα) y
(
g−1
α gγ

)
.
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例 2.17. 以 C3 = {e, d, f} 构建群代数，两个矢量 x = e+ 2d+ 3f 和 y = 2e+ 2d+ f 的乘积为

xy = (e+ 2d+ 3f) (2e+ 2d+ f)

= 10e+ 9d+ 11f.

或者利用 (2.80) 式，有

(xy)e =
∑
gα

x (gα) y
(
g−1
α e
)

= x (e) y (ee) + x (d) y (fe) + x (f) y (de)

= 1 · 2 + 2 · 1 + 3 · 2

= 10,

(xy)d =
∑
gα

x (gα) y
(
g−1
α d

)
= x (e) y (ed) + x (d) y (fd) + x (f) y (dd)

= 1 · 2 + 2 · 2 + 3 · 1

= 9,

(xy)f =
∑
gα

x (gα) y
(
g−1
α f

)
= x (e) y (ef) + x (d) y (ff) + x (f) y (df)

= 1 · 1 + 2 · 2 + 3 · 2

= 11,

即

xy = 10e+ 9d+ 11f.

显然，我们可用群自身定义的群代数作为表示空间，由此可以定义正则表示，又分为左正则表示和右正
则表示。

§ 定义 2.21. 左正则表示 取群 G 的群代数空间 RG 为群 G 的表示空间，定义 G 到 RG 上的线性变

换群 L (G) 的映射为 L : G→ L (G)，线性变换 L (gi) ∈ L (G) 定义为：L (gi) x = gix，则映射 L 保持

了群的乘法结构不变，为同构映射，L (G) 称为群 G 的左正则表示。

§ 定义 2.22. 右正则表示 同上，定义 G 到 RG 上的线性变换群 R (G) 的映射为 R : G → R (G)，线

性变换 R (gi) ∈ R (G) 定义为：R (gi) x = xg−1
i ，则 R (G) 称为群 G 的右正则表示。

注. 右正则表示中取逆是为了保持乘法规律不变，R (gi)R (gj) x = xg−1
j g−1

i = x (gigj)−1 = R (gigj) x。

原则上，只需求出线性变化对基的变化便可得到表示矩阵，正则表示的特殊之处在于对基的变换和矢量
的基都由群元承担，即
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L (gi) gj︸︷︷︸
基

= gi︸︷︷︸
变换

gj︸︷︷︸
基

, R (gi) gj︸︷︷︸
基

= gj︸︷︷︸
基

g−1
i︸︷︷︸
变换

, (2.81)

因此，重排定理保证正则表示的矩阵只有 0 和 1 构成，且每行每列只有一个 1。

例 2.18. C2 = {e, a} 的左正则表示。

先写出 L (e) 对基的变换：

L (e) e = ee = e = (e, a)

(
1

0

)
,

L (e) a = ea = a = (e, a)

(
0

1

)
.

因此 L (e) 的表示矩阵为

L (e) =

(
1 0

0 1

)
.

同理，写出 L (a) 对基的变换：

L (a) e = ae = a = (e, a)

(
0

1

)
,

L (a) a = aa = e = (e, a)

(
1

0

)
.

即 L (a) 的表示矩阵为

L (a) =

(
0 1

1 0

)
.

例 2.19. D3 = {e, d, f, a, b, c} 的左正则表示。

方便起见，可先写出 D3 群的乘法表如下

D3 e d f a b c

e e d f a b c

d d f e c a b

f f e d b c a

a a b c e d f

b b c a f e d

c c a b d f e

以 a 为例，写出 L (a) 对基的变换为

L (a) e = a, L (a) d = b, L (a) f = c,

L (a) a = e, L (a) b = d, L (a) c = f.
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于是 L (a) 的矩阵表示为

L (a) =



0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0


,

即对于左正则表示，元素 S 的表示矩阵第 R 列不为零的矩阵元素所在行，是乘法表 S 行 R 列的乘积元素
标记的行。
通过以上例子，可以发现正则表示是一个忠实表示（同构映射），同时也是一个可约表示，因为对于群

阶 n > 1 的有限群，正则表示为 n 维表示，而 S2
1 + S2

2 + · · ·+ S2
q = n 的关系使其不可能为不可约表示。另

外，正则表示的特征标还有以下关系

χL (gα) = trL (gα) =

|G| , if gα = e,

0, if gα ̸= e.
(2.82)

上式对右正则表示也成立。实际上，正则表示包含了一个群的所有不等价不可约表示，这将在后面给出证明。
注意到无论是群表示的矩阵元，还是特征标，都是一个从群元到数的映射，我们可将这类映射统称为群

函数。

§ 定义 2.23. 群函数 G为一个群，以 G为定义域、以复数域 C为值域的函数称为群函数：如 f (gα) =

xα ∈ C。群函数的例子为群表示矩阵的矩阵元。

除了表示矩阵的矩阵元和特征标，其实我们还接触过一种群函数，就是群空间中矢量的坐标。以 C3 =

{e, d, f} 为例，x = 1e+ 2d+ 3f 为群空间 VC3 中一个矢量，或写成

x = (e, d, f)


1

2

3

 = (e, d, f) [x] ,

对于其中的坐标 [x] 的三个分量 [x]e = 1, [x]d = 2, [x]f = 3，可认为是将群元 gα 映射为数的群函数。我们可
将其记为 fx，它满足

fx (e) = 1, fx (d) = 2, fx (f) = 3.

因此，群空间中的每个矢量 x，都对应一个群函数 fx，因此群空间便对应一个群函数空间。对于群空间 VC3，
它的基矢为

e1 = (e, d, f)


1

0

0

 , e2 = (e, d, f)


0

1

0

 , e3 = (e, d, f)


0

0

1

 ,

因此，群空间的三个基矢 ei 对应群函数空间的三个基矢，即三个基矢群函数 fgi，它们满足

fe (e) = 1, fe (d) = 0, fe (f) = 0,

fd (e) = 0, fd (d) = 1, fd (f) = 0,
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ff (e) = 0, ff (d) = 0, ff (f) = 1.

实际上，基矢群函数满足
fgi (gj) = δij . (2.83)

我们可以更严格地定义群函数空间。

§ 定义 2.24. 群函数空间 对 ∀gi ∈ G，定义群函数 fgi : G→ C，fgi (gj) = δij，i = 1, 2, · · · , n，以此
n 个函数为基，可以构造复数域 C 上的群函数空间 V (G)：V (G) = {f =

∑n
i=1 aifgi , ai ∈ C}，并且

满足：∀f1, f2 ∈ V (G)，

1. f1 + f2 =
∑n

i=1 (a1i + a2i) fgi；

2. bf1 =
∑n

i=1 (bai) fgi , b ∈ C。

称 V (G) 为群函数线性空间，简称群函数空间。

显然，群空间 VG 和群函数空间 V (G) 是同构的。我们可以通过引入矢量乘法和内积，得到群函数代数
和群函数内积空间。
注 1. 若 gigj = gk，规定 fgifgj = fgigj = fgk，则群函数代数 R (G) 同构于群代数 RG。

证明. 对于群函数代数中的矢量 x =
∑

gi
x (gi) fgi，y =

∑
gj
y (gj) fgj，由 fgifgj = fgigj = fgk 有

xy =
∑
gi,gj

x (gi) y (gj) fgifgj

=
∑
gi,gj

(x (gi) y (gj)) fgigj ,

令 gigj = gk，有
xy =

∑
gi,gk

(
x (gi) y

(
g−1
i gk

))
fgk

=
∑
gk

(xy) (gk) fgk ,

即
(xy) (gk) =

∑
gi

x (gi) y
(
g−1
i gk

)
, (2.84)

上式与 (2.80) 式相同，因此在此规定下群函数代数 R (G) 同构于群代数 RG。

注 2. 定义函数基矢的内积
(
fgi |fgj

)
=
(
fgj |fgi

)
= 1

nδij，则群函数空间成为一个内积空间。

容易验证 ∀x =
∑

gi
x (gi) fgi，y =

∑
gj
y (gj) fgj，两个群函数矢量的内积为

(x|y) =

∑
gi

x (gi) fgi |
∑
gj

y (gj) fgj


=
∑
gi,gj

x∗ (gi) y (gj)
(
fgi |fgj

)
(2.85)

=
1

n

∑
gi,gj

x∗ (gi) y (gj) δij

=
1

n

∑
gi

x∗ (gi) y (gi) .
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推论. 群函数内积空间的正则表示为酉表示。

证明. 对于左正则表示 L (gi) gj = gigj，L (gi) fgj = fgifgj，∀x, y ∈ R (G)，有

(L (gk) x|L (gk) y) =

∑
gi

x (gi) fgkfgi |
∑
gj

y (gj) fgkfgj

 (2.86)

=
∑
gi,gj

x∗ (gi) y (gj)
(
fgkgi |fgkgj

)
,

由重排定理知，当且仅当 i = j 时，有 gkgi = gkgj，因此
(
fgkgi |fgkgj

)
= 1

nδij，所以

(L (gk) x|L (gk) y) = 1

n

∑
gi

x∗ (gi) y (gi) = (x|y) . (2.87)

同理可证对右正则表示也成立。

总结一下，描述群的代数结构有两种等价的方式，一种是以群元 gi 的线性组合为矢量所构成的群空间
及群代数，另一种是以基矢群函数 fgi (gj) = δij 的线性组合为矢量所构成的群函数空间及其代数，两者具有
如图2.2的同构关系。两者的同构关系是群表示理论的核心，这使得我们可以使用一系列群函数（表示矩阵，
特征标）来刻画群结构对应的代数。

图 2.2: 群空间及群代数与群函数空间及其代数之间的同构关系。

2.4 有限群表示理论
在介绍完群表示理论的基础知识后，我们正式探究有限群的表示理论，主要内容包括舒尔引理，正交性

定理，以及 Burnside 定理。需要注意的是，由于有限群在内积空间的任一表示总等价于一个酉表示，因此
我们只需找到有限群不等价不可约酉表示的性质即可。首先介绍两个舒尔引理。

■ 定理 2.4. 舒尔引理一 设 A 是群 G 在有限维复空间 V 上的不可约表示，若 V 上的线性变换 M 满

足 MA (gα) = A (gα)M 对 ∀gα ∈ G 成立，则 M = λE，其中 λ 为数域上的数，E 为单位变换。
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证明. 我们先证明一个性质：复线性变换 M 至少存在一个非零本征矢，即总存在 y ̸= 0，满足 My = λy。因
为至少存在一个 λ ∈ C，使得 det (M − λE) = 0，当得到一个解 λ 时，因为 (M − λE) y = 0，此时 y 有非
零解，要求 (M − λE) 为奇异矩阵。若记 M − λE = (φ1, · · · ,φn)，则 {φ1, · · · ,φn} 是线性相关的，即存
在一组不全为零的复系数 {c1, · · · , cn}，使得

c1φ1 + c2φ2 + · · ·+ cnφn = 0. (2.88)

此时取 y = (c1, · · · , cn)T，即为 My = λy 的非零本征矢。
现在我们定义 V 的一个子集 R，满足 R = {y ∈ V |My = λy}。对 ∀y ∈ R，gα ∈ G，有

M (A (gα) y) =MA (gα) y

= A (gα)My (2.89)

= A (gα)λy

= λ (A (gα) y) ,

即 A (gα) y ∈ R，于是 R 是 V 的 G 不变子空间，且 R 必不为零空间。又因 A 是不可约表示，V 没有 G

不变的真子空间，所以 R = V，即对于 ∀y ∈ V，都有 My = λy，因此只能有 M = λE。

舒尔引理一表明，与不可约表示任意一个表示矩阵都互易的矩阵必然为常数矩阵，即对于不可约表示，
一定不存在与所有群元的表示矩阵都对易的非常数矩阵。

注 1. Abel 群的不可约表示都是互易的，因此都是一维表示。该结论也可以从相互对易的酉矩阵可以同时对
角化得到。

注 2. 若 A 是有限群的可约表示，则存在线性变换 S，使得 A′ (gα) = S−1A (gα)S 具有分块对角形式，不

妨设

A′ (gα) = B1 (gα)⊕B2 (gα) ,

则有 M = aE1 ⊕ bE2，满足 MA′ (gα)M
−1 = A′ (gα)，此时 M 为一些常数矩阵的直和形式。

■ 定理 2.5. 舒尔引理二 设群 G 在有限维向量空间 VA 与 VB 有不可约表示 A 与 B，若对 ∀gα ∈ G，
有将 VA 映入 VB 的线性变换 M，满足：B (gα)M =MA (gα)，则:

1. 当表示 A 与 B 不等价时，M ≡ 0（为零矩阵）；

2. 当 M 不为零时，A 与 B 必等价。

证明. 由于两个命题互为逆否命题，只需证明第二个命题即可。
在线性空间 VA 中，我们作其子空间 N，其中 N 为线性变换 M 的零空间 N = {x|Mx = 0}。则 N 是

G 不变的，因为对 ∀x ∈ N，gα ∈ G，

M (A (gα) x) =MA (gα) x

= B (gα)Mx (2.90)

= 0,

即 A (gα) x ∈ N，N 是 G 不变的。因此 N 是 VA 的 G 不变子空间。又因为 A 是 G 的不可约表示，因此
VA 没有 G 不变的真子空间，因此 N 要么为 VA，要么为零空间，即只包含零矢量。
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当 N = VA 时，即 ∀x ∈ VA，Mx = 0，因此 M 只能为零矩阵，与题设矛盾。
因此 N = {0}，这时我们需要证明 M 为 VA 和 VB 间的一一映射，即存在 M 的逆变换 M−1。

1. 证明 M 为单射。采用反证法，假设存在 x1, x2 ∈ VA，x1 ̸= x2 但 Mx1 =Mx2，则有 M (x1 − x2) = 0，
由于 M 的零空间 N = {0}，因此有 x1 = x2，与假设矛盾。因此若 x1 ̸= x2，则 Mx1 ̸=Mx2，M 为
单射。

2. 证明 M 为满射。作 VA 在变换 M 下的像集合 R = {y ∈ VB|y =Mx, ∀x ∈ VA}，对 ∀y ∈ VB，gα ∈ G，
有

B (gα) y = B (gα)Mx

=MA (gα) x (2.91)

=Mx′

∈ R,

其中已利用 VA 是 G 不变的，因此 R 是 VB 的 G 不变子空间。又因为 B 为不可约表示，所以 R 要
么为 VB，要么为零空间。然而若 R 为零空间，则对 ∀x1, x2 ∈ VA，都有 Mx1 = Mx2 = 0，与 M 是
单射矛盾。因此 R = VB，因此 M 为满射。

因此，M 为 VA 到 VB 的一一映射，为可逆映射，即 MA (gα)M
−1 = B (gα)，表示 A 与 B 等价。此时表

示空间 VA 与 VB 的维数相同，表示矩阵是同阶方阵。

舒尔引理二表明，两个不等价不可约表示，不可能通过一个非零的线性变换M，由 B (gα)M =MA (gα)

联系起来。有了两个舒尔引理，我们可以证明有限群表示理论的核心定理之一，正交性定理。

■ 定理 2.6. 正交性定理 设有限群 G = {gα} 有不等价不可约酉表示 A1, A2, · · · , Ap, · · · , Ar, · · ·，其
维数分别为：S1, S2, · · · , Sp, · · · , Sr, · · · 。这些不等价不可约酉表示矩阵元，作为群函数，在群函数空
间这个内积空间有如下性质： (

Ap
µν |Ar

µ′ν′
)
=

1

Sp
δprδµµ′δνν′ ,

写成求和的形式为
n∑

i=1

Ap∗
µν (gi)A

r
µ′ν′ (gi) =

n

Sp
δprδµµ′δνν′ .

（为表述方便，本节将不可约表示的指标 p 作为上标。一般而言，若计算涉及表示矩阵的分量，则以

上标作为不可约表示的指标，否则以下标作为不可约表示的指标。）

证明. 对于 Sp 维不可约酉表示 Ap，取一 Sp 阶矩阵 D（暂不考虑其形式），构造另一个 Sp 阶矩阵 C 满足

C =
1

n

n∑
i=1

Ap (gi)DA
p
(
g−1
i

)
, (2.92)
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对于 ∀gj ∈ G，左乘 Ap (gj) 得

Ap (gj)C =
1

n

n∑
i=1

Ap (gj)A
p (gi)DA

p
(
g−1
i

)
=

1

n

n∑
i=1

Ap (gjgi)DA
p
(
g−1
i

)
(2.93)

=
1

n

n∑
k=1

Ap (gk)DA
p
(
g−1
k gj

)
=

1

n

n∑
k=1

Ap (gk)DA
p
(
g−1
k

)
Ap (gj)

= CAp (gj)

其中已利用 gk = gjgi, g
−1
i = g−1

k gj。因此 C 与所有 Ap (gj) 可互易，由舒尔引理一知，C = λ (D) ISp，其中
λ (D) 为与 D 有关的常数，ISp 为 Sp 阶单位矩阵。由于 C 的对角形式与 D 的具体形式无关，我们取一个
特殊的 D 矩阵，它只有第 ν ′ 行、第 ν 列的矩阵元为 1，其他矩阵元为零，即 Dαβ = δαν′δβν。因此由 (2.92)
式得 C 的矩阵元为

Cµ′µ =
1

n

n∑
i=1

∑
αβ

Ap
µ′α (gi)DαβA

p
βµ

(
g−1
i

)
=

1

n

n∑
i=1

∑
αβ

Ap
µ′α (gi) δαν′δβνA

p
βµ

(
g−1
i

)
(2.94)

=
1

n

n∑
i=1

Ap
µ′ν′ (gi)A

p
νµ

(
g−1
i

)
.

利用 Ap 为酉表示的性质，即 Ap
(
g−1
i

)
= [Ap (gi)]

†，即 Ap
νµ

(
g−1
i

)
= Ap∗

µν (gi)，(2.94) 式继而简化为

Cµ′µ =
1

n

n∑
i=1

Ap∗
µν (gi)A

p
µ′ν′ (gi) . (2.95)

由于 C = λ (D) ISp 为对角矩阵，应有
Cµ′µ = λ (D) δµ′µ, (2.96)

对比即得
1

n

n∑
i=1

Ap∗
µν (gi)A

p
µ′ν′ (gi) = λ (D) δµ′µ. (2.97)
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现在需要求 λ (D)。由 C = λ (D) ISp 知 trC = Spλ (D)，利用 (2.94) 式有

λ (D) =
1

Sp
trC

=
1

Sp

∑
µ

Cµµ

=
1

Sp

∑
µ

1

n

n∑
i=1

Ap
µν′ (gi)A

p
νµ

(
g−1
i

)
(2.98)

=
1

nSp

n∑
i=1

[∑
µ

Ap
νµ

(
g−1
i

)
Ap

µν′ (gi)

]

=
1

nSp

n∑
i=1

[
Ap
(
g−1
i

)
Ap (gi)

]
νν′

=
1

nSp

n∑
i=1

[
Ap
(
g−1
i gi

)]
νν′

.

因为 Ap
(
g−1
i gi

)
= Ap (e) 为 Sp 阶单位矩阵，所以

[
Ap
(
g−1
i gi

)]
νν′

= δνν′，因此

λ (D) =
1

nSp

n∑
i=1

δνν′ =
1

Sp
δνν′ , (2.99)

即 (2.97) 式进一步变为
1

n

n∑
i=1

Ap∗
µν (gi)A

p
µ′ν′ (gi) =

1

Sp
δνν′δµ′µ, (2.100)

由此我们得到同一个不可约表示 Ap 中矩阵元的正交关系。
现在我们考虑两个不等价的不可约表示 Ap 和 Ar，类似地，我们构造两个 Sr × Sp 的矩阵 C ′, D′，它们

满足关系
C ′ =

1

n

n∑
i=1

Ar (gi)D
′Ap

(
g−1
i

)
. (2.101)

对 ∀gj ∈ G，左乘 Ar (gj) 有

Ar (gj)C
′ =

1

n

n∑
i=1

Ar (gj)A
r (gi)D

′Ap
(
g−1
i

)
=

1

n

n∑
i=1

Ar (gjgi)D
′Ap

(
g−1
i

)
(2.102)

=
1

n

n∑
k=1

Ar (gk)D
′Ap

(
g−1
k

)
Ap (gj)

= C ′Ap (gj) .

由舒尔引理二知，对两个不等价的不可约表示，若对 ∀gj ∈ G 都满足 Ar (gj)C
′ = C ′Ap (gj)，则 C ′ 必然为
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零矩阵。同样地，取 D′
αβ = δαν′δβν，则

C ′
µ′µ =

1

n

n∑
i=1

∑
αβ

Ar
µ′α (gi)D

′
αβA

p
βµ

(
g−1
i

)
=

1

n

n∑
i=1

∑
αβ

Ar
µ′α (gi) δαν′δβνA

p
βµ

(
g−1
i

)
(2.103)

=
1

n

n∑
i=1

Ar
µ′ν′ (gi)A

p
νµ

(
g−1
i

)
=

1

n

n∑
i=1

Ap∗
µν (gi)A

r
µ′ν′ (gi)

= 0.

因此，当 Ap 和 Ar 为不等价的不可约表示时，1
n

∑n
i=1A

p∗
µν (gi)A

r
µ′ν′ (gi) 为零，当两个表示为同一个不可约

表示时，关系由 (2.100) 式给出，总结而言便是
n∑

i=1

Ap∗
µν (gi)A

r
µ′ν′ (gi) =

n

Sp
δprδµµ′δνν′ , (2.104)

或者写成内积形式 (
Ap

µν |Ar
µ′ν′
)
=

1

Sp
δprδµµ′δνν′ . (2.105)

例 2.20. 验证 D3 = {e, d, f, a, b, c} 不等价不可约表示的正交关系。

我们曾求出 D3 的三个不等价不可约表示为

D3 e d f a b c

A1 1 1 1 1 1 1

A2 1 1 1 −1 −1 −1

A3

(
1 0

0 1

) (
−1

2 −
√
3
2√

3
2 −1

2

) (
−1

2

√
3
2

−
√
3
2 −1

2

) (
−1 0

0 1

) (
1
2

√
3
2√

3
2 −1

2

) (
1
2 −

√
3
2

−
√
3
2 −1

2

) .

群函数空间的矢量为 x =
∑n

i=1 x (gi) fgi，由三个不等价不可约表示，我们可以写出 6 个群函数空间的矢量，
即 Ap

µν =
∑n

i=1A
p
µν (gi) fgi。取定基矢为 {fe, fd, ff , fa, fb, fc}，可以直接用坐标表示 6 个矢量，分别为[

A1
11

]
= (1, 1, 1, 1, 1, 1) ,[

A2
11

]
= (1, 1, 1,−1,−1,−1) ,[

A3
11

]
=

(
1,−1

2
,−1

2
,−1, 1

2
,
1

2

)
,

[
A3

12

]
=

(
0,−
√
3

2
,

√
3

2
, 0,

√
3

2
,−
√
3

2

)
,

[
A3

21

]
=

(
0,

√
3

2
,−
√
3

2
, 0,

√
3

2
,−
√
3

2

)
,

[
A3

22

]
=

(
1,−1

2
,−1

2
, 1,−1

2
,−1

2

)
.
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因此，我们可以验证这一组矢量是正交的，如
(
A3

12|A2
11

)
=

1

n

6∑
i=1

A3∗
12 (gi)A

2
11 (gi)

=
1

6

(
−
√
3

2
+

√
3

2
−
√
3

2
+

√
3

2

)
= 0,

(
A3

12|A3
12

)
=

1

n

6∑
i=1

A3∗
12 (gi)A

3
12 (gi)

=
1

6

(
3

4
+

3

4
+

3

4
+

3

4

)
=

1

2

=
1

S3
,

(
A2

11|A2
11

)
=

1

n

6∑
i=1

A2∗
11 (gi)A

2
11 (gi)

=
1

6
(1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1)

= 1

=
1

S2
,

同理可验证其他矢量。
因此，有限群 G 的 Sp 维不等价不可约酉表示 Ap 能给出 S2

p 个群函数空间中的正交矢量，同时我们知
道群函数空间同构于群空间，群空间的基矢为群元，因此群函数空间和群空间都是 n = |G| 维的线性空间。
在定义了内积后，群函数空间最多只有能 n 个完备正交基，因此有限群 G 所有不等价不可约酉表示的维数
满足以下关系： ∑

p

S2
p ≤ n. (2.106)

需要强调的是正交关系依赖于内积的定义，因此仅对酉表示成立。
接下来，我们将证明由不等价不可约酉表示给出的群函数，不仅是正交的，而且还是完备的。

■ 定理 2.7. 完备性定理 设 Ap（p = 1, 2, · · · , q）是有限群 G = {gα} 的所有不等价不可约酉表示，则
Ap 生成的群函数 Ap

µν (gi) 在 p 走遍所有不等价不可约酉表示的指标，µ, ν 走遍所有行和列的指标时，

在群函数空间是完备的。

证明. 思路是，我们以所有 Ap
µν (gi) 张成的内积空间作为群表示空间，证明其对于群函数代数 R (G) 的正交

补空间是零空间。
我们从不可约酉表示 Ap 着手，Ap 在群函数空间中给出 S2

p 个矢量，即 Ap
µν =

∑n
i=1A

p
µν (gi) fgi（µ, ν =

1, · · · , Sq），其中基矢群函数 fgi 满足 fgi (gj) = δij。我们知道，在群空间 VG 和群函数空间 V (G) 给出的群
表示为正则表示，以右正则表示为例，它在群空间和群函数空间分别满足

R (gj) gi = gig
−1
j , R (gj) fgi = fgifg−1

j
= fgig−1

j
. (2.107)
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将 R (gj) 作用于群函数空间的矢量 Ap
µν 上，得到

R (gj)A
p
µν = R (gj)

n∑
i=1

Ap
µν (gi) fgi

=

n∑
i=1

Ap
µν (gi) fgig−1

j
(2.108)

=
n∑

k=1

Ap
µν (gkgj) fgk ,

其中已令 gig
−1
j = gk, gi = gkgj。利用群表示的性质，有

Ap
µν (gkgj) = [Ap (gkgj)]µν

= [Ap (gk)A
p (gj)]µν (2.109)

=

Sp∑
λ=1

Ap
µλ (gk)A

p
λν (gj) ,

代入 (2.108) 式有

R (gj)A
p
µν =

n∑
k=1

Sp∑
λ=1

Ap
µλ (gk)A

p
λν (gj) fgk

=

Sp∑
λ=1

Ap
λν (gj)

[
n∑

k=1

Ap
µλ (gk) fgk

]
(2.110)

=

Sp∑
λ=1

Ap
λν (gj)A

p
µλ.

注意到∑n
k=1A

p
µλ (gk) fgk = Ap

µλ 为第 µ 行、第 λ 列的矢量，因此，R (gj) 的线性变换把第 µ 行、第 ν 列的
矢量 Ap

µν 变为第 µ 行所有矢量
{
Ap

µλ|λ = 1, · · · , Sp
}
的线性叠加，叠加系数为 Ap

λν (gj)。现在我们以第 µ

行的所有正交矢量（正交性定理）为基
{
Ap

µ,1, A
p
µ,2, · · · , A

p
µ,Sp

}
，(2.110) 式便是基变换的规则，即

R (gj)A
p
µν =

(
Ap

µ,1, A
p
µ,2, · · · , A

p
µ,Sp

)


Ap
1,ν (gj)

Ap
2,ν (gj)

...
Ap

Sp,ν
(gj)

 , (2.111)

所以有

R (gj)
(
Ap

µ,1, A
p
µ,2, · · · , A

p
µ,Sp

)

=
(
Ap

µ,1, A
p
µ,2, · · · , A

p
µ,Sp

)


Ap
1,1 (gj) Ap

1,2 (gj) · · · Ap
1,Sp

(gj)

Ap
2,1 (gj) Ap

2,2 (gj) · · · Ap
2,Sp

(gj)
...

... . . . ...
Ap

Sp,1
(gj) Ap

Sp,2
(gj) · · · Ap

Sp,Sp
(gj)

 . (2.112)

因此，
{
Ap

µ,1, A
p
µ,2, · · · , A

p
µ,Sp

}
这 Sp 个正交矢量构成的群函数空间 V (G) 的一个子空间，并且这个子空间

是右正则表示的 G 不变子空间，并且 (2.112) 表明 R (gj) 在这个子空间的表示矩阵，恰好是 Ap (gj) 的矩阵
本身，因此称

{
Ap

µ,1, A
p
µ,2, · · · , A

p
µ,Sp

}
承载一个右正则表示。
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由于 Ap 中每一行的矢量
{
Ap

µ,1, A
p
µ,2, · · · , A

p
µ,Sp

}
都能构成右正则表示的一个 G 不变子空间，因此当 µ

取遍 1 到 Sp 时，一个不可约酉表示 Ap 将给出右正则表示的 Sp 个 Sp 维的 G 不变子空间。又因每一行的
矢量都是正交的，构成的子空间只能有零元素作为公共元素，因此将此 Sp 个子空间做直和后，依然是右正
则表示的 G 不变子空间。现在我们将 G 的所有不等价不可约酉表示构成的 G 不变子空间再做直和，称为
V，V 也是 G 不变的。现在我们需要证明 V 就是群函数代数 R (G) 本身。

由此，我们构造 V 对 R (G) 的正交补空间 V ⊥，R (G) = V ⊕ V ⊥，因此 V ⊥ 也是 G 不变的，需要证明
V ⊥ 只能包含零矢量。采用反证法，假设 V ⊥ 中包含一个不可约表示 Ar，基矢为 {x1, x2, · · · , xSr}，它们承
载第 r 个不等价不可约表示，其中每一个基矢都在群函数空间中表示为 xα =

∑n
i=1 xα (gi) fgi。将 R (gj) 作

用至 xα 得

R (gj)xα =
n∑

i=1

xα (gi) fgig−1
j

(2.113)

=

n∑
k=1

xα (gkgj) fgk .

由于我们假设 {x1, x2, · · · , xSr} 承载第 r 个不等价不可约表示，由 (2.110) 式应该有

R (gj)xα =

Sr∑
λ=1

Ar
λα (gj)xλ (2.114)

=

Sr∑
λ=1

Ar
λα (gj)

n∑
k=1

xλ (gk) fgk ,

对比 R (gj)xα 两个表达式，得到

xα (gkgj) =

Sr∑
λ=1

Ar
λα (gj)xλ (gk) , (2.115)

取 gk = g0 为单位元有
xα (gj) =

Sr∑
λ=1

Ar
λα (gj)xλ (g0) . (2.116)

然而 (2.116) 式意味着

xα =
n∑

i=1

xα (gi) fgi

=

n∑
i=1

Sr∑
λ=1

Ar
λα (gi)xλ (g0) fgi (2.117)

=

Sr∑
λ=1

xλ (g0)

[
n∑

i=1

Ar
λα (gi) fgi

]

=

Sr∑
λ=1

xλ (g0)A
r
λα,

即 V ⊥ 中的矢量 xα 可用 V 中的矢量 Ar
λα 叠加得到，与 V ⊥ 是 V 的正交补空间矛盾。因此 V ⊥ 不可能承

载任一不可约表示，但 V ⊥ 又是 G 不变的，因此 V ⊥ = {0}，即由所有不等价不可约酉表示的正交基张成的
线性空间，是群函数代数 R (G) 本身，所有 {Ap

µν} 在群函数空间是完备的。

有了正交性和完备性定理，我们很容易可以证明 Burnside 定理。
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■ 定理 2.8. Burnside 定理 有限群的所有不等价不可约酉表维数的平方和等于群的阶。

证明. 由完备性定理知所有 {Ap
µν} 在群函数空间是正交且完备的，一个 Sp 维的不等价不可约酉表示 Ap 将

给出 S2
p 个矩阵元作为群函数，而群函数空间作为内积空间最多只能有 n = |G| 个正交完备基，因此有∑

p

S2
p = n. (2.118)

注. Burnside 定理也能有另一种理解。我们在完备性定理的证明中，展示了不等价不可约酉表示 Ap 第 µ 行

所有的正交矢量
{
Ap

µ,1, A
p
µ,2, · · · , A

p
µ,Sp

}
在群函数空间承载一个右正则表示，且 (2.112) 式表明该右正则表

示是 Ap 本身，而当 µ 从 1 取至 Sp 时，则承载了 Sp 个 Ap 表示。而正交性定理告诉我们由 {Ap
µν} 张成

的子空间的基都是彼此正交的，因此右正则表示存在直和分解

R (gi) =
∑
p

⊕SpAp (gi) , (2.119)

即右正则表示包含有限群所有的不等价不可约酉表示 Ap，重复度为酉表示 Ap 的维数 Sp。对比等号两边表

示空间的维数也能直接得到 Burnside 定理。

2.5 特征标理论
至此，我们得到有限群表示理论最重要的三个定理。然而与之前的讨论类似，虽然所有不等价不可约酉

表示的矩阵元 {Ap
µν} 构成群函数空间的一组正交完备基并蕴含了有限群表示的所有信息，但求出所有表示

矩阵是很繁琐的，而且相似变换也导致基的取定并不唯一。而在实际的应用上，通常简单的分析并不需要知
道所有矩阵元的信息，于是更偏向采用特征标描述不等价不可约表示，而且相似变换不会改变特征标。
我们曾定义过特征标。

§ 定义 1.14. 特征标 设 A = {A (gα)} 是群 G = {gα} 的一个表示，这个表示的特征标定义为 {χ (gα)}，
其中

χ (gα) = trA (gα) =
∑
µ

Aµµ (gα) .

因为共轭元素的特征标相同，因此特征标属于一类特殊的群函数，即类函数，它们将群 G 的类映射成
数。
特征标函数作为群函数，在群函数空间也满足类似的正交性。

■ 定理 2.9. 特征标第一定理 有限群不可约表示的特征标满足：

(χp|χr) =
1

n

n∑
i=1

χp∗ (gi)χ
r (gi) = δpr.

证明. 注意这里并不要求酉表示，因为有限群的不可约表示都有等价的酉表示，而等价表示的特征标相同。
我们可以先用酉表示的性质证明，则与这两个酉表示等价的群表示的特征标也满足这个正交关系。
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对于两个不等价不可约酉表示，有

1

n

n∑
i=1

Ap∗
µν (gi)A

r
µ′ν′ (gi) =

1

Sp
δprδµµ′δνν′ , (2.120)

因此有

(χp|χr) =
1

n

n∑
i=1

χp∗ (gi)χ
r (gi)

=
1

n

n∑
i=1

 Sp∑
µ=1

Ap∗
µµ (gi)

 Sr∑
µ′=1

Ar
µ′µ′ (gi)


=

Sp∑
µ=1

Sr∑
µ′=1

[
1

n

n∑
i=1

Ap∗
µµ (gi)A

r
µ′µ′ (gi)

]

=

Sp∑
µ=1

Sr∑
µ′=1

(
1

Sp
δprδµµ′

)
(2.121)

=
1

Sp
δpr

Sp∑
µ=1

1

= δpr.

由于特征标只是类的函数，正交关系也能写为

(χp|χr) =
1

n

q∑
i=1

niχ
p∗ (Ki)χ

r (Ki) = δpr, (2.122)

其中 ni 表示第 i 个类 Ki 中的群元个数，一共有 q 个类。

注 1. 不可约表示与其自身的特征标内积为 1，即 (χp|χp) = 1。

注 2. 可约表示与不可约表示内积给出这个不可约表示在可约表示中的重复度。

证明. 一个可约表示 A 总能写成有限群所有不等价不可约表示的直和形式，即

A =
∑
p

⊕mpA
p, (2.123)

其中 mp 称为不等价不可约表示 Ap 的重复度。由特征标第一定理有

(A|Ar) =

(∑
p

⊕mpA
p|Ar

)
=
∑
p

mp (A
p|Ar) = mr. (2.124)

注 3. 可约表示与其自身的特征标内积大于 1。

证明. 对于可约表示 A =
∑

p⊕mpA
p，有

(A|A) =

(∑
p

⊕mpA
p|
∑
r

⊕mrA
r

)
=
∑
p

m2
p > 1. (2.125)
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注 4. 群 G 的正则表示与 G 的任一不可约表示的内积为该不可约表示的维度。

证明. 因为正则表示的特征标有性质

χL/R (gi) =

n, if gi = e,

0, if gi ̸= e,

所以与不等价不可约表示的内积为 (
χL/R|χp

)
=

1

n

n∑
i=1

χL/R∗ (gi)χ
p (gi)

=
1

n
χL/R∗ (e)χp (e) (2.126)

=
1

n
nSp

= Sp.

即正则表示存在直和分解 L/R =
∑

p⊕SPAp，Burnside定理成立，联合正交性定理亦可证明完备性定理。

若知道了某个表示的特征标，则可求出每个不等价不可约表示在该表示的约化中的重复度。因此，若两
个表示的特征标相同，则两个表示的约化中每个不等价不可约表示出现的次数都相同，因此必然相似于相同
的分块对角形式，即这两个表示等价。反之，等价表示的特征标相同。
注 5. 两个表示等价的充要条件是每个元素在两个表示中的特征标对应相等。

特征标函数除了正交性外，还具有完备性，但是是在类函数空间的完备性。群函数是从群元 gi 到数 c

的映射，构成群函数空间；与之相应的，类函数是从群的类 Ki 到数 c 的映射，构成类函数空间。群函数空
间的维数是群阶 |G| = n，而类函数空间的维数则是类的个数 nc。

■ 定理 2.10. 有限群的所有不等价不可约表示的特征标在类函数空间是完备的。

证明. 可以利用所有不等价不可约酉表示的矩阵元 {Ap
µν} 在群函数空间是完备的来证明。因为 {Ap

µν} 是完
备的，任意群函数都能表示为

f (gi) =
∑
pµν

apµνA
p
µν (gi) , (2.127)

其中 apµν 为展开系数。现在我们考虑类函数，类函数需要满足共轭元素给出相同的函数值，即 ∀gi, gj ∈ G，
f (gi) = f

(
g−1
j gigj

)
。因此，可以将 f (gi) 改写为

f (gi) =
1

n

n∑
j=1

f
(
g−1
j gigj

)
. (2.128)

将 (2.127) 式代入得

f (gi) =
1

n

n∑
j=1

∑
pµν

apµνA
p
µν

(
g−1
j gigj

)
=

1

n

n∑
j=1

∑
pµν

∑
λσ

apµνA
p
µλ

(
g−1
j

)
Ap

λσ (gi)A
p
σν (gj) (2.129)

=
∑
pµν

∑
λσ

apµνA
p
λσ (gi)

 1

n

n∑
j=1

Ap∗
λµ (gj)A

p
σν (gj)

 .
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利用正交性定理 1
n

∑n
j=1A

p∗
µν (gj)A

r
µ′ν′ (gj) =

1
Sp
δprδµµ′δνν′ 有

f (gi) =
∑
pµν

∑
λσ

apµνA
p
λσ (gi)

1

Sp
δλσδµν

=
∑
p

[
1

Sp

∑
µ

apµµ

][∑
λ

Ap
λλ (gi)

]
(2.130)

=
∑
p

bpχp (gi) ,

即有限群任意一个类函数 f (gi) 都能用不等价不可约表示的特征标展开，即特征标 χp 作为类函数空间的矢
量，在类函数空间是完备的。

由于有限群类函数空间的维数等于类的个数，而特征标在类函数空间又是正交且完备的，因此有以下推
论。

推论. 一个群的不等价不可约表示的个数等于群中类的个数。

因此，若有限群有 q 个类，其不等价不可约表示的特征标构成一个 q × q 的表格。

§ 定义 2.25. 特征标表 把有限群 G 的所有不等价不可约表示的特征标，作为类函数给出一个表，称

为 G 的特征标表。表中的行为一个不可约表示中不同类的特征标，列为群的一个类 Ki 在各不等价不

可约表示中的特征标，具有如下形式：

n1 {K1} n2 {K2} · · · nq {Kq}
A1 χ1 (K1) χ1 (K2) · · · χ1 (Kq)

A2 χ2 (K1) χ2 (K2) · · · χ2 (Kq)
...

...
... . . . ...

Aq χq (K1) χq (K2) · · · χq (Kq)

ni 表示第 i 个类 Ki 中群元的个数。

因此，特征标第一定理指出特征标表的任意两行满足正交关系 (χp|χr) = 1
n

∑q
i=1 niχ

p∗ (Ki)χ
r (Ki) =

δpr。

例 2.21. D3 = {e, d, f, a, b, c} 的特征标表。

D3 群有三个类，分别为 K1 = {e}，K2 = {d, f}，及 K3 = {a, b, c}，因此有三个不等价不可约表示，由
Burnside 定理 S2

1 + S2
2 + S2

3 = 6 知存在两个 1 维表示和一个 2 维表示。两个 1 维表示分别为恒等表示 A1

和非恒等表示 A2，非恒等表示 A2 可由 D3/C3
∼= C2 得出，即

D3 1 {e} 2 {d} 3 {a}
A1 1 1 1

A2 1 1 −1
A3 χ3 (K1) χ3 (K2) χ3 (K3)
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对于剩下的 2 维表示 A3，可用特征标第一定理求出。首先单位元的特征标为维数，即 χ3 (K1) = 2，剩余
χ3 (K2) 和 χ3 (K3)，利用两个正交关系有(

χ3|χ1
)
=

1

6

(
2 + 2χ3 (K2) + 3χ3 (K3)

)
= 0,(

χ3|χ2
)
=

1

6

(
2 + 2χ3 (K2)− 3χ3 (K3)

)
= 0,

因而求出 χ3 (K2) = −1，χ3 (K3) = 0。D3 的特征标表为

D3 1 {e} 2 {d} 3 {a}
A1 1 1 1

A2 1 1 −1
A3 2 −1 0

与之前利用 R2 求出表示矩阵再求特征标的结果一致。
实际上，特征标表除了任意两行之间满足正交关系，任意两列之间也存在正交关系。

■ 定理 2.11. 特征标第二定理 有限群 G 有类 K1,K2, · · · ,Kq，ni 为第 i 个类的元素个数，则有：

1

n

q∑
p=1

niχ
p∗ (Ki)χ

p (Kj) = δij .

证明. 注意到特征标表是 q × q 的表格，q 为有限群类的个数，我们可以定义一个 q × q 的矩阵 F，它的矩
阵元为

Fri =

√
ni
n
χr (Ki) , (2.131)

其共轭转置为
F †
ip = F ∗

pi =

√
ni
n
χp∗ (Ki) . (2.132)

因此特征标第一定理可以表示为 (
FF †

)
rp

=

q∑
i=1

FriF
†
ip

=

q∑
i=1

FriF
∗
pi (2.133)

=
ni
n

q∑
i=1

χp∗ (Ki)χ
r (Ki)

= δpr,

所以 FF † = Iq 是 q 阶单位矩阵。矩阵 F 的所有行 {χr} 是类函数空间的正交完备基，即 F 的所有行向量
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线性无关，因此矩阵 F 是可逆的，且 F−1 = F †。因此有 F †F = Iq，写成矩阵元形式为(
F †F

)
ij
=

q∑
p=1

F †
ipFpj

=

q∑
p=1

F ∗
piFpj (2.134)

=
1

n

q∑
p=1

√
ninjχ

p∗ (Ki)χ
p (Kj)

= δij ,

由于仅有 i = j 时才不为零，可进一步写为
1

n

q∑
p=1

niχ
p∗ (Ki)χ

p (Kj) = δij . (2.135)

由于 n 维线性空间中，相互正交的向量个数必不大于 n，结合特征标第一定理与第二定理，也可推出不
等价不可约表示在类空间的完备性。
例 2.22. 求 D3 = {e, d, f, a, b, c} 的 2 维不等价不可约表示的特征标。

类似地，容易求出 D3 的两个 1 维表示，对于 2 维表示 A3 也有 A3 (e) = 2，

D3 1 {e} 2 {d} 3 {a}
A1 1 1 1

A2 1 1 −1
A3 2 χ3 (K2) χ3 (K3)

利用特征标第二定理有
1

n

q∑
p=1

niχ
p∗ (K1)χ

p (K2) =
1

6

(
1 + 1 + 2χ3 (K2)

)
= 0,

1

n

q∑
p=1

niχ
p∗ (K1)χ

p (K3) =
1

6

(
1− 1 + 2χ3 (K3)

)
= 0,

求出 χ3 (K2) = −1，χ3 (K3) = 0。

2.6 新表示的构成
我们知道群的表示总能被分解成最基本的不等价不可约表示，如何利用这些基本的表示来构造群更多

的、维数更大的表示，是这一节的主要内容。
通过之前的学习，我们知道两个表示的直和 A⊕B 能构成群 G 的一个更高维的表示。除了直和外，矩

阵一般还有直积这种扩张方式。一个 n× n 的矩阵 A = (aik) 和 m×m 的矩阵 B = (bjl)，定义二者的直积
为 C = A⊗B，矩阵元为 Cij,kl = (aikbjl)，C 是一个 (nm)× (nm) 的矩阵。直观而言，C 可写成分块矩阵
形式

C =


a11B a12B · · · a1nB

a21B a22B · · · a2nB
...

... . . . ...
an1B an2B · · · annB

 .
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矩阵的直积满足以下性质：

1. 两个单位矩阵的直积是单位矩阵；

2. 两个对角矩阵的直积是对角矩阵；

3. 两个酉矩阵的直积是酉矩阵；

4. 若 A 与 B 是阶相同的矩阵，X 与 Y 是阶相同的矩阵，则

(A⊗X) (B ⊗ Y ) = (AB)⊗ (XY ) .

可以先证明第 4 点。因为 A⊗X 和 B ⊗ Y 都是 nm× nm 矩阵，所以其乘积也是 nm× nm 矩阵，其
行指标 α 和列指标 β 可写为 α = ij, β = kl，其中 i, k = 1, · · · , n，j, l = 1, · · · ,m。所以有

[(A⊗X) (B ⊗ Y )]α,β =
nm∑
γ=1

(A⊗X)α,γ (B ⊗ Y )γ,β

=
n∑

p=1

m∑
q=1

(A⊗X)ij,pq (B ⊗ Y )pq,kl ,

由直积定义有
(A⊗X)ij,pq = AipXjq, (B ⊗ Y )pq,kl = BpkYql,

因此

[(A⊗X) (B ⊗ Y )]ij,kl =

 n∑
p=1

AipBpk

 m∑
q=1

XjqYql


= (AB)ik (XY )jl

= [(AB)⊗ (XY )]ij,kl ,

于是有
(A⊗X) (B ⊗ Y ) = (AB)⊗ (XY ) .

若 A 和 B 都是酉矩阵，即 AA† = In, BB
† = Im，则

(A⊗B)
(
A† ⊗B†

)
=
(
AA†

)
⊗
(
BB†

)
= In ⊗ Im = Inm =

(
A† ⊗B†

)
(A⊗B) .

因此 A⊗B 也是酉矩阵。
由矩阵的直积可以定义群表示的直积。

■ 定理 2.12. 群表示的直积 群 G 有两个表示 A 与 B，作表示矩阵的直积 C (gα) = A (gα)⊗B (gα)，

这个直积矩阵群 C 保持群的乘法规律不变，也是群 G 的一个表示。这个表示称为 A 表示与 B 表示

的直积表示。

C (gα) = A (gα)⊗B (gα) =


A11 (gα)B (gα) A12 (gα)B (gα) · · · A1n (gα)B (gα)

A21 (gα)B (gα) A22 (gα)B (gα) · · · A2n (gα)B (gα)
...

... . . . ...
An1 (gα)B (gα) An2 (gα)B (gα) · · · Ann (gα)B (gα)

 .
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证明. 可以验证矩阵直积是保持群乘法不变的，因为 ∀gα, gβ ∈ G，

C (gα)C (gβ) = [A (gα)⊗B (gα)] [A (gβ)⊗B (gβ)]

= [A (gα)A (gβ)]⊗ [B (gα)B (gβ)] (2.136)

= A (gαgβ)⊗B (gαgβ)

= C (gαgβ) .

因此两个表示的直积依然是群的一个表示。

通常而言直积表示会给出更高维的表示（1 维表示的直积除外），因此更有可能给出可约的表示。我们
可用特征标判断直积表示是否为可约表示。直积表示的特征标为

χC (gi) = trC (gi)

= tr [A (gi)⊗B (gi)] (2.137)

= trA (gi) trB (gi)

= χA (gi)χ
B (gi) ,

其中已利用 tr (A⊗B) =
∑

ij (A⊗B)ij,ij =
∑

ij AiiBjj = trAtrB。直积表示特征标自身的内积为

(
χC |χC

)
=

1

n

n∑
i=1

χC∗ (gi)χ
C (gi) (2.138)

=
1

n

n∑
i=1

χA∗ (gi)χ
B∗ (gi)χ

A (gi)χ
B (gi) .

一般而言 (
χC |χC

) 是大于 1 的。通常两个不可约表示的直积若仍为不可约表示，需要其中一个不可约表示，
如 B 为 1 维表示，并且满足 χB∗ (gi)χ

B (gi) = 1 对所有 gi 成立。另外，由 χC (gi) = χA (gi)χ
B (gi) 知，

A⊗B 和 B ⊗A 给出的两个直积表示是等价表示，因为特征标是一样的。

例 2.23. D3 群不等价不可约表示间直积给出的表示。

写出 D3 群的特征标表后，容易求出不等价不可约表示的直积表示的特征标为

χ 1 {e} 2 {d} 3 {a}
A1 ⊗A1 1 1 1 A1

A2 ⊗A2 1 1 1 A1

A3 ⊗A3 4 1 0 A1 ⊕A2 ⊕A3

A1 ⊗A2 1 1 −1 A2

A1 ⊗A3 2 −1 0 A3

A2 ⊗A3 2 −1 0 A3

将不同的直积表示和所有不等价不可约表示做内积，求出重复度，即可对直积表示进行直和分解，如

A3 ⊗A3 = A1 ⊕A2 ⊕A3,

等号左边是两个 2 维表示的直积，因此是 4 维表示，等号右边是两个 1 维表示和一个 2 维表示的直和，因
此也是 4 维表示。设承载 A3 表示的表示空间为 V3，直积 V3 ⊗ V3 后得到的表示空间，能同时承载 D3 的所
有不等价不可约表示各一次。
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以上的直积表示是在同一个群中利用低维数的表示构造高维数的表示。我们曾在第一章提及过群直积的
概念，即由两个小阶数的群构造大阶数群的做法，如 C2⊗C3 = C6。一个直接的想法是，若我们已知小阶数
群如 C2, C3 群的表示，是否能直接得到直积群如 C6 的表示？答案是肯定的。

■ 定理 2.13. 直积群的表示 设群 G = G1 ⊗G2 是群 G1, G2 的直积，A 与 B 分别是 G1 与 G2 的表

示，令 C (g1α, g2β) = A (g1α)⊗B (g2β)，则 C 构成直积群 G 的一个表示。

证明. 只需证明表示 C 的定义保持群乘法不变即可。对 ∀g1α, g1α′ ∈ G1，∀g2β, g2β′ ∈ G2，有

C (g1α, g2β)C
(
g1α′ , g2β′

)
= [A (g1α)⊗B (g2β)]

[
A (g1α′)⊗B

(
g2β′

)]
= [A (g1α)A (g1α′)]⊗

[
B (g2β)B

(
g2β′

)]
(2.139)

= A (g1αg1α′)⊗B
(
g2βg2β′

)
= C

(
g1αg1α′ , g2βg2β′

)
,

因此 C 构成直积群 G = G1 ⊗G2 的一个表示。

推论 1. 若 G = G1 ⊗G2，且 A 与 B 分别是 G1 与 G2 的不可约表示，则 C (g1α, g2β) = A (g1α)⊗B (g2β)

是 G 的不可约表示。

证明. 记 |G1| = m，|G2| = n，则 |G| = mn。在 G 中，表示 C 的特征标为

χC (g1α, g2β) = tr (A (g1α)⊗B (g2β)) = χA (g1α)χ
B (g2β) , (2.140)

其中 χA (g1α) 为表示 A 在 G1 中的特征标，χB (g2β) 为表示 B 在 G2 中的特征标。在 G 中，表示 C 与自
身的内积为

(
χC |χC

)
=

1

mn

m∑
α=1

n∑
β=1

χA∗ (g1α)χ
B∗ (g2β)χ

A (g1α)χ
B (g2β)

=

[
1

m

m∑
α=1

χA∗ (g1α)χ
A (g1α)

] 1

n

n∑
β=1

χB∗ (g2β)χ
B (g2β)

 (2.141)

=
(
χA|χA

) (
χB|χB

)
= 1,

因此若 G = G1 ⊗G2，G1 与 G2 的不可约表示通过 C (g1α, g2β) = A (g1α)⊗ B (g2β) 给出的表示在 G 中是
不可约的。

推论 2. 当 A 与 B 分别取遍 G1 与 G2 的所有不等价不可约表示时，C (g1α, g2β) = A (g1α)⊗B (g2β) 给出

G = G1 ⊗G2 所有的不等价不可约表示。

证明. 记 |G1| = m，|G2| = n，若 A1, · · · , Aq1 为 G1 的所有不等价不可约表示，B1, · · · , Bq2 为 G2 的所有
不等价不可约表示，对应的维数分别为 SAi 和 SBj，由 Burnside 定理有

q1∑
i=1

(
SAi

)2
= m,

q2∑
j=1

(
SBj

)2
= n. (2.142)
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给定 Ai 和 Bj，通过 Cij (g1α, g2β) = Ai (g1α) ⊗ Bj (g2β) 构造的 SAiSBj 维表示是 G = G1 ⊗ G2 的不可约
表示，而且不同的 (Ai, Bj) 将给出不等价的不可约表示 Cij，因为(

χCij |χCkl
)
=
(
χAi |χAk

) (
χBj |χBl

)
= δikδjl. (2.143)

因此，当 Ai和Bj 取遍所有不等价不可约表示时，给出的不等价不可约表示 Cij 维数 SCij 的平方和为
∑
ij

(
SCij

)2
=
∑
ij

(
SAiSBj

)2
=

q1∑
i=1

(
SAi

)2 q2∑
j=1

(
SBj

)2
= mn = |G| , (2.144)

已满足 Burnside 定理，即已给出 G 的所有不等价不可约表示。

直积群的不等价不可约表示能如此简单地确定，得益于直积群很强的结构，可以通过其直积因子的不可
约表示构造所有不等价不可约表示。对于一般的群 G 而言，可以通过其子群 H < G 的群表示来构造群 G

的表示，称作诱导表示。

§ 定义 2.26. 群的诱导表示 设群 G 有子群 H，则有子群的表示 B 诱导出的群 G 的表示称为诱导表

示。诱导表示 HU
B 的构造方式如下：将群 G 作右陪集分割 Hg1,Hg2, · · · ,Hgl，设子群 H 的表示 B

的维数为 d，定义映射如下：∀g ∈ G，

σ (g) =

B (g) , if g ∈ H
(
d× d矩阵

)
,

0, if g /∈ H
(
d× d零矩阵

)
,

利用映射 σ 可构造由子群 H 的表示 B 诱导的群 G 的表示 HU
B：∀g ∈ G，HU

B (g) 为 ld 维表示矩

阵，其中 l = |G| / |H| 为子群 H 的指数，矩阵元为
[
HU

B (g)
]
ij
= σ

(
gigg

−1
j

)
，gi, gj 为陪集代表元。

写成 ld× ld 的矩阵形式为

HU
B (g) =


σ
(
g1gg

−1
1

)
σ
(
g1gg

−1
2

)
· · · σ

(
g1gg

−1
l

)
σ
(
g2gg

−1
1

)
σ
(
g2gg

−1
2

)
· · · σ

(
g2gg

−1
l

)
...

... . . . ...
σ
(
glgg

−1
1

)
σ
(
glgg

−1
2

)
· · · σ

(
glgg

−1
l

)

 .

诱导表示的定义比较复杂，我们先给出 HU
B (g) 满足以下性质。

1. HU
B 把单位元映射为单位矩阵。因为 [

HU
B (e)

]
ij
= σ

(
gig

−1
j

)
（i, j = 1, · · · , l），由于 gi, gj 为陪集代

表元，当 i ̸= j 时，gig−1
j /∈ H，因此 σ

(
gig

−1
j

)
= 0；当 i = j 时，gig−1

i = e ∈ H，因此 σ
(
gig

−1
i

)
= Id

（B 是 H 的一个 d 维表示），因此 [
HU

B (e)
]
ij
= Idδij，即 HU

B (e) = Ild。

2. HU
B 每一行、每一列有且只有一块不为 d× d 的零矩阵。以第 i 行为例，因为 Hg1,Hg2, · · · ,Hgl 是

群 G 的右陪集分割，对于任意 g ∈ G，gig 属于且仅属于其中一个陪集 Hgj，因此每一行只有一个
gigg

−1
j ∈ H 使得 σ

(
gigg

−1
j

)
= B

(
gigg

−1
j

)
，其余均为零矩阵，即 HU

B (g) 每一行有且只有一块不为
d× d 零矩阵。对于每一列同理可证。

3. 最后再验证 HU
B 构成群 G 的一个表示。对 ∀g, g′ ∈ G，考虑 HU

B (g)HU
B (g′) 的第 i 行、第 j 列

（i, j = 1, · · · , l）
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[
HU

B (g)HU
B
(
g′
)]

ij
=

l∑
k=1

[
HU

B (g)
]
ik

[
HU

B
(
g′
)]

kj
(2.145)

=
l∑

k=1

σ
(
gigg

−1
k

)
σ
(
gkg

′g−1
j

)
,

其中求和指标 k 取遍 1, · · · , l，因此第一项 σ
(
gigg

−1
k

) 取遍 HU
B (g) 矩阵第 i 行的不同列的块，而第二项

σ
(
gkg

′g−1
j

)
取遍 HU

B (g′) 矩阵第 j 列的不同行的块。由第 2 点性质知道 HU
B 矩阵每一行、每一列有且

只有一块不为零矩阵，设 HU
B (g) 矩阵第 i 行非零块在第 m 列，而 HU

B (g′) 矩阵第 j 列非零块在第 n 行，
即 gigg

−1
m ∈ H 和 gng

′g−1
j ∈ H，因此

[
HU

B (g)HU
B
(
g′
)]

ij
=

l∑
k=1

σ
(
gigg

−1
k

)
σ
(
gkg

′g−1
j

)
=

l∑
k=1

B
(
gigg

−1
m

)
δkmB

(
gng

′g−1
j

)
δkn (2.146)

= B
(
gigg

−1
m

)
B
(
gng

′g−1
j

)
δmn.

当 m = n 时，gigg−1
m 和 gmg

′g−1
j 都属于 H，且 (

gigg
−1
m

) (
gmg

′g−1
j

)
= gigg

′g−1
j ∈ H（子群 H 的封闭性），

因而 [
HU

B (g)HU
B
(
g′
)]

ij
= B

(
gigg

−1
m

)
B
(
gmg

′g−1
j

)
(2.147)

= B
(
gigg

′g−1
j

)
,

其中第二个等号利用了 B 是子群 H 的表示的性质。当 m ̸= n 时，[HUB (g)HU
B (g′)

]
ij
= 0，此时

gigg
′g−1

j = gigg
−1
m gmg

′g−1
j ∈ Hgmg′g−1

j , (2.148)

只有当 gmg
′g−1

j ∈ H 时 gigg
′g−1

j 才属于 H，而 HU
B (g′)矩阵的第 j 非零块在第 n行，因此 σ

(
gmg

′g−1
j

)
= 0，

即 gmg
′g−1

j /∈ H，故 gigg
′g−1

j /∈ H。总结而言，矩阵乘积的分量为

[
HU

B (g)HU
B
(
g′
)]

ij
=

B
(
gigg

′g−1
j

)
, if gigg′g−1

j ∈ H,

0, if gigg′g−1
j /∈ H.

(2.149)

根据 HU
B 的定义，上式可写为[

HU
B (g)HU

B
(
g′
)]

ij
= σ

(
gigg

′g−1
j

)
=
[
HU

B
(
gg′
)]

ij
, (2.150)

因此诱导表示 HU
B 保持乘法关系不变，是群 G 的一个表示。

诱导表示的推导较为复杂，详情可见李新征《群论及其在凝聚态物理中的应用》第二章 2.6 节。
一般而言，我们关心诱导表示的特征标，其特征标满足

χU (g) =

l∑
j=1

trσ
(
gjgg

−1
j

)
=

1

|H|
∑
t∈G

trσ
(
tgt−1

)
, (2.151)

其中已将求和取为对所有群元求和，并除去重复计算部分。
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例 2.24. D3 = {e, d, f, a, b, c} 中由 H = {e, d, f} 的 B2 诱导的表示。H 的特征标表为

H {e} {d} {f}
B1 1 1 1

B2 1 ω ω2

B3 1 ω2 ω

其中 ω = exp (i2π/3)。

取陪集代表元为 g1 = e, g2 = a，其由 B2 诱导的表示 HU
B2 是 2 维表示，有

HU
B2 (e) =

(
σ
(
eee−1

)
σ
(
eea−1

)
σ
(
aee−1

)
σ
(
aea−1

) ) =

(
B2 (e) 0

0 B2 (e)

)
=

(
1 0

0 1

)
,

HU
B2 (d) =

(
σ
(
ede−1

)
σ
(
eda−1

)
σ
(
ade−1

)
σ
(
ada−1

) ) =

(
B2 (d) 0

0 B2 (f)

)
=

(
ω 0

0 ω2

)
,

HU
B2 (f) =

(
σ (efe) σ

(
efa−1

)
σ
(
afe−1

)
σ
(
afa−1

) ) =

(
B2 (f) 0

0 B2 (d)

)
=

(
ω2 0

0 ω

)
,

HU
B2 (a) =

(
σ (eae) σ

(
eaa−1

)
σ
(
aae−1

)
σ
(
aaa−1

) ) =

(
0 B2 (e)

B2 (e) 0

)
=

(
0 1

1 0

)
,

HU
B2 (b) =

(
σ (ebe) σ

(
eba−1

)
σ
(
abe−1

)
σ
(
aba−1

) ) =

(
0 B2 (f)

B2 (d) 0

)
=

(
0 ω2

ω 0

)
,

HU
B2 (c) =

(
σ (ece) σ

(
eca−1

)
σ
(
ace−1

)
σ
(
aca−1

) ) =

(
0 B2 (d)

B2 (f) 0

)
=

(
0 ω

ω2 0

)
,

对应的特征标为
χ {e} 2 {d} 3 {a}

HU
B2 2 −1 0

因此该诱导表示实际为 D3 的 2 维表示 A3。
诱导表示是从群 G 的一个子群 H 的表示构造的群 G 的表示，相反，当已知群 G 的一个表示，也可以

求出其子群相应的表示，称为分导表示。

§ 定义 2.27. 群的分导表示 A 是群 G 的一个表示，那么对 G 的子群 H 中的元素 ∀h ∈ H < G，

{A (h)} 也是 H 的一个表示。这样的一个表示称为 G 的表示 A，到其子群 H 的缩小，或分导表示，

记为 A|H。

分导表示比诱导表示简单，是群表示保持乘法规则不变的直接结果。

例 2.25. D3 = {e, d, f, a, b, c} 的 2 维表示 A3 在 H = {e, d, f} < D3 中的分导表示 A3|H。

由前一例知该 2 维表示 A3 实际为诱导表示 HU
B2，即

A3|H (e) =

(
1 0

0 1

)
, A3|H (d) =

(
ω 0

0 ω2

)
, A3|H (f) =

(
ω2 0

0 ω

)
,
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图 2.3: 弗罗宾尼斯互易定理示意图。

其中 ω = exp (i2π/3)。因此分导表示在子群 H 中的特征标为

χ {e} {d} {f}
A3|H 2 −1 −1

而 H = C3 没有 2 维及以上的不等价不可约表示，因此分导表示 A3|H 为可约表示，可以分解为 A3|H =

HU
B2 |H = B2 ⊕B3。可见群 G 的不可约表示往子群 H 分导，其分导表示不一定是子群 H 的不可约表示。
诱导表示和分导表示是建立在群和子群的结构关系上的，因此二者存在一定的关联，最直接的结果为以

下定理。

■ 定理 2.14. 弗罗宾尼斯（Frobenius）互易定理 设 A,B 分别是群 G 及其子群 H 的不可约表示，

则 A 在 B 诱导的表示 HU
B 中的重复度等于 B 在 A|H 中的重复度，即

(
χA|χU

)
=
(
χB|χA|H

)
。

证明. 弗罗宾尼斯互易定理需要证明的结果如图2.3所示。先看在群 G 中不可约表示 A 在诱导表示 HU
B 中

的重复度，记 |G| = n，|H| = m，则(
χA|χU

)
=

1

n

∑
g∈G

χA∗ (g)χU (g) (2.152)

=
1

n

∑
g∈G

χA∗ (g)
1

m

∑
t∈G

trσ
(
tgt−1

)
,

令 s = tgt−1，则 (
χA|χU

)
=

1

mn

∑
s,t∈G

χA∗ (t−1st
)

trσ (s)

=
1

mn

∑
t∈G

∑
s∈H

χA∗ (t−1st
)

trB (s) (2.153)

=
1

m

∑
s∈H

[
1

n

∑
t∈G

χA∗ (t−1st
)]
χB (s) .

留意到当 t取遍G中所有群元时，t−1st给出 s所有共轭元素，而共轭元素的特征标相同，即 1
n

∑
t∈G χ

A∗ (t−1st
)
=
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χA∗ (s)，于是 (
χA|χU

)
=

1

m

∑
s∈H

χA∗ (s)χB (s)

=
(
χA|H |χB

)
(2.154)

=
(
χB|χA|H

)
.

可以通过之前 D3 与 C3 间诱导表示与分导表示的例子理解弗罗宾尼斯互易定理。取 G = D3，H = C3，
在 H 中以 B2 做诱导表示 HU

B2，已证明该诱导表示实际为 G 的 A3 表示；在 G 中以 A3 表示出发做 H

中的分导表示 A3|H，已证明该分导表示可被约化为 A3|H = B2⊕B3。因此 HU
B2 中包含一个 A3，而 A3|H

中也包含一个 B2。

例 2.26. 保持正四面体不变的转动操作的集合构成群，称为正四面体群 T，求 T 群的特征标表。

正四面体可镶嵌于正方体中，如图2.4(a) 所示。我们先从正四面体的对称元素分析，正四面体只有三次
转轴和二次转轴：

1. 4 个三次转轴：A1B1, A2B2, A3B3, A4B4，每个转轴给出 2 个非恒等操作；

2. 3 个二次转轴：x, y, z 轴，每个转轴给出 1 个非恒等操作。

图 2.4: (a) 正四面体示意图。(b) 正八面体示意图。

因此，T 群一共有 2× 4 + 1× 3 + 1 = 12 个群元。我们将三次转动记为
{
C

(1)
3 , C

(2)
3 , C

(3)
3 , C

(4)
3

}
，将二

次转动记为
{
C

(1)
2 , C

(2)
2 , C

(3)
2

}
。接下来对 T 群进行类分割。由于二次转动联系起不同的三次轴，因此所有
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三次轴等价，而且三次轴都是单向轴（如对四面体而言，A1 和 B1 不是等价点），所以绕三次轴正负方向转
动不等价；由于三次转动联系起所有二次轴，因此所有二次轴等价。因此，T 群有 4 个类，分别为

K1 = {e} (1) ,

K2 =
{
C

(1)
2 , C

(2)
2 , C

(3)
2

}
(3) ,

K3 =
{
C

(1)
3 , C

(2)
3 , C

(3)
3 , C

(4)
3

}
(4) ,

K4 =
{
C

(1)2
3 , C

(2)2
3 , C

(3)2
3 , C

(4)2
3

}
(4) ,

其中括号内数字代表类中元素的个数。
由拉格朗日定理知 T 群只有一个真不变子群

{
e, C

(1)
2 , C

(2)
2 , C

(3)
2

}
∼= V4，T 对 V4 的商群为 3 阶群，因

此为循环群，即 T/V4 ∼= C3，T ∼ C3，同态核为 V4。

T ∼ C3

V4 −→ e

C
(1)
3 V4 −→ d

C
(1)2
3 V4 −→ f

我们可根据以上信息写出 T 群的特征标表。由 Burnside 定理 12 + 12 + 12 + 32 = 12，T 群有三个 1 维
表示和一个 3 维表示，且 1 维表示 A1 为恒等表示。其余两个 1 维表示，可利用同态关系 T ∼ C3 得出，A2

把同态核 V4 映为 1，把陪集 C
(1)
3 V4 映为 ω，C(1)2

3 V4 映为 ω2，ω = exp (i2π/3)；A3 把同态核 V4 映为 1，
把陪集 C

(1)
3 V4 映为 ω2，C(1)2

3 V4 映为 ω。
余下的 3 维表示 A4，可以使用特征标第二定理求出。根据特征标第二定理，应有

1

n

4∑
p=1

niχ
p∗ (Ki)χ

p (Kj) = δij .

利用 K2,K3,K4 与 K1 特征标的正交关系，有

1 + 1 + 1 + 3χ4
(
C

(1)
2

)
= 0,

1 + ω + ω2 + 3χ4
(
C

(1)
3

)
= 0,

1 + ω2 + ω + 3χ4
(
C

(1)2
3

)
= 0,

解得 χ4
(
C

(1)
2

)
= −1，χ4

(
C

(1)
3

)
= χ4

(
C

(1)2
3

)
= 0。因此，求出 T 群的特征标表如表2.4所示。实际上，3

维表示 A4 也可以 R3 为表示空间求出。如图2.4(a) 建立坐标系，可以写出每个类代表元素的矩阵表示，分
别为

A4 (e) =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , A4

(
C

(1)
2

)
=


1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

 ,

A4

(
C

(1)
3

)
=


0 0 1

1 0 0

0 1 0

 , A4

(
C

(1)2
3

)
=


0 1 0

0 0 1

1 0 0

 ,

而求得特征标与利用正交关系求出的一致。

例 2.27. 保持正八面体不变的转动操作的集合构成群，称为正八面体群 O，求 O 群的特征标表。
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T {e} 3
{
C

(1)
2

}
4
{
C

(1)
3

}
4
{
C

(1)2
3

}
A1 1 1 1 1

A2 1 1 ω ω2

A3 1 1 ω2 ω

A4 3 −1 0 0

表 2.4: T 群的特征标表。

正八面体可内接于正方体中，如图2.4(b) 所示。先从正八面体的对称元素分析，正八面体具有四次、三
次、二次转轴：

1. 3 个四次转轴：x, y, z 轴，每个转轴给出 3 个非恒等操作；

2. 4 个三次转轴：A1B1, A2B2, A3B3, A4B4，每个转轴给出 2 个非恒等操作；

3. 6 个二次转轴：正方体对棱中点连线（如 A1B3 中点和 A3B1 中点连线），每个转轴给出 1 个非恒等操
作。

因此，O 群一共有 3× 3 + 2× 4 + 1× 6 + 1 = 24 个群元。将四次转动记为
{
C

(1)
4 , C

(2)
4 , C

(3)
4

}
，三次转

动记为
{
C

(1)
3 , · · · , C(4)

3

}
，二次转动记为

{
C

(1)
2 , · · · , C(6)

2

}
。对 O 群进行类分割，可以发现，正八面体所有

同转角的转轴都是等价的，并且都是双向轴，因此 O 群有五个类，分别为

K1 = {e} (1) ,

K2 =
{
C

(1)
3 , · · · , C(4)

3 , C
(1)2
3 , · · · , C(4)2

3

}
(8) ,

K3 =
{
C

(1)
2 , · · · , C(6)

2

}
(6) ,

K4 =
{
C

(1)
4 , C

(1)3
4 , · · · , C(3)

4 , C
(3)3
4

}
(6) ;

K5 =
{
C

(1)2
4 , C

(2)2
4 , C

(3)2
4

}
(3) .

可知 O 群有两个真不变子群，分别为 T =
{
e, C

(1)
3 , · · · , C(4)

3 , C
(1)2
3 , · · · , C(4)2

3 , C
(1)2
4 , C

(2)2
4 , C

(3)2
4

}
，以及

V4 =
{
e, C

(1)2
4 , C

(2)2
4 , C

(3)2
4

}
。O 对 T 的商群为 2 阶群，因此是循环群 O/T ∼= C2；O 对 V4 的商群为 6 阶

群，并且可以验证以 V4 作陪集分割，陪集 giV4 与 gjV4 间的乘法并不对所有 i, j 互易，因此 O/V4 不同构
于循环群，因此 O/V4 ∼= D3。
根据以上信息写出 T 群的特征标表，由 Burnside 定理 12 +12 +22 +32 +32 = 24，O 群有两个 1 维表

示，一个 2 维表示，及两个 3 维表示。1 维表示 A1 为恒等表示，1 维非恒等表示 A2 由同态关系 O ∼ C2

给出，同态核为 T，即同态映射将 T = {K1,K2,K5} 映为 1，将陪集 {K3,K4} 映为 −1。
2 维表示 A3 可由同态关系 O ∼ D3 给出，利用到 D3 的 2 维不等价不可约表示

χ (e|D3) = 2, χ (d|D3) = −1, χ (a|D3) = 0,

同态核 V4 → e|D3，三次转动操作 C
(1)
3 → d|D3，C(1)2

3 → f |D3，因此该 2 维表示的特征标为

χ3 (e) = χ3
(
C

(1)2
4

)
= 2, χ3

(
C

(1)
3

)
= −1, χ3

(
C

(1)
2

)
= χ3

(
C

(1)
4

)
= 0,
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2.6 新表示的构成 2 群的表示理论

且内积 (
χ3|χ3

)
= 1，因此是不可约表示。

我们还可以利用前面提到的诱导表示的概念，利用 O 群的不变子群 T 群的一维非恒等表示 A2 来得到
O 群的一个二维表示。接下来要做的事情就是做陪集分割，O = {Tg0, T g1}，这里 g0 是单位元素，g1 有多
种选择，我们取 g1 = C

(1)
2 。利用诱导表示的表示矩阵：

HU
B (g) =

(
σ
(
g0gg

−1
0

)
σ
(
g0gg

−1
1

)
σ
(
g1gg

−1
0

)
σ
(
g1gg

−1
1

) )
.

其中：

σ
(
gigg

−1
j

)
=

A2

(
gigg

−1
j

)
, if giggg−1

j ∈ T,

0, if giggg−1
j /∈ T.

而：

σ
(
gigg

−1
j

)
=


1, if giggg−1

j ∈
{
e, C

(1)2
4 , C

(2)2
4 , C

(3)2
4

}
,

ϵ, if giggg−1
j ∈

{
C

(1)
3 , C

(2)
3 , C

(3)
3 , C

(4)
3

}
,

ϵ2, if giggg−1
j ∈

{
C

(1)2
3 , C

(2)2
3 , C

(3)2
3 , C

(4)2
3

}
.

再利用 (2.151) 式：
χU (g) =

1

|H|
∑
t∈O

trσ
(
tgt−1

)
,

我们很容易得到：
χU (e) =

1

|H|
∑
t∈O

trσ
(
tet−1

)
=

1

12
· 24 · 1 = 2,

χU
(
C

(1)
3

)
=

1

|H|
∑
t∈O

trσ
(
tC

(1)
3 t−1

)
=

1

12
· 12 · (ϵ+ ϵ2) = −1,

χU
(
C

(1)
4

)
=

1

|H|
∑
t∈O

tr
(
σ
(
tC

(1)
4 t−1

))
= 0

(
tC

(1)
4 t−1 /∈ T

)
,

χU
(
C

(1)2
4

)
=

1

|H|
∑
t∈O

tr
(
σ
(
tC

(1)2
4 t−1

))
=

1

12
· 24 · 1 = 2

(
tC

(1)2
4 t−1 ∈

{
C

(1)2
4 , C

(2)2
4 , C

(3)2
4

})
,

χU
(
C

(1)
2

)
=

1

|H|
∑
t∈O

tr
(
σ
(
tC

(1)
2 t−1

))
= 0

(
tC

(1)
2 t−1 /∈ T

)
.

对于三维表示，以 R3 为表示空间

A4 (e) =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , A4

(
C

(1)
3

)
=


0 0 1

1 0 0

0 1 0

 ,

A4

(
C

(1)
2

)
=


0 1 0

1 0 0

0 0 −1

 , A4

(
C

(1)
4

)
=


1 0 0

0 0 −1
0 1 0

 ,

A4

(
C

(1)2
4

)
=


1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

 .
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O 1 {e} 8
{
C

(1)
3

}
6
{
C

(1)
2

}
6
{
C

(1)
4

}
3
{
C

(1)2
4

}
A1 1 1 1 1 1

A2 1 1 −1 −1 1

A3 2 −1 0 0 2

A4 3 0 −1 1 −1
A5 3 0 1 −1 −1

表 2.5: O 群的特征标表。

因此特征标为

χ4 (e) = 3, χ4
(
C

(1)
3

)
= 0, χ4

(
C

(1)
2

)
= χ4

(
C

(1)2
4

)
= −1, χ4

(
C

(1)
4

)
= 1,

可以验证为不可约表示。
对于另一个 3 维表示 A5，可由特征标第二定理推定。利用不同类特征标的正交关系

1 + 1− 2 + 0 + 3χ5
(
C

(1)
3

)
= 0,

1− 1 + 0− 3 + 3χ5
(
C

(1)
2

)
= 0,

1− 1 + 0 + 3 + 3χ5
(
C

(1)
4

)
= 0,

1 + 1 + 4− 3 + 3χ5
(
C

(1)2
4

)
= 0,

求得

χ5
(
C

(1)
3

)
= 0, χ5

(
C

(1)
2

)
= 1, χ5

(
C

(1)
3

)
= 0, χ5

(
C

(1)
2

)
= 1, χ5

(
C

(1)
4

)
= χ5

(
C

(1)2
4

)
= −1

可以验证为不可约表示。
实际上，可以验证由 T 群的 3 维表示 B4 在 O 群中诱导的 6 维表示 TU

B4 可以分解为 A4 ⊕A5。因为
A4 和 A5 在 T 群中的分导表示都是 B4，由弗罗宾尼斯互易定理知

(
χA4 |χTUB4

)
=
(
χB4 |χA4|T

)
=
(
χB4 |χB4

)
= 1,(

χA5 |χTUB4
)
=
(
χB4 |χA5|T

)
=
(
χB4 |χB4

)
= 1,

而 A4 ⊕A5 是 6 维表示，因此 TU
B4 = A4 ⊕A5。

由于正八面体于外接正方体存在一一对应关系，O 群也是保持正方体不变的旋转对称群；而正方体由四
根体对角线完全确定，对体对角线的置换操作构成置换群 S4，因此 O ∼= S4。

例 2.28. 将正方体沿着体对角线方向拉伸，求此时的旋转变换群，以及 O 群不等价不可约表示在此群下的

分导表示。

将正方体沿体对角线方向拉伸后，如图2.5所示，四次转轴消失，因此最高次轴变为三次转轴，此外
仅剩三个对棱中点连线的二次转轴，因此此时的旋转变换群从 O 群变为 D3 群，从图2.5 (b) 可以更直
观判断。显然此 D3 群是 O 群的子群，写出其对应的群元为

{
e, C

(1)
3 , C

(1)2
3 , C

(4)
2 , C

(5)
2 , C

(6)
2

}
，类分割为

{e},
{
C

(1)
3 , C

(1)2
3

}
,
{
C

(4)
2 , C

(5)
2 , C

(6)
2

}
，写出 O 群不等价不可约表示 A1, · · · , A5 在 D3 中的分导表示的特征

标为,
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图 2.5: (a) 正方体沿体对角线方向拉伸示意图，绿色虚线表示二次转轴。(b) 沿着对角线 (111) 方向视图。

O 1 {e} 8
{
C

(1)
3

}
6
{
C

(1)
2

}
6
{
C

(1)
4

}
3
{
C

(1)2
4

}
A1 1 1 1 1 1

A2 1 1 −1 −1 1

A3 2 −1 0 0 2

A4 3 0 −1 1 −1
A5 3 0 1 −1 −1

表 2.6: O 群的特征标表。

最后一列表示分导表示特征标自身的内积。对比 D3 群的特征标表2.3后，可知前三个分导表示都是 D3 群
的不等价不可约表示 B1, B2, B3，而两个 3 维表示的分导表示都是可约的

A4|D3 = B2 ⊕B3, A5|D3 = B1 ⊕B3.

例 2.29. 将正方体沿着高方向拉伸，求此时的旋转变换群，以及 O 群不等价不可约表示在此群下的分导表

示。

将正方体沿高方向（z方向）拉伸后，如图2.6所示，此时三次转轴消失，只剩下四次轴和二次轴，且 xy方向
的四次转动操作也不再保持体系不变，因此，此时的旋转变换群为 D4。类分割为 {e},

{
C

(3)
4 , C

(3)3
4

}
,
{
C

(3)2
4

}
,{

C
(1)2
4 , C

(2)2
4

}
,
{
C

(1)
2 , C

(4)
2

}
，后面两类即为二面体群中不等价的 {S0} 和 {S1}。

我们先写出 D4 群的特征标表，由 Burnside 定理 12 + 12 + 12 + 12 + 22 = 8，即 D4 有四个 1 维
的和一个 2 维的不等价不可约表示。B1 为恒等表示，利用同态关系 D4 ∼ C2 给出 1 维表示 B2，同态
核为 C4 =

{
e, C

(3)
4 , C

(3)3
4 , C

(3)2
4

}
。同时，D4 仍有两个真不变子群 V4 =

{
e, C

(3)2
4 , C

(1)2
4 , C

(2)2
4

}
及 V ′

4 ={
e, C

(3)2
4 , C

(1)
2 , C

(4)
2

}
，因此给出同态关系 D4 ∼ C2，这两个同态关系给出另外两个 1 维表示 B3 和 B4。剩

余的 2 维表示可由正交关系得出，也能以 R2 为表示空间给出。最后 D4 的特征标表如表2.7所示。
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图 2.6: 正方体沿高方向拉伸示意图。

D4 1 {e} 1
{
C

(3)2
4

}
2
{
C

(3)
4

}
2
{
C

(1)2
4

}
2
{
C

(1)
2

}
B1 1 1 1 1 1

B2 1 1 1 −1 −1
B3 1 1 −1 1 −1
B4 1 1 −1 −1 1

B5 2 −2 0 0 0

表 2.7: D4 群的特征标表。

写出 O 群不等价不可约表示 A1, · · · , A5 在 D4 中的分导表示的特征标为

1 {e} 1
{
C

(3)2
4

}
2
{
C

(3)
4

}
2
{
C

(1)2
4

}
2
{
C

(1)
2

}
(χ|χ)

A1|D4 1 1 1 1 1 1

A2|D4 1 1 −1 1 −1 1

A3|D4 2 2 0 2 0 2

A4|D4 3 −1 1 −1 −1 2

A5|D4 3 −1 −1 −1 1 2

首先我们由内积为 1判断前两个分导表示 A1|D4 和 A2|D4 是不可约的，且 A1|D4 = B1, A2|D4 = B3。通
过特征标给出重复度，知道其余可约表示为

A3|D4 = B1 ⊕B3, A4|D4 = B2 ⊕B5, A5|D4 = B4 ⊕B5.
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3 完全转动群
3.1 连续群简介
在第 2 章中，我们学习了群表示，特别是有限群的表示理论。实际上，除了有限群外，我们通常会接触

很多无限群，比如之前的实数加群 {R,+}。在物理学研究中，最常见的无限群有三维实正交群 O (3)，三维
转动群 SO (3)，定轴转动群 SO (2)，及二维幺模酉矩阵群 SU (2) 等，我们将在下文给出以上群的定义。通
常而言，无限群又能分成两类，一类的群元是分立无限的，如整数加群 {Z,+}；另一类的群元是连续无限的，
如定轴旋转群 SO (2)，其群元由连续的参数转角 θ 刻画。对于群元为分立无限的群，大部分有限群的结论是
同样适用的，因为这两种群群元间有类似的关系。但是对于群元是连续无限的群，则需要额外研究，比如李
群等。
李群既具有代数上群的性质，又具有几何上拓扑的性质，进一步还是一个连续流形（流形即每一点的开

邻域都和 Rn 的某开集同胚的拓扑空间。粗略的说，就是局域看起来像 Rn 的集合，可看成是若干“欧式空
间”拼接而成），具有很多分析的性质。因此李群的研究涉及的数学领域很广泛。数学家在 1952 年曾证明：
所有的连续群本质上都是李群。完整的李群内容一般放在微分几何课程中学习，这里主要从群表示论的角度
介绍一些李群的一些基本概念和性质。
我们以常见的四个无限群为例，简单介绍无限群的知识。为了讨论三维实正交群 O (3)，我们先给出正

交变换的定义。

§ 定义 3.1. 正交变换 三维实空间 R3 中的保内积变换。

注 1. R3 为实内积空间，内积空间的概念可见定义 2.15。

注 2. 对于复内积空间，保内积变换即酉变换，满足 (Ux|Uy) = (x|y)，或者 U †U = UU † = E，而正交变换

则是实的酉变换，因此满足 OTO = OOT = E，T 表示转置操作。

注 3. 正交变换也是描述三维单位球的对称变换。

由于正交变换 O 满足 OTO = OOT = E，取行列式有

det
(
OTO

)
= (detO)2 = 1 ⇒ detO = ±1. (3.1)

在欧式空间中选取一组标准正交基后，正交变换与正交矩阵一一对应，且保持乘法规则不变。因此，我们取
所有正交变换作为集合，定义乘法为正交变换的相继作用，构成群结构。

§ 定义 3.2. O (3) 群 由三维欧式空间中所有的正交变换构成的群，称为三维实正交群（orthogonal
group），记为 O (3)。

可以验证单位元为恒等变换 E，逆元素为 O−1 = OT，结合律成立，且两个正交变换的乘积也是正交变
换，满足封闭性，即 ∀Oi, Oj ∈ O (3)，有

(OiOj)
T (OiOj) = OT

j O
T
i OiOj = E, OiOj ∈ O (3) . (3.2)

当然，也能从行列式验证 det (OiOj) = detOi detOj = ±1。显然，O (3) 为无限群，并且我们能得到它的一
个子群。
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§ 定义 3.3. SO (3) 群 O (3) 群的所有行列式为 1 的正交变换形成的不变子群称为三维转动群，记为

SO (3)（special orthogonal group）。

很容易验证 {O|detO = 1}形成子群，因为它包含恒等变换 e，且是封闭的 ∀O1, O2 ∈ SO (3)，det (O1O2) =

1，O1O2 ∈ SO (3)。同时，可以证明 SO (3)是由 O (3) 完整的类构成的子群，因为对 ∀Oi ∈ SO (3)，当 Oj

取遍 O (3) 中所有元素时，O−1
j OiOj 将给出与 Oi 等价的所有元素，而

det
(
O−1

j OiOj

)
= detO−1

j detOi detOj = detOi = 1, (3.3)

可见，SO (3) 包含 Oi 的所有等价元素，即 SO (3) 是由 O (3) 完整类构成的子群，因此是 O (3) 的不变子群
SO (3) ◁O (3)。
对 O (3) 做 SO (3) 的子群陪集分割，由于 SO (3) 包含所有行列式为 1 的正交变换，则其陪集包含所有

行列式为-1 的正交变换。通常取陪集代表元为空间反演操作，即

I : (x, y, z)→ (−x,−y,−z) , (3.4)

陪集表示为 ISO (3)。并且空间反演 I 是自成一类的，因为 ∀O ∈ O (3)，O−1IO = I，因此 Z2 = {E, I} 也
是 O (3) 的不变子群，并且有关系

O (3) /SO (3) ∼= Z2, O (3) ∼ Z2. (3.5)

同时，因为 SO (3) 与 Z2 = {E, I} 仅有单位元为共同元素，且所有元素是对易的，O (3) 还存在直积分解

O (3) = SO (3)⊗ Z2. (3.6)

O (3) 群的直积结构表明，我们只需要研究 SO (3) 的群结构及其群表示，便可给出 O (3) 的完整信息。
注意到我们一般将 SO (3) 称为三维转动群，是因为行列式为 1 的正交变换是保持手性的，这正是三维

欧式空间的转动操作。手性的定义为混合积 i · (j× k) 的符号，约定 i · (j× k) = 1，即为右手坐标系。对
∀O ∈ SO (3)，若以 {i, j, k} 为基写出 O 的矩阵为（为书写方便，我们在此不区分变换 O 和其矩阵表示 [O]）

O =


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 , (3.7)

则该变换对混合积的作用为

i · (j× k) O−→ Oi · (Oj×Ok)

=


a11

a21

a31

 ·



a12

a22

a32

×


a13

a23

a33


 (3.8)

= detO

= 1,

因此 SO (3) 中所有的变换都是保持手性的，故此这些变换是转动操作。相反，在陪集中，我们取陪集代表元
I，矩阵表示为

I =


−1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

 , (3.9)
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作用在混合积上为

i · (j× k) I−→ Ii · (Ij× Ik)

= −i · (j× k) (3.10)

= −1,

因此 ISO (3) 中所有变换都是改变手性的，因此也被称为转动反演操作。
SO (3) 描述的是三维单位球的转动操作，其中绕特定轴旋转的操作构成 SO (3) 的一个子群。由于球对

称性是物理学中最常见的对称性，SO (3) 在物理中有广泛的应用。另一方面，在数学上 SO (3) 群是最简单
的多连通 Abel 李群。

§ 定义 3.4. SO (2) 群 三维欧式空间中绕定轴转动任意角的变换的集合称为定轴转动群，记为 SO (2)。

SO (2) 也是描述二维单位圆的旋转变换群，因此也记为 C∞，任意 n 阶循环群都是其子群 Cn < C∞。
最后再介绍一个常见的无限群。

§ 定义 3.5. SU (2) 群 由行列式为 1 的所有二阶酉矩阵组成的群，记为 SU (2)。

所有 n 阶酉矩阵本身也构成一个群，称为 U (n) 群，SU (2) 是 U (2) 的子群。SU (2) 在物理中有极其重
要的应用，如旋量，同位旋理论等。除此之外，数学上：SU (2) 是最简单也最重要的非阿贝尔李群，所有非
Abel 李群都含有 SU (2) 作为其子群。SU (2) 是构成其他非 Abel 李群的基础。

可以看到上述四个群的群元都是连续无限个的，如定轴转动变换可用一个连续参数，即转角 θ ∈ [0, 2π)

来刻画。我们将这类无限群称为连续群。

§ 定义 3.6. 连续群 连续群 G 的元素由一组实参数 a1, a2, · · · , an 所标明，其中至少有一个参数在某
一区域上连续变化，且该组参数对标明群的所有元素是必需而且足够的。则该组参数中连续参数的个

数 r 称为连续群的维数。

例 3.1. 定轴旋转群 SO (2) 是 1 维连续群，因为其群元 Ck (θ) 由一个连续参数 θ ∈ [0, 2π) 标明。

例 3.2. 一维线性变换：x′ = ax+ b，a, b ∈ (−∞,+∞)，a ̸= 0，构成二维连续群。

我们可将线性变换记为 x′ = ax+ b = T (a, b)x，可验证：

1. 单位元：T (1, 0)，T (1, 0)x = x；

2. 封闭性：∀ai, bj ∈ (−∞,+∞) , ai ̸= 0

T (a1, b1)T (a2, b2)x = T (a1, b1) (a2x+ b2)

= a1a2x+ a1b2 + b1

= T (a1a2, a1b2 + b1) ,

即 T (a1, b1)T (a2, b2) = T (a1a2, a1b2 + b1) 也是线性变换；

3. 逆元素：T−1 (a, b) = T
(
1
a ,−

b
a

)；
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图 3.1: (a) 乘法的连续性。(b) 取逆的连续性。

4. 结合律：

[T (a1, b1)T (a2, b2)]T (a3, b3) = T (a1, b1) [T (a2, b2)T (a3, b3)]

= T (a1a2a3, a1a2b3 + a1b2 + b1) ,

所以 T (a, b) 构成群，且由两个连续参数描述，即为二维连续群。
以上述一维线性变换群为例，封闭性和逆元素其实是满足以下两个关系：

T (a1, b1)T (a2, b2) = T (c1 (a1, b1; a2, b2) , c2 (a1, b1; a2, b2)) ,

T−1 (a, b) = T (d1 (a, b) , d2 (a, b)) ,

其中 c1,2 给出两个群元相乘时参数需要满足的函数关系，而 d1,2 给出群元求逆时参数需要满足的函数关系。
通常而言，我们希望这些函数足够良好，最简单的要求是这些函数都是连续的，我们将满足这个条件的连续
群称为拓扑群。

§ 定义 3.7. 拓扑群 群元的乘法法则和取逆法则在群的所有元素处都连续的群，称为拓扑群。若拓扑
群的参数空间是紧致空间，即封闭有界的空间，则该群称为紧致群。

如图3.1所示，这里乘法和取逆在群元处是连续的，意味着：

1. 乘法法则连续：∀g1, g2 ∈ G，g1 的邻域和 g2 的邻域的乘积是 g3 = g1g2 的邻域；

2. 取逆法则连续：∀g, g1 ∈ G，g1 在 g 的邻域，则 g−1
1 在 g−1 的邻域。

紧致性是描述参数空间的性质，因为当函数关系确定后，给定参数空间将给出整个群。如 SO (2) 是紧
致的，因为其参数空间 θ ∈ [0, 2π) 是封闭有界的。当对参数空间进行更仔细的分类，可以得到更仔细的拓扑
群分类。

§ 定义 3.8. 简单群和混合群 拓扑群 G 的任意两个元素 x1 和 x2 在参数空间中如果能用一条或者多

条道路连接，亦即参数空间连成一片，则该群的参数空间是连通的，该群称为连通群或简单群。反之，

如果群的参数空间形成不相连结的若干片，则该群称为混合群。

混合群参数空间如图3.2所示。

例 3.3. O (3) 群是混合群，因为其参数空间可以分为不连通的两片，分别代表 detO = 1（SO (3)）和

detO = −1（ISO (3)）的部分。
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图 3.2: 不连通的参数空间拓扑结构示意图。

我们之前从一维线性变换的乘法函数 c1,2 和取逆函数 d1,2 的连续性出发，得到拓扑群的定义。若乘法
函数和取逆函数满足更强的要求，则此时的拓扑群将有更强的结构关系。

§ 定义 3.9. 李群 r 维拓扑群 G 的任意两个元素，x1 (a1, a2, · · · , ar)，x2 (b1, b2, · · · , br) 的乘法运算
和取逆运算：x1x2 = x3 (c1, c2, · · · , cr)，x−1

1 = x4 (d1, d2, · · · , dr) ，参数之间的关系称为组合函数：
ci = ci (a1, a2, · · · , ar; b1, b2, · · · , br)，di = di (a1, a2, · · · , ar)，i = 1, 2, · · · , r。若以上组合函数均为解
析函数，则该群称为李群。

数学上，解析函数为局部上由收敛幂级数给出的函数，是无穷可微的函数。这意味着我们可以使用微积
分工具来研究组合函数的局域性质，继而理解李群的局域结构。而李群本质上是一个微分流形。

例 3.4. 一维线性变换群 {T (a, b) |∀a, b ∈ R, a ̸= 0} 满足

T (a1, b1)T (a2, b2) = T (a1a2, a1b2 + b1) ,

T−1 (a, b) = T

(
1

a
,− b

a

)
,

则组合函数为

c1 (a1, b1; a2, b2) = a1a2,

c2 (a1, b1; a2, b2) = a1b2 + b1,

d1 (a, b) =
1

a
,

d2 (a, b) = −
b

a
,

都为解析函数，因此一维线性变换群是李群。

我们通常只关心简单（连通）李群，因为对于混合李群有以下定理。

■ 定理 3.1. 混合李群中，包含单位元的那个连续片对应群元的集合构成该混合李群的不变子群（它
是一个简单李群），其他元素片对应元素的集合构成该不变子群的陪集。

证明. 记混合李群为 G，包含单位元的连续片为 G0，可以证明 G0 本身也是李群。由于结合律和单位元已
满足，只需证明 G0 满足封闭性和包含其元素的逆元素即可。由于连通拓扑空间再连续映射后的像也是连通
的，对 G0 中所有元素取逆，是一个连续映射，该映射将连通片 G0 映射为 G 的一个连通片，并且这连通片
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需要包含单位元的逆 e−1 = e，因此映射后的像是 G0 本身，所以 G0 包含其中所有元素的逆。对于封闭性
可类似的证明。因此 G0 也构成一个群，并且是简单李群。
再证明 G0 是 G 的不变子群。考虑 ∀g ∈ G,h ∈ G0，作用 ghg−1 将连通片 G0 连续映射为 G 的一个连

通片，并且包含 geg−1 = e，因此 ghg−1 ∈ G0，所以 G0 ◁ G。显然其他连续片可表示为 gjG0，gj 为陪集代
表元。

我们看几个李群的例子。

例 3.5. 一般线性群：所有 n 阶可逆实矩阵的集合在矩阵乘法下构成群，为一般实线性群 GL (n,R)，是 n2

维实数李群；所有 n 阶可逆复矩阵的集合在矩阵乘法下构成群，为一般复线性群 GL (n,C)，可以认为是
2n2 维实数李群，也能认为是 n2 维复数李群。

例 3.6. 正交群：所有 n 阶正交矩阵的集合在矩阵乘法下构成群，为 n 阶正交群

O (n) =
{
Q|Q ∈ GL (n,R) , QTQ = QQT = In

}
。由于 O (n) 为 GL (n,R) 中满足 QTQ = In 的子群，对 n

阶对称矩阵给出 n (n+ 1) /2 个约束方程，因此正交群的维数为

dim O (n) = n2 − n (n+ 1)

2
=
n (n− 1)

2
.

例 3.7. 洛伦兹群：所有洛伦兹变换 Λ−1ηΛ = η 的集合（η 为四维闵可夫斯基度规张量），可以认为是广义

正交群 O (1, 3)，是一个六维李群

dim O (1, 3) = 6,

包含三个方向的转动变换和三个方向的洛伦兹 boost 变换。

例 3.8. 酉群：所有 n 阶酉矩阵的集合构成群，为 n 阶酉群 U (n) =
{
U |U ∈ GL (n,C) , U †U = U †U = In

}
。

作为实李群，U †U = In 给出 n2 个约束方程，因此

dim U (n) = n2.

例 3.9. 特殊群：在以上群的基础上，进一步要求矩阵的行列式为 1，给出以上群的特殊子群。

1. 特殊实线性群：SL (n,R) = {T |T ∈ GL (n,R) ,detT = 1}，维数为

dimSL (n,R) = n2 − 1.

2. 特殊复线性群：SL (n,C) = {T |T ∈ GL (n,C) ,detT = 1}，维数为（实参数）

dim SL (n,R) = 2n2 − 2.

3. 特殊正交群：SO (n) = {Q|Q ∈ O (n) ,detO = 1}，维数为

dim SO (n) =
n (n− 1)

2
.

注意 dim SO (n) = dim O (n)，因为 O (n) 不是连通群，行列式为 1 的要求只是把参数空间从两片减
少为一片，而在同一片内没有减少参数空间的维数。

4. 特殊酉群：SU (n) = {U |U ∈ U (n) ,detU = 1}，维数为

dim SU (n) = n2 − 1.

注意因为酉群是连通群，行列式为 1 的要求减少了参数空间的维数。
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O (n) 与 SO (n)、U (n) 与 SU (n) 群在维数上的区别可以从以下例子看出：O (1) = {1,−1} 为非连通（混
合）的零维李群，而行列式为 1 的要求使得 SO (1) = {1}，同样是零维李群，并没有改变参数空间的维数；
相反，U (1) =

{
eiθ|θ ∈ [0, 2π)

}
是连通李群，且由一个连续参数 θ 刻画，所以是 1 维李群，行列式为 1 的

要求使得 SU (1) = {1}，即约束了连通的参数空间，减少了参数空间的维数，使得 SU (1) 变成零维李群。

由于混合李群存在一个连通的不变子群，而该连通的不变子群的性质可由解析的组合函数局域地给出，
因此李群的绝大多数性质可由单位元附近的局域性质给出。

简单李群的局域性质

1. 我们可将描述单位元的 n 个参数都取为零，即 E = E (0, 0, · · · , 0)；

2. 在单位元邻域的元素，可由无穷小元素刻画，即 A = A (0, 0, · · · , ϵ, · · · , 0)。

简单起见，我们先考虑单参数（1 维）简单李群，多参数情况可做类似处理。
我们考虑单位元邻域的两个无穷小元素 A (α) 和 B (β)，假设组合函数为 f (α, β)，则

A (α)B (β) = AB (f (α, β)) . (3.11)

由于组合函数是解析的，可做泰勒级数展开，准至线性项有

f (α, β) = f (0, 0) + α
∂f (α, 0)

∂α

∣∣∣∣
α=0

+ β
∂f (0, β)

∂β

∣∣∣∣
β=0

+O
(
ϵ2
)
. (3.12)

现在考虑两个特殊情况，

A (α)E (0) = A (f (α, 0)) , E (0)B (β) = B (f (0, β)) , (3.13)

因此有
f (α, 0) = α, f (0, β) = β, (3.14)

即
∂f (α, 0)

∂α
=
∂f (0, β)

∂β
= 1. (3.15)

再利用
E (0)E (0) = E (f (0, 0)) = E (0) ⇒ f (0, 0) = 0, (3.16)

得到 f (α, β) = α+ β +O
(
ϵ2
)，因此在准至线性项下，两个无穷小元素的乘积为

A (α)B (β) = AB (α+ β) , (3.17)

即两个无穷小元素的乘积等于参数相加，并且是可以交换的

A (α)B (β) = B (β)A (α) (3.18)

现在，我们将这个结果推广到 n维简单李群G，单位元为 x (0, 0, · · · , 0)，其邻域有元素 x (0, 0, · · · , ϵk, · · · , 0)，
则该邻域元素可由以下关系得到

x (0, 0, · · · , ϵk, · · · , 0) = x (0, 0, · · · , 0) + iϵkJk +O
(
ϵ2k
)
, (3.19)
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其中 Jk ∈ G 被称为李群 G 的第 k 个生成元，其定义式为

Jk = lim
ϵk→0

1

iϵk
[x (0, 0, · · · , ϵk, · · · , 0)− x (0, 0, · · · , 0)] . (3.20)

以上的加减法实际上是李群作为微分流形上的切空间定义的的矢量加法。简单李群的 n 个生成元完全决定
了李群的局域结构，对于第 k 个方向的有限群元，都能通过生成元 Jk 多次作用在单位元上构造，即

x (0, 0, · · · , ak, · · · , 0) = lim
N→∞

[
x
(
0, 0, · · · , ak

N
, · · · , 0

)]N
= lim

N→∞

[
x (0, 0, · · · , 0) + i

ak
N
Jk

]N
(3.21)

= x (0, 0, · · · , 0) exp (iakJk)

= exp (iakJk) ,

因此有限参数的群元由生成元的指数给出。对于任意有限群元，则为

x (a1, a2, · · · , an) = exp
(
i

n∑
k=1

akJk

)
, (3.22)

因此生成元 Jk 给出简单李群的所有局域性质。
除了局域性质外，李群（更一般为拓扑群）也具有全局性质，这部分性质与李群的局域性质无关，即可

能存在具有相同局域性质的两个李群（相同的生成元），但因其他性质不同，导致具有不同的全局性质。这
些全局性质不受局域变换的影响。

§ 定义 3.10. 拓扑 在数学里，拓扑学（Topology），或意译为位相几何学，主要研究空间内，在连续变
化（如拉伸或弯曲，但不包括撕开或黏合）下维持不变的性质。

例 3.10. 描述凸多面体的面数 F、边数 E、顶点数 V 的欧拉定理：F + V − E = 2。

如图3.3所示，凸多面体均满足以上关系，该常数也被称为欧拉示性数，为不依赖于多面体细节的常数，
对于凸多面体该常数为 2。若将凸多面体改为有一个洞的多面体，该常数将变为-2。欧拉示性数与多面体的
洞数有一一对应关系，为刻画多面体全局性质的一个不变量。

例 3.11. 高斯-博内（Gauss-Bonnet）定理：对于紧致的二维封闭流形 M，其高斯曲率 K 在 M 上的面积

分为 ∫
M
KdA = 2πχ (M) ,

其中 χ (M) = 2− 2g 为欧拉示性数，g 为流形 M 的亏格（genus）。

高斯-博内定理是欧拉定理的推广，常见的流形及其亏格见图3.4。在近年拓扑物理的研究中，参数空间
的高斯曲率，即所谓贝里曲率是拓扑物态的重要概念。
亏格的概念与连通度相关，这是拓扑群的一个重要的全局性质。

§ 定义 3.11. 多重连通群 简单群根据其参数空间的拓扑，进一步分为单连通和多连通的。若任意群元
在参数空间中的连通道路恰有 k 条，并且它们不能通过在参数空间内部的连续形变而重合，则称该群

为 k 重连通。k 称为连通度。
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图 3.3: 凸多面体与有洞多面体所满足的欧拉定理。

图 3.4: 流形的亏格。

单连通简单群的参数空间如图3.5(a) 所示，其中任意两个群元 x1 和 x2 之间的任一条连通道路可以通
过连续形变变为另一条连通道路（拓扑学上称为伦移）。双连通简单群的参数空间如图3.5(b) 所示，此时参
数空间有一个“洞”，因此连接任意两个群元间的道路被分为两类，而且这两类道路之间不能通过连续形变
联系起来。四连通简单群的参数空间如图3.5(c) 所示，此时参数空间有两个“洞”。对于多连通李群，连接
固定两点的道路可按照能否连续变化分组，同一组的道路可以相互连续变化（拓扑学上称为同伦。同伦的闭
道路构成一个同伦类，对闭道路可引入乘法，则这些同伦类在该乘法下构成群，称为基本群或第一同伦群）。
这些道路的组的数目，称为多连通李群的连通度，是李群的一个重要的整体性质。SU (2) 群是单连通群，而
SO (2) 与 n > 2 的 SO (n) 群都是多连通群。

图 3.5: (a) 单连通群。(b) 双连通群。(c) 四连通群。

随着连通度的增加，简单群的一些结构性质会变得更复杂。然而实际上我们不需要直接研究多重连通的
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图 3.6: 单连通简单李群与多连通简单李群的同态关系。

简单群，而是可以先研究单连通的简单群，再找到单连通简单群和多重连通简单群的关系。二者存在以下关
系。

§ 定义 3.12. 覆盖群 可以证明，当简单李群 G 的群空间连通度为 n 时，它一定同态于另一个群空间

是单连通的简单李群，同态对应关系是 1 : n。这个单连通的简单李群称为李群的覆盖群。

单连通简单李群和双连通简单李群的同态关系见图3.6。

例 3.12. 实数加群 {R,+} 为单参数的、非紧致的、Abel 的、单连通的、简单的李群。

实数加群的参数空间为实轴，任意两点间只有一种连通方式，因此是单连通的。由于是 Abel 群，因此
{R,+} 只有 1 维不等价不可约表示 Dτ，满足 Dτ (α)Dτ (β) = Dτ (α+ β)，因此可取为

Dτ (α) = e−iτα, τ ∈ C,

τ 是标定不等价不可约表示的复数。

例 3.13. SO (2) 群（即 U (1) 群）为单参数的、紧致的、Abel 的、无穷连通的、简单的李群。

SO (2)群的群元 Ck (θ)仅由转角 θ一个连续参数刻画，其参数空间为 [0, 2π] / (0 ∼ 2π)，或记为 R/ (x ∼ x+ 2π)，
实际上为一维球面 S1（二维单位圆圆周），为紧致空间。SO (2) 是连通群，而且连通度为无穷，因为 1 维
球面上两个点可以有无限种连接方式（绕圆周 0 圈、1 圈、-5 圈等等），可如图3.7(a) 所示。事实上，由于
U (n) = U (1)⊗ SU (n)，所有 U (n) 群都是无穷度连通。
作为多连通群，SO (2) 的覆盖群为单连通的李群 {R,+}，其同态映射关系如图3.7(b) 所示，将实轴卷曲

并投影为 1 维球面，该投影实际上为同态映射 p : [2πk, 2πk + 2π)→ [0, 2π] / (0 ∼ 2π)，k ∈ Z。
因为 SO (2) 也是 Abel 群，仅有 1 维不等价不可约表示 Dτ (α) = e−iτα，需要满足

Dτ (0) = Dτ (2π) → ei2πτ = 1,

这便约束了 τ 仅能取整数。
我们常用的是 SO (2) 在 R2 下（以 {i, j} 为基）的表示

T (θ) =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
, (3.23)

93



3.1 连续群简介 3 完全转动群

图 3.7: (a) SO (2) 的无穷连通度。(b) SO (2) 群的覆盖群为实数加群 {R,+}。

显然为可约表示。现在考虑 SO (2) 在 R2 下的生成元，对于单参数李群只有一个生成元，根据生成元的定义
(3.20) 式，考虑无穷小转动 ϵ，有

J = lim
ϵ→0

1

iϵ

[(
cos ϵ − sin ϵ
sin ϵ cos ϵ

)
−

(
1 0

0 1

)]

= lim
ϵ→0

1

iϵ

[(
1 −ϵ
ϵ 1

)
−

(
1 0

0 1

)
+O

(
ϵ2
)]

(3.24)

= lim
ϵ→0

(
0 i

−i 0

)
= −σy,

对于有限角度转动，其表示矩阵由生成元表示为

T (θ) = e−iθσy = I cos θ − iσy sin θ, (3.25)

这里已使用泡利矩阵的关系
eiθ(n·σ) = I cos θ − i (n · σ) sin θ. (3.26)

我们也可以写出函数变换下的生成元，取转轴为 z 轴，T (θ) 对 (x, y) 平面上的函数 f (x, y) 的转动为

T (θ) f (x, y) = f (Ck (−θ) r)

= f

((
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
x

y

))
(3.27)

= f (x cos θ + y sin θ,−x sin θ + y cos θ) ,
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考虑无穷小转动 ϵ，有

Jf (x, y) = lim
ϵ→0

1

iϵ
[f (x cos ϵ+ y sin ϵ,−x sin ϵ+ y cos ϵ)− f (x, y)]

= lim
ϵ→0

1

iϵ

[
ϵy
∂f (x, y)

∂x
− ϵx∂f (x, y)

∂y

]
(3.28)

= i

(
x
∂

∂y
− y ∂

∂x

)
f (x, y)

= − L̂z

h̄
f (x, y) ,

因此，无穷小转动在函数基下以角动量算符为生成元。
以上两种写成生成元的过程适合给定表示空间的情况。一般若不给定特定表示空间，可以利用 SO (n)群

由 n 阶矩阵构成的性质，写出这个矩阵表示（即自身表示）的生成元。对于 SO (n) 群，需要满足 RTR = In，
考虑单位元邻域的无穷小变换 R (ϵ) = In + ϵA，ϵ 是小量，A 是一个 n 阶矩阵，则

RTR = (In + ϵA)T (In + ϵA)

= In +
(
AT +A

)
ϵ+O

(
ϵ2
)

(3.29)

= In,

因此准至 ϵ 的线性项，矩阵 A 需要满足性质 AT = −A，因此 A 是反对称矩阵。

1. SO (2) 群：只有一个线性无关的 2 阶反对称矩阵，即 1 个生成元，取为

J =

(
0 −1
1 0

)
= −iσy, (3.30)

有限转动为

R (θ) = lim
N→∞

[
R

(
θ

N

)]N
= lim

N→∞

(
In +

θ

N
J

)N

(3.31)

= exp (θJ)

= exp (−iσyθ) .

2. SO (3) 群：存在三个线性无关的 3 阶反对称矩阵，即 3 个生成元，取为

J1 =


0 0 0

0 0 −i
0 i 0

 , J2 =


0 0 i

0 0 0

−i 0 0

 , J3 =


0 −i 0

i 0 0

0 0 0

 . (3.32)

3. SO (n) 群：一共存在 1+ 2+ · · ·+ (n− 1) 个线性无关的 n 阶反对称矩阵，因此有 n (n− 1) /2 个生成
元，与之前得出的 dim SO (n) = n (n− 1) /2 相同。这些生成元是海森堡表象的生成元。

事实上，一维连通李群必是 Abel 群，且仅有两种：即实数加群和 SO (2) 群（即 U (1) 群）。可以证明，
任意连通 Abel 李群必然是上述两种群的直积。
在熟悉了定轴转动群 SO (2) 后，我们关注更重要的 SO (3) 群。
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3.2 三维转动群 SO(3)

前面提到，SO (3) 是 O (3) 中行列式为 1 的连通片，是 O (3) 的不变子群，并且可以描述三维欧式空间
的旋转变换。SO (3) 中的矩阵除了不改变手性外，还与旋转变换有更深层的联系。

■ 定理 3.2. 对 ∀g ∈ SO (3)，可在 R3 中找到一个向量 k，使得 gk = k。

证明. 为了证明总存在 k 满足 (g − E) k = 0，我们需要证明 ∀g ∈ SO (3)，都有 det (g − E) = 0。
我们考虑 det (g − E)T = det

(
gT − E

)
= det

(
g−1 − E

)，因为
g−1 − E = g−1E (E − g) = g−1 (−E) (g − E) , (3.33)

所以

det
(
g−1 − E

)
= det

[
g−1 (−E) (g − E)

]
= det g−1 det (−E)det (g − E) (3.34)

= −det (g − E) ,

而 det (g − E)T = det (g − E)，所以 det (g − E) = −det (g − E)，即 det (g − E) = 0，所以总能找到
(g − E) k = 0 的非零解。

因此，对于 SO (3) 的任一个群元 g，都能找到 g 作用后不变的矢量，该矢量就为转轴，因此 SO (3) 的
任意群元也能表示为 g = Ck (θ)。取与 k 正交的两个单位矢量为 i 和 j，建立基 {i, j, k}，在这组基下，群元
表示为

g = Ck (θ) =


cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1

 , (3.35)

特征标为 χ = 1 + 2 cos θ，并且特征标不随基变换而改变。考虑另一组基 {i′, j′, k′}，它与原来的基相差正交
变换 Q，即

(i, j, k) =
(
i′, j′, k′)Q, (3.36)

考虑

r = (i, j, k)


x

y

z

 =
(
i′, j′, k′)


x′

y′

z′

 , (3.37)

Ck (θ) 将 r 变为 r′，即

r′ = Ck (θ) r = (i, j, k)


cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1




x

y

z

 = (i, j, k)A


x

y

z

 , (3.38)

而又因为 
x′

y′

z′

 = Q


x

y

z

 , (3.39)
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图 3.8: SO (3) 群的参数空间。

所以

r′ =
(
i′, j′, k′)QAQ−1


x′

y′

z′

 , (3.40)

因此 g = Ck (θ) 在新基下的表示矩阵为 QAQ−1，而 trQAQ−1 = trA = 1 + 2 cos θ，因此 SO (3) 群群元在
R3 中的特征标只与转角有关。
这个结果意味着 SO (3)中绕不同轴旋转相同角 θ 的变换为同类元素，即 ∀g ∈ SO (3)，因为 Ck (θ) k = k，

所以
gCk (θ) k = gk =

[
gCk (θ) g

−1
]
gk, (3.41)

意味着 gCk (θ) g
−1 是保持 k′ = gk 不变的操作，因此有

gCk (θ) g
−1 = Cgk (θ) . (3.42)

此结论对点群，即 SO (3) 的子群不一定成立，因为联系不同转轴的操作不一定在点群中，所以不同转轴不
一定为等价轴。
现在我们考虑 SO (3) 群的参数空间。有时也将转动操作记为 R (n, ϕ) = Cn (ϕ)，ϕ ∈ [0, 2π] / (0 ∼ 2π)。

单位矢量 n = n (α, β) 描述转轴方向，即

n (α, β) = (sinβ cosα, sinβ sinα, cosβ) , (3.43)

需要用到两个参数，其范围分别为 α ∈ [0, 2π)，β = [0, π]。实际上，旋转操作还满足以下性质：

R (n, ϕ) = R (−n, 2π − ϕ) , R (n, π) = R (−n, π) . (3.44)

有了第一个性质，我们只需考虑转角为 ϕ ∈ [0, π] 即可，而第二个性质告诉我们绕轴的正方向和反方向旋转
π 是同一操作（二次轴无方向之分）。因此 SO (3) 的参数空间为一个三维球体，其方向矢量 r̂ = n 表示转轴，
模 r = ϕ 为转角，并且球体的半径为 π，并且球面上与直径相交的两点等价，称为对径认同，也被称为三维
实射影空间，如图3.8所示。

实际上，SO (3) 群为三参数、紧致、连续、简单、非 Abel、双连通简单李群。其双重连通度如图3.9所示，
参数空间任意两点 A,B 可以如图3.9(a) 直接连接，也可以如图3.9(b) 以球面上两点跳跃一次后连接。实际
上，偶数次跳跃情况可经由如图3.9(c)-(d)-(a) 的连续形变退化为直接连接情况，而奇数次跳跃情况可类似退
化为跳跃一次的情况。因此，SO (3) 群为双连通李群，对应于偶数次跳跃和奇数次跳跃的连通道路。事实上，
所有 n > 2 的 SO (n) 群都是双连通群。
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图 3.9: SO (3) 群双重连通度示意图。参数空间中任意两点 A,B 可以直接连接 (a)，也可以从 A 先连至球面
一点，跳转至其对径等价点后再连至 B 点 (b)。任意偶数次跳转可以经由连续形变 (c)、(d)，从而退化为不
跳转的情况 (a)。

在表示 SO (3) 群的参数空间时，我们选取描写转轴角度的 (α, β) 及描述转角的 ϕ 作为三个连续参数，
描述 SO (3) 群的三个参数并不唯一，欧拉角便是另一套刻画 SO (3) 群的参数，而且采用欧拉角更方便计算
SO (3) 群的表示。
设 Oxyz 是三维欧式空间中固定的笛卡儿坐标系，R (α, β, γ) 是 SO (3) 群中的元素，它可以表示为三个

连续转动的乘积。这三个连续转动的定义是：（如图3.10所示）

1. 先绕 z 轴转 α 角，0 ≤ α < 2π，此时坐标系由 Oxyz 变为 Ox′y′z′；

2. 再绕 y′ 轴转 β 角，0 ≤ β ≤ π，此时 Ox′y′z′ 变为 Ox′′y′′z′′；

3. 最后绕 z′′ 轴转 γ 角，0 ≤ γ < 2π，此时 Ox′′y′′z′′ 变为 Ox′′′y′′′z′′′。

因此，旋转操作表示为
R (α, β, γ) = Cz′′ (γ)Cy′ (β)Cz (α) . (3.45)

在 Oxyz 中分别写出三个操作的表示矩阵。

1. 在 Oxyz 中写出 Cz (α)：该表示矩阵为

Cz (α) =


cosα − sinα 0

sinα cosα 0

0 0 1

 = Q3 (α) . (3.46)

2. 在 Oxyz 中写出 Cy′ (β)：先在 Ox′y′z′ 中写出 C ′
y′ (β)，为

C ′
y′ (β) =


cosβ 0 sinβ
0 1 0

− sinβ 0 cosβ

 = Q2 (β) , (3.47)
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图 3.10: 欧拉角示意图。

再将 Ox′y′z′ 转换至 Oxyz，基变换为

(
i′, j′, k′) = (i, j, k)


cosα − sinα 0

sinα cosα 0

0 0 1

 (3.48)

= (i, j, k)Q3 (α) ,

因此在 Oxyz 中 Cy′ (β) 的矩阵表示为

Cy′ (β) = Q3 (α)Q2 (β)Q
−1
3 (α) . (3.49)

3. 在 Ox′′y′′z′′ 中写出 Cz′′ (γ)：首先在 Ox′′y′′z′′ 写出 C ′′
z′′ (γ)，即

C ′′
z′′ (γ) =


cos γ − sin γ 0

sin γ cos γ 0

0 0 1

 = Q3 (γ) , (3.50)

将 Ox′′y′′z′′ 转换至 Oxyz，基变换为(
i′′, j′′, k′′) = (i′, j′, k′)Q2 (β) (3.51)

= (i, j, k)Q3 (α)Q2 (β) ,

因此在 Oxyz 中 Cz′′ (γ) 的矩阵表示为

Cz′′ (γ) = Q3 (α)Q2 (β)Q3 (γ)Q
−1
2 (β)Q−1

3 (α) . (3.52)

综上，写出欧拉角描述的 SO (3) 群元为

R (α, β, γ) = Cz′′ (γ)Cy′ (β)Cz (α)

= Q3 (α)Q2 (β)Q3 (γ) (3.53)

=


cosα − sinα 0

sinα cosα 0

0 0 1




cosβ 0 sinβ
0 1 0

− sinβ 0 cosβ




cos γ − sin γ 0

sin γ cos γ 0

0 0 1

 ,
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展开即为

R (α, β, γ) =


cosα cosβ cos γ − sinα sin γ − cosα cosβ sin γ − sinα cos γ cosα sinβ
sinα cosβ cos γ + cosα sin γ − sinα cosβ sin γ + cosα cos γ sinα sinβ

− sinβ cos γ sinβ sin γ cosβ

 . (3.54)

从这个矩阵形式可以看出，β = 0 时，R (α, 0, γ) = Q3 (α+ γ)，即 α + γ 相同对应于同一转动；β = π 时，
R (α, π, γ) = Q3 (α− γ)，α − γ 相同对应于同一转动。并且此时的转动操作是可对易的，即 SO (3) 群的非
Abel 性质反映在 Q2 (β) 上。
实际上，R (n, ϕ) 和 R (α, β, γ) 两种描写 SO (3) 群元的方式各有优劣。利用欧拉角 R (α, β, γ)，任意转

动操作只需三个矩阵描述即可。相反，若采用 R (n, ϕ)，则需要使用五个矩阵来表示一个转动操作。这是因
为绕 n 轴的旋转可以被拆分为先以 n 建立笛卡儿坐标系 Ox′y′z′，且 n 为 z′ 轴方向，此时的转动矩阵为

C ′
z′ (ϕ) =


cosϕ − sinϕ 0

sinϕ cosϕ 0

0 0 1

 = Q3 (ϕ) = R (ẑ, ϕ) . (3.55)

然后再在 Oxyz 中写出 Cz′ (ϕ)，因为 n = (sinβ cosα, sinβ sinα, cosβ)，所以基变换实际为欧拉角的前
两步，即 (

i′, j′, k′) = (i, j, k)Cy′ (β)Cz (α)

= (i, j, k)Q3 (α)Q2 (β)Q
−1
3 (α)Q3 (α) (3.56)

= (i, j, k)Q3 (α)Q2 (β)

= (i, j, k)S.

因此

R (n, ϕ) = SR (ẑ, ϕ)S−1 (3.57)

= Q3 (α)Q2 (β)Q3 (ϕ)Q
−1
2 (β)Q−1

3 (α) ,

即 R (n, ϕ) 的表示需要使用五个矩阵计算，因此采用欧拉角更方便计算 SO (3) 群元间的作用关系。
然而，虽然 R (α, β, γ) 更方便计算，但三个角度的定义不如 R (n, ϕ) 的直观，在求解物理问题上采用

R (n, ϕ) 将给出更为直观的理解方式，因为 n 给出主轴的方向，因此在物理推导中更为常见。下面，我们使
用 R (n, ϕ) 在求出 SO (3) 群在不同表示空间下的生成元。

• 函数空间（薛定谔表象）
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我们考虑 R (n, ϕ) 在函数空间 {f (r)} 中的表示，相应的函数变换算符为 P (n, ϕ) = PSP (ẑ, ϕ)P−1
S 。我

们曾求出 SO (2) 中有限角度转动的函数空间表示可由相应的生成元表示，即

P (ẑ, ϕ) f (r) = lim
N→∞

PN

(
ẑ,
ϕ

N

)
f (r)

= lim
N→∞

[
1− i ϕ

N

Lz

h̄

]N
f (r) (3.58)

= exp
(
− i
h̄
Lzϕ

)
f (r) .

所以 P (n, ϕ) 为

P (n, ϕ) = PSP (ẑ, ϕ)P−1
S

= PS exp
(
− i
h̄
Lzϕ

)
P−1
S

= PS lim
N→∞

[
1− i ϕ

N

Lz

h̄

]N
P−1
S (3.59)

= lim
N→∞

[
1− i ϕ

N

PSLzP
−1
S

h̄

]N
= exp

(
− i
h̄
ϕPSLzP

−1
S

)
.

因为 S = Q3 (α)Q2 (β)，所以
PS = exp

(
− i
h̄
αLz

)
exp

(
− i
h̄
βLy

)
, (3.60)

再利用算符公式
eABe−A = B + [A,B] +

1

2!
[A, [A,B]] + · · · , (3.61)

得到

PSLzP
−1
S = exp

(
− i
h̄
αLz

)
exp

(
− i
h̄
βLy

)
Lz exp

(
i

h̄
βLy

)
exp

(
i

h̄
αLz

)
= exp

(
− i
h̄
αLz

)
(cosβLz + sinβLx) exp

(
i

h̄
αLz

)
(3.62)

= sinβ cosαLx + sinβ sinαLy + cosβLz

= n · L,

其中已利用角动量对易关系 [Li, Lj ] = ih̄
∑

k εijkLk。最终得到绕任意轴 n 转动操作在函数空间的表示为

P (n, ϕ) = exp
(
− i
h̄
ϕn · L

)
, (3.63)

三个生成元为

Jk = lim
ϕ→0

1

iϕ

[
exp

(
− i
h̄
ϕLk

)
− 1

]
= lim

ϕ→0

1

iϕ

(
− i
h̄
ϕLk

)
(3.64)

= −Lk

h̄
.
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所以 SO (3) 群在函数空间（薛定谔表象）的生成元为 (Jx, Jy, Jz)，并且 (Jx, Jy, Jz) 构成（局域）线性空
间。而 O (3) 群则在不变子群三个生成元的基础上，加上陪集代表元空间反演操作 I，因此有四个生成元
(Jx, Jy, Jz, I)，注意 I 不是无穷小变换的生成元，因为从单位元 E 出发无法通过一系列无穷小变换到达空
间反演操作 I，因此 O (3) 群是 3 维李群。

实际上 (Jx, Jy, Jz) 不仅张成 3 维线性空间 L，在此线性空间 L 上还可以定义称为李括号的二元运算
[·, ·]，对 ∀xi, xj ∈ L，满足

[xi, xj ] ∈ L, [xi, xj ] = − [xj , xi] , (3.65)

定义了李括号的线性空间，则被称为李代数。实际上，角动量的反对易关系 [Li, Lj ] = ih̄
∑

k εijkLk 定义了
SO (3) 的李代数。李代数的一个矩阵表示，能生成一个李群表示。

• 自身表示（海森堡表象）

单位元邻域无穷小变换为 I3 + ϵA，而任意三阶反对称矩阵 AT = −A 由三个线性无关的反对称矩阵表
示，取为

T1 =


0 0 0

0 0 −i
0 i 0

 , T2 =


0 0 i

0 0 0

−i 0 0

 , T3 =


0 −i 0

i 0 0

0 0 0

 , (3.66)

三个生成元可以通过绕三个方向的无穷小转动得到，如

R (ẑ, ϵ) =


1 −ϵ 0

ϵ 1 0

0 0 1

 = I3 − iϵT3. (3.67)

绕 z 轴的有限转动为
R (ẑ, ϕ) = lim

N→∞

(
I3 − i

ϕ

N
T3

)N

= e−iϕT3 . (3.68)

因此绕任意轴 n 旋转的操作为

R (n, ϕ) = SR (ẑ, ϕ)S−1 = exp
(
−iϕST3S−1

)
. (3.69)

代入 S = Q3 (α)Q2 (β)，得

ST3S
−1 =


0 −i cosβ i sinβ sinα

i cosβ 0 −i sinβ cosα
−i sinβ sinα i sinβ cosα 0

 = n · T, (3.70)

因此任意转动在 R3 中的表示为
R (n, ϕ) = exp (−iϕn · T) . (3.71)

因此，总结而言，SO (3) 群的三个生成元可由绕三个方向的无穷小转动求出，在函数空间为角动量
(Lx, Ly, Lz)，在 R3 空间为三个线性无关的反对称矩阵 (T1, T2, T3)，即角动量算符在 R3 空间的表示矩阵。
现在我们看 SO (3)群的不可约表示。对于李群和李代数，存在一个特殊的不变量，称为 Casimir不变量

（算符），它与任意生成元的李括号都为零 [C,Li] = 0，在 SO (3) 群和 so (3) 李代数中，该 Casimir 算符为
L2 = L2

x +L2
y +L2

z。Casimir 算符的本征值可以标定李群的不可约表示，L2 的本征值为 ℓ (ℓ+ 1) h̄2，ℓ ∈ Z+

为角动量量子数，对应的本征函数为球谐函数

Y m
ℓ (θ, φ) = Pm

ℓ (cos θ) eimφ, (3.72)
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其中 Pm
ℓ (x) 为缔合勒让德多项式，m = −ℓ,−ℓ+ 1, · · · , ℓ− 1, ℓ 为磁量子数。L2 的本征方程为

L2Y m
ℓ (θ, φ) = ℓ (ℓ+ 1) h̄2Y m

ℓ (θ, φ) . (3.73)

接下来，我们写出函数变换算符 P (n, ϕ) 在球谐函数空间 {Y m
ℓ (θ, φ) |ℓ ∈ Z+,m = −ℓ, · · · , ℓ} 的表示矩

阵。由于 [
L2, Li

]
= 0，即任意转动 P (n, ϕ) 的表示也与 L2 对易 [

P (n, ϕ) , L2
]
= 0，因此 P (n, ϕ) 与 L2 具

有共同本征值，因为

L2 [P (n, ϕ)Y m
ℓ (θ, φ)] = P (n, ϕ)L2Y m

ℓ (θ, φ) = ℓ (ℓ+ 1) h̄2 [P (n, ϕ)Y m
ℓ (θ, φ)] , (3.74)

所以 P (n, ϕ)Y m
ℓ (θ, φ) 也是 L2 具有本征值 ℓ (ℓ+ 1) h̄2 的本征态，因此可用 {Y m

ℓ (θ, φ) |m = −ℓ, · · · , ℓ} 展
开，即

P (n, ϕ)Y m
ℓ (θ, φ) =

ℓ∑
m′=−ℓ

Aℓ
m′m (n, ϕ)Y m′

ℓ (θ, φ) , (3.75)

Aℓ 便是 SO (3) 群的第 ℓ 个表示，是一个 2ℓ+ 1 维的表示。
表示矩阵的具体形式会在之后给出，我们先关注表示的特征标。由于特征标是类函数，而绕不同转轴旋

转相同角度的转动操作等价，因此对于任意 P (n, ϕ)，只要考虑其同类元素 P (ẑ, ϕ) 的特征标即可。(θ, φ) 为
单位向量 r̂ 的球坐标表示，P (ẑ, ϕ) 对 Y m

ℓ (θ, φ) 的作用等同于 R−1 (ẑ, ϕ) 对 (θ, φ) 的作用，即

P (ẑ, ϕ)Y m
ℓ (θ, φ) = Y m

ℓ

(
R−1 (ẑ, ϕ) (θ, φ)

)
= Y m

ℓ ((θ, φ− ϕ)) (3.76)

= Pm
ℓ (cos θ) eimφe−imϕ

= e−imϕY m
ℓ (θ, φ) ,

因此，P (ẑ, ϕ) 的表示矩阵为对角矩阵

Aℓ (ẑ, ϕ) =



eiℓϕ

ei(ℓ−1)ϕ

. . .
e−i(ℓ−1)ϕ

e−iℓϕ


, (3.77)

即特征标为

χℓ (ϕ) =
ℓ∑

m=−ℓ

e−imϕ

=
e−iℓϕ − ei(ℓ+1)ϕ

1− eiϕ
(3.78)

=
e−i(ℓ+1/2)ϕ − ei(ℓ+1/2)ϕ

e−iϕ/2 − eiϕ/2

=
sin [(ℓ+ 1/2)ϕ]

sin (ϕ/2)
,
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或者可以进一步展开为

χℓ (ϕ) =
sin [(ℓ+ 1/2)ϕ]

sin (ϕ/2)

=
sin [(ℓ− 1/2)ϕ]

sin (ϕ/2)
+ 2 cos ℓϕ (3.79)

=
sin [(ℓ− 3/2)ϕ]

sin (ϕ/2)
+ 2 cos (ℓ− 1)ϕ+ 2 cos ℓϕ

= 1 + 2 cosϕ+ 2 cos 2ϕ+ · · ·+ 2 cos ℓϕ.

当 ℓ = 1 时，χℓ=1 (ϕ) = 1 + 2 cosϕ 与之前 R3 的结果一致。当 ℓ 走遍所有非负整数时，Aℓ 给出 SO (3) 群
的所有不等价不可约表示。

3.3 二维幺模酉矩阵群 SU(2)

现在，我们关注另一个常见的 SU (2)群，即由所有行列式为 1的 2阶酉矩阵组成的群。对于 ∀u ∈ SU (2)，
可以参数化的写出群元为

u =

(
a b

c d

)
, a, b, c, d ∈ C. (3.80)

根据酉矩阵的定义，有

uu† =

(
a b

c d

)(
a∗ c∗

b∗ d∗

)
=

(
|a|2 + |b|2 ac∗ + bd∗

a∗c+ b∗d |c|2 + |d|2

)
=

(
1 0

0 1

)
,

再由行列式 detu = ad− bc = 1，因此有 c = −b∗，d = a∗，所以

u =

(
a b

−b∗ a∗

)
, |a|2 + |b|2 = 1, (3.81)

因此刻画每个 SU (2) 群群元需要 3 个实参数。
先求出 SU (2) 群的三个生成元。令无穷小变换为 u (ϵ) = I2+ ϵA，A 为 2 阶矩阵，利用酉矩阵的性质有

u†u = (I2 + ϵA)† (I2 + ϵA)

= I2 + ϵ
(
A† +A

)
+O

(
ϵ2
)

(3.82)

= I2,

因此有 A† = −A，显然任意的反厄密矩阵 A 都能写为 A = −iB，其中 B† = B 为厄密矩阵。因此无穷小变
换也能写作 u (ϵ) = I2 − iϵB。而有限变换的群元为

u (θ) = lim
N→∞

(
I2 − i

θ

N
B

)N

= exp (−iθB) . (3.83)

注意到行列式为 1 对厄密矩阵 B 有额外要求，即

detu (θ) = det [exp (−iθB)] = exp (−iθtrB) = 1, (3.84)

因此需要满足 trB = 0（此矩阵指数公式可用雅可比公式证明）。可以写出三个线性无关的 2 阶零迹厄密矩
阵为

σx =

(
0 1

1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0

0 −1

)
, (3.85)
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因此泡利矩阵为 SU (2) 群的生成元。SU (2) 群的李代数 su (2) 为 [σi, σj ] = 2i
∑

k εijkσk，与 so (3) 李代数
[Li, Lj ] = ih̄

∑
k εijkLk 具有相同的代数关系（只相差一个系数），由于李群的局域结构由李代数决定，因此

SU (2) 群和 SO (3) 群的局域结构是相同的（局域同构），但是前者是单连通而后者是双连通的，因此虽然李
代数是一样的，二者的全局结构（拓扑）是不同的。
现在我们来构建 SU (2) 群和 SO (3) 群的联系。注意到任意一个二阶零迹厄密矩阵都能用泡利矩阵展开，

即
h =

(
Z X − iY

X + iY −Z

)
= Xσx + Y σy + Zσz = r · σ, (3.86)

其中 X,Y, Z ∈ R。以任意 u ∈ SU (2) 对 h 作相似变换 u (r · σ)u−1，注意到[
u (r · σ)u−1

]†
=
(
u−1

)†
(r · σ)† u† = u (r · σ)u−1,

因此 u (r · σ)u−1 也是厄密的，且相似变换不改变迹，因此 u (r · σ)u−1 也是二阶零迹厄密矩阵，所以可将
之表示为

u (r · σ)u−1 = X ′σx + Y ′σy + Z ′σz = r′ · σ. (3.87)

更重要的是，该变换保持行列式不变，即

deth = X2 + Y 2 + Z2 = X ′2 + Y ′2 + Z ′2. (3.88)

因此一个 SU (2) 群的元素 u，对应于一个 R3 中的正交变换 Ru ∈ O (3)，满足 Ru : r→ r′，|r| = |r′|。因此
该关系也能写为

u (r · σ)u−1 = (Rur) · σ. (3.89)

以 u 的矩阵形式 (3.81) 式代入，则有(
a b

−b∗ a∗

)(
Z X − iY

X + iY −Z

)(
a∗ −b
b∗ a

)
=

(
Z ′ X ′ − iY ′

X ′ + iY ′ −Z ′

)
. (3.90)

对比后可得 
X ′

Y ′

Z ′

 = Ru


X

Y

Z

 ,

其中

Ru =


1
2

(
a2 + a∗2 − b2 − b∗2

)
− i

2

(
a2 − a∗2 + b2 − b∗2

)
− (ab+ a∗b∗)

i
2

(
a2 − a∗2 − b2 + b∗2

)
1
2

(
a2 + a∗2 + b2 + b∗2

)
i (a∗b∗ − ba)

ab∗ + b∗a i (a∗b− b∗a) aa∗ − bb∗

 . (3.91)

由于 u ∈ SU (2) 是连续的，因此 Ru 被映射到 O (3) 中的一个连续片区，而取 a = 1, b = 0 时，Ru 为
单位矩阵，因此 Ru 属于包含单位元的连续片区，即 Ru ∈ SO (3)。于是，我们构建了 SU (2) 群到 SO (3) 群
的映射关系。实际上这个映射还是同态映射。

■ 定理 3.3. SO (3) 的覆盖群是单连通的 SU (2) 群，同态对应关系是 1 : 2。

证明. 先证明 u→ Ru 是一个 SU (2) 到 SO (3) 的同态映射。
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1. 该映射保持乘法关系不变。∀u, v ∈ SU (2)，有

u (r · σ)u−1 = (Rur) · σ, v (r · σ) v−1 = (Rvr) · σ, (3.92)

因此
vu (r · σ) (vu)−1 = v [(Rur) · σ] v−1 = (RvRur) · σ = (Rvur) · σ, (3.93)

即满足
RvRu = Rvu ∈ SO (3) , (3.94)

保持乘法关系不变。

2. 该映射为满射，即 ∀R (α, β, γ) ∈ SO (3)，都能找到 u ∈ SU (2)，使得 Ru = R (α, β, γ)。由于任意 SO (3)

群的元素都能用欧拉角表示为三个操作的乘积

R (α, β, γ) = Q3 (α)Q2 (β)Q3 (γ) (3.95)

=


cosα − sinα 0

sinα cosα 0

0 0 1




cosβ 0 sinβ
0 1 0

− sinβ 0 cosβ




cos γ − sin γ 0

sin γ cos γ 0

0 0 1

 ,

因此只需找到三个操作各自对应的 u 即可。

(1) Q3 (α)：取 a = e−iα/2，b = 0，即

u1 (α) =

(
e−iα/2 0

0 eiα/2

)
, (3.96)

对应的 Ru1(α) 为

Ru1(α) =


cosα − sinα 0

sinα cosα 0

0 0 1

 = Q3 (α) . (3.97)

(2) Q2 (β)：取 a = cos β
2，b = − sin β

2，即

u2 (β) =

(
cos β

2 − sin β
2

sin β
2 cos β

2

)
, (3.98)

对应的 Ru2(β) 为

Ru2(β) =


cosβ 0 sinβ
0 1 0

− sinβ 0 cosβ

 = Q2 (β) . (3.99)

(3) Q3 (γ)：取 a = e−iγ/2，b = 0，即

u1 (γ) =

(
e−iγ/2 0

0 eiγ/2

)
, (3.100)

对应的 Ru1(γ) 为

Ru1(γ) =


cos γ − sin γ 0

sin γ cos γ 0

0 0 1

 = Q3 (β) . (3.101)
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图 3.11: SU (2) 是 SO (3) 的单连通覆盖，存在 2 : 1 的同态关系。

因此，对任意 R (α, β, γ) ∈ SO (3)，都能找到 SU (2) 中的元素

u = u1 (α)u2 (β)u1 (γ)

=

(
e−iα/2 0

0 eiα/2

)(
cos β

2 − sin β
2

sin β
2 cos β

2

)(
e−iγ/2 0

0 eiγ/2

)
(3.102)

=

(
cos β

2 e
−i(α+γ)/2 − sin β

2 e
−i(α−γ)/2

sin β
2 e

i(α−γ)/2 cos β
2 e

i(α+γ)/2

)
,

使得
u (r · σ)u−1 = [R (α, β, γ) r] · σ, (3.103)

因此为该映射为满射。
因此映射 u→ Ru 为 SU (2) 到 SO (3) 的群同态映射，并且从 u 的形式也能看到 β = 0 时，α+ γ 为相

同值则给出相同的转动。
再证明同态关系是 2 : 1。考察 Ru 的表达式 (3.91) 式，会发现当 a→ −a, b→ −b，即 u→ −u 时，Ru

形式保持不变，即 u 和 −u 会给出相同的 Ru。另外，考虑同态映射的同态核，即 SO (3) 中的单位元 I3 对
应的 SU (2) 中的元素，我们发现当 α+ γ = 2πk，β = 0，k 为整数时，Ru = I3，因此同态核为{(

1 0

0 1

)
,

(
−1 0

0 −1

)}
◁ SU (2) . (3.104)

由同态核定理也能给出 u 和 −u 映射为相同的 Ru ∈ SO (3)，因此 SU (2) ∼ SO (3) 是 2 : 1 的同态关系，如
图3.11所示。因为 SO (3) 是双连通李群，因此单连通的 SU (2) 是 SO (3) 的覆盖群，这种单连通覆盖也被称
为 universal cover。值得注意的是，虽然整体上是 2 : 1 的同态关系，但在单位元的邻域，这个同态映射实际
上是一个局域同构的映射。

以上证明使用的是 SO (3)群元素的欧拉角描述，若采用 R (n, ϕ)描述，证明过程是类似的。n = n (α, β)，
R (n, ϕ) 由五个矩阵乘积描述，即

R (n, ϕ) = Q3 (α)Q2 (β)Q3 (ϕ)Q
−1
2 (β)Q−1

3 (α) , (3.105)
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其对应的 SU (2) 中的元素为

u (n, ϕ) = u1 (α)u2 (β)u1 (ϕ)u
−1
2 (β)u−1

1 (α)

=

(
e−iα/2 0

0 eiα/2

)(
cos β

2 − sin β
2

sin β
2 cos β

2

)(
e−iϕ/2 0

0 eiϕ/2

)(
cos β

2 sin β
2

− sin β
2 cos β

2

)(
eiα/2 0

0 e−iα/2

)

=

(
cos ϕ

2 − i sin
ϕ
2 cosβ −i sin ϕ

2 sinβe−iα

−i sin ϕ
2 sinβeiα cos ϕ

2 + i sin ϕ
2 cosβ

)
, (3.106)

即 a = cos ϕ
2 − i sin

ϕ
2 cosβ，b = −i sin ϕ

2 sinβe−iα，因此也能证明映射为满射。除此之外，u (n, ϕ)作为 SU (2)

中的元素，可以在单位元附近利用三个生成元 {σi} 表示，即

u (n, ϕ) = I2 cos ϕ
2
− i sin ϕ

2

(
cosβ sinβe−iα

sinβeiα − cosβ

)
(3.107)

= I2 cos ϕ
2
− i (n · σ) sin ϕ

2
,

其中已使用 n = (sinβ cosα, sinβ sinα, cosβ)。结合泡利矩阵的指数公式，有

u (n, ϕ) = exp
[
−iϕ

2
(n · σ)

]
, (3.108)

而 SO (3)中的群元也能用生成元表示为 R (n, ϕ) = exp [−iϕ (n · T)]，可以看到，在此描述下，SU (2)和 SO (3)

之间有更直观的映射关系：

u (n, ϕ) = exp
[
−iϕ

2
(n · σ)

]
→ R (n, ϕ) = exp [−iϕ (n · T)] , (3.109)

即在 SO (3) 中旋转 ϕ 角的操作对应于在 SU (2) 中“旋转”ϕ/2 的操作。二者存在如下对应关系

SO (3) SU (2)

群元 R (n, ϕ) u (n, ϕ)
周期 2π 4π

R (n, ϕ+ 2π) = R (n, ϕ) u (n, ϕ+ 4π) = u (n, ϕ)
半周期 R (n, π) = R (−n, π) u (n, 2π) = −1 (I2)

α ∈ [0, π] α ∈ [0, π]

参数范围 β ∈ [0, 2π] β ∈ [0, 2π]

ϕ ∈ [0, π] ϕ ∈ [0, 2π]

R (n, ϕ) = R (−n, 2π − ϕ) u (n, ϕ) = u (−n, 4π − ϕ) = −u (−n, 2π − ϕ)

SU (2) 群以转动 4π 为周期，SU (2) 群是物理上自旋 1/2 粒子存在的数学基础，自旋 1/2 粒子转动 4π

角才恢复原状。由此可见，SU (2) 的参数空间为半径为 2π 的三维球体，方向矢量 r̂ = n，模 r = ϕ，且该球
的表面取值 u (n, 2π) = −1，如图3.12所示。
实际上，由于球面是等值的，SU (2) 的参数空间是一个四维球体的表面，即三维球面 S3，因为群元 u

可用两个复参量 a, b ∈ C 表示，行列式为 1 要求 |a|2 + |b|2 = 1。记 a, b 的实部为 a1, b1，虚部为 a2, b2，其
中 a1,2, b1,2 ∈ R，参数空间为 {

(a1, a2, b1, b2) ∈ R4|a21 + a22 + b21 + b22 = 1
}
,
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图 3.12: SU (2) 群的参数空间。

图 3.13: SU (2) 群和 SO (3) 群的对应关系。

因此是一个三维球面 S3。
已知 SU (2) 同态于 SO (3)，同态关系如图3.11所示，且同态核为 {I2,−I2} < SU (2)，该同态核对应

于 u (n, 2πk)，k 为整数，当 k 取偶数时为单位元 I2，k 取奇时为 −I2，因此同态核同构于整数模 2 群
{I2,−I2} ∼= Z2。由同态核定理知，Z2 为 SU (2) 的不变子群，对应的商群同构于 SO (3)，即

SU (2) /Z2
∼= SO (3) . (3.110)

该同态关系也可反映在二者的群空间上，如图3.13所示。在 SU (2)中，0 < ϕ < π 的元素由 u (n, ϕ)→ R (n, ϕ)
直接映射到 SO (3) 中，同时

u (n, ϕ) = u (−n, 4π − ϕ) = −u (−n, 2π − ϕ) ,

表明元素 u (−n, 2π − ϕ) 也被映射为 R (n, ϕ)，此时 π < 2π − ϕ < 2π。因此该同态关系把 0 < ϕ < π 的部
分和 π < ϕ′ < 2π 的部分都映射到 SO (3) 上，同样表现出是 2 : 1 的覆盖关系。
用类似的方法可以研究 n 阶酉群 U (n) 和特殊酉群 SU (n)。U (n) 是连续的、连通的、紧致的 n2 维李

群，而 SU (n)是连续的、连通的、紧致的 n2−1维李群。二者的维数可从生成元的数目判断。n阶酉群 U (n)

是连通的，因此所有群元都可通过单位元邻域的无穷小变换生成，考虑其无穷小变换为 U (ϵ) = In− iϵA，则
酉矩阵的要求给出

U †U =
(
In + iϵA†

)
(In − iϵA)

= In + iϵ
(
A† −A

)
+O

(
ϵ2
)

(3.111)

= In,
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因此需要 A† = A 为 n 阶厄密矩阵，任意群元可用无限小变换连续作用得到，即

U (θ) = lim
N→∞

[
U

(
θ

N

)]N
= lim

N→∞

[
In − i

θ

N
A

]N
(3.112)

= exp (−iθA) ,

即 n 阶酉矩阵总能表示成厄密矩阵 θA 乘以 −i 的指数函数（θ ∈ R）。而一个 n 阶厄密矩阵 θA 的对角元
给出 n 个实参数，非对角元给出 n (n− 1) 个实参数，因此 U (n) 群的生成元为 n2 个线性无关的厄密矩阵
{hi}，以 n2 个生成元可展开厄密矩阵 θA =

∑n2

j=1 ajhj，故 U (n) 群任意群元都可表示为

U (a1, a2, · · · , an2) = exp

−i n2∑
j=1

ajhj

 , (3.113)

即使用 n2 个实参数 {a1, a2, · · · , an2} 刻画。SU (n) 群在此基础上需要满足行列式为 1 的要求，即

detU (θ) = det [exp (−iθA)] = exp (−iθtrA) = 1, (3.114)

因而需要 A 为零迹厄密矩阵（矩阵指数公式可用雅可比公式证明），零迹的条件使厄密矩阵的对角元给
出 n − 1 个实参数，因此 SU (n) 群的生成元为 n2 − 1 个线性无关的厄密矩阵 {hi}，由 n2 − 1 个实参数
{a1, a2, · · · , an2−1} 描述其群元。
最后求 SU (2)的不可约表示。因为 SU (2) ∼ SO (3)，即 SO (3)的所有表示都是 SU (2)的表示，而 SO (3)

的不等价不可约表示由球谐函数张成的表示空间给出，因此我们需要找出 SU (2) 的表示中不是 SO (3) 表示
的部分即可。
取 L j 为表示空间，j 为标记不等价不可约表示的指标，L j 为函数空间，其基为函数 ψj

m (x)，m 标记

不同的基函数，x =

(
x1

x2

)
为 SU (2) 群对应的线性空间中的 2 维向量。将 u ∈ SU (2) 作用于 x 上，有

(
x′1

x′2

)
= u

(
x1

x2

)
=

(
a b

−b∗ a∗

)(
x1

x2

)
. (3.115)

取基函数的形式为

ψj
m (x) = ψj

m (x1, x2) =
(−1)j−m√

(j +m)! (j −m)!
xj−m
1 xj+m

2 , m = −j,−j + 1, · · · , j. (3.116)

将 u 对应的函数变换算符 Pu 作用至基函数上，为

Puψ
j
m (x) = ψj

m

(
u−1x

)
=
∑
m′

Aj
m′m (u)ψj

m′ (x) , (3.117)

Aj (u) 即为 Pu 的表示矩阵，u 可用欧拉角描述：

u = u1 (α)u2 (β)u1 (γ) =

(
e−iα/2 0

0 eiα/2

)(
cos β

2 − sin β
2

sin β
2 cos β

2

)(
e−iγ/2 0

0 eiγ/2

)
. (3.118)

分别求三个转动的表示矩阵即可。
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记 u1 (α) = (e3, α)，则

(e3, α)−1

(
x1

x2

)
=

(
eiα/2 0

0 e−iα/2

)(
x1

x2

)
=

(
eiα/2x1

e−iα/2x2

)
, (3.119)

相应的函数变换算符作用在基函数为

P(e3,α)ψ
j
m (x) = ψj

m

(
eiα/2x1, e

−iα/2x2

)
=

(−1)j−m√
(j +m)! (j −m)!

(
eiα/2x1

)j−m (
e−iα/2x2

)j+m
(3.120)

=
(−1)j−m√

(j +m)! (j −m)!
xj−m
1 xj+m

2 e−imα

= e−imαψj
m (x) ,

因此 Aj
m′m ((e3, α)) 是对角的

Aj
m′m ((e3, α)) = e−imαδmm′ . (3.121)

同理，u1 (γ) = (e3, γ) 对应的函数变换算符 P(e3,γ)，在基函数 ψj
m (x) 下的表示矩阵也是对角的，即

Aj
m′m ((e3, γ)) = e−imγδmm′ . (3.122)

对于 u2 (β) = (e2, β)，则有

(e2, β)−1

(
x1

x2

)
=

(
cos β

2 sin β
2

− sin β
2 cos β

2

)(
x1

x2

)
=

(
cos β

2x1 + sin β
2x2

− sin β
2x1 + cos β

2x2

)
, (3.123)

因此有

P(e2,β)ψ
j
m (x) = ψj

m

(
cos β

2
x1 + sin β

2
x2,− sin β

2
x1 + cos β

2
x2

)
(3.124)

=
(−1)j−m√

(j +m)! (j −m)!

(
cos β

2
x1 + sin β

2
x2

)j−m(
− sin β

2
x1 + cos β

2
x2

)j+m

.

利用二项式定理展开(
cos β

2
x1 + sin β

2
x2

)j−m

=

j−m∑
r1=0

(j −m)!

r1! (j −m− r1)!

(
cos β

2

)j−m−r1 (
sin β

2

)r1

xj−m−r1
1 xr12 ,

(
− sin β

2
x1 + cos β

2
x2

)j+m

=

j+m∑
r2=0

(j +m)!

r2! (j +m− r2)!
(−1)j+m−r2

(
sin β

2

)j+m−r2 (
cos β

2

)r2

xj+m−r2
1 xr22 ,

代入 P(e2,β)ψ
j
m (x)

P(e2,β)ψ
j
m (x) = (−1)j−m

j−m∑
r1=0

j+m∑
r2=0

√
(j +m)! (j −m)!

r1!r2! (j −m− r1)! (j +m− r2)!

× (−1)j+m−r2

(
cos β

2

)j−m−r1+r2 (
sin β

2

)j+m+r1−r2

x2j−r1−r2
1 xr1+r2

2 .
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令 r1 + r2 = j +m′, 2j − r1 − r2 = j −m′，当 r1 = r2 = 0 时，m′ 取最小值 −j；当 r1 = j −m, r2 = j +m

时，m′ 取最大值 j。将求和指标从 (r1, r2) 变为 (m′, r1)，则 r2 = j +m′ − r1，因此

P(e2,β)ψ
j
m (x) =

−j∑
m′=j

j−m∑
r1=0

√
(j +m)! (j −m)!

r1! (j +m′ − r1)! (j −m− r1)! (m−m′ + r1)!

× (−1)j−m′+r1

(
cos β

2

)2j−m+m′−2r1 (
sin β

2

)m−m′+2r1

xj−m′

1 xj+m′

2

=

−j∑
m′=j

j−m∑
r1=0

(−1)r1
√
(j +m′)! (j −m′)! (j +m)! (j −m)!

r1! (j +m′ − r1)! (j −m− r1)! (m−m′ + r1)!
(3.125)

×
(

cos β
2

)2j−m+m′−2r1 (
sin β

2

)m−m′+2r1

ψj
m′ (x)

=

j∑
m′=−j

Aj
m′m ((e2, β))ψj

m′ (x) ,

其中

Aj
m′m ((e2, β)) =

j−m∑
r=0

(−1)r
√
(j +m′)! (j −m′)! (j +m)! (j −m)!

r! (j +m′ − r)! (j −m− r)! (m−m′ + r)!
(3.126)

×
(

cos β
2

)2j−m+m′−2r (
sin β

2

)m−m′+2r

,

对求和指标的要求是使得所有分母的阶乘非负，即

r ≥ 0, r ≤ j −m, r ≤ j +m′, r ≥ m′ −m. (3.127)

因此，任意 u = (e3, α) (e2, β) (e3, γ) 的表示矩阵为

Aj
m′m (α, β, γ) =

[
Aj ((e3, α))Aj ((e2, β))Aj ((e3, γ))

]
m′m

(3.128)

= e−im′αAj
m′m ((e2, β)) e−imγ .

当 j 取便所有非负整数及半奇数时，Aj 给出 SU (2) 的所有表示。
现在我们考虑不同的不可约表示 Aj 下 SU (2) 的不变子群 {I2,−I2} 的表示矩阵。因为

u (α, β, γ) =

(
cos β

2 e
−i(α+γ)/2 − sin β

2 e
−i(α−γ)/2

sin β
2 e

i(α−γ)/2 cos β
2 e

i(α+γ)/2

)
,

虽然可以有多组参数 (α, β, γ)使得 u为 I2 和 −I2，但 I2 和 −I2 作为李群元素是唯一的，我们只需找出其中
两组特定参数使得 u 分别为 I2 和 −I2 即可。当 α = β = γ = 0 时，u (0, 0, 0) = I2，而当 α = β = 0, γ = 2π

时，u (0, 0, 2π) = −I2。此时两个表示矩阵为

Aj
m′m (0, 0, 0) = Aj

m′m ((e2, 0)) , Aj
m′m (0, 0, 2π) = Aj

m′m ((e2, 0)) e−i2πm. (3.129)

因为m = −j,−j+1, · · · , j，当 j 为整数时，所有m都为整数，e−i2πm = 1，即 Aj
m′m (0, 0, 0) = Aj

m′m (0, 0, 2π)；
当 j 为半奇数时，所有 m 都是半奇数，所以 e−i2πm = −1，即 Aj

m′m (0, 0, 0) = −Aj
m′m (0, 0, 2π)。因此，不

可约表示 Aj 下 {I2,−I2} 的表示矩阵满足

Aj (−I2) = (−1)2j Aj (I2) . (3.130)
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图 3.14: SO (3) 与 SU (2) 及其不可约表示的关系图。(a) j 为非负整数时的关系。(b) j 为半奇数时的关系。

由同态核定理知 {I2,−I2}为 SU (2)的不变子群，当 SU (2)以 {I2,−I2}做陪集分割时，每个陪集为 {u,−u}，
于是所有群元的表示矩阵都满足

Aj (−u) = Aj (−I2)Aj (u) = (−1)2j Aj (I2)A
j (u) = (−1)2j Aj (u) . (3.131)

因此可以总结为
1. 当 j 取整数时，Aj (−u) = Aj (u) 同时给出 SU (2) 和 SO (3) 的表示，是 SO (3) 的单值表示（忠实表
示）。对于 SU (2) 而言，此时的同态关系是 2 : 1 映射，因此 Aj 是 SU (2) 的非忠实表示。关系图如
图3.14(a) 所示。

2. 当 j 取半奇数时，Aj (−u) = −Aj (u)给出 SU (2)的表示，但原则上不是 SO (3)的表示，因为该映射不
保持 SO (3) 的乘法关系。但是如果把保持乘法关系的要求放宽至相差一个符号，即 Aj (g1)A

j (g2) =

±Aj (g1g2)，则称 Aj 为 SO (3) 的双值表示，是一种投影表示。对于 SU (2) 而言，此时的同态关系是
一一映射，因此 Aj 是 SU (2) 的忠实表示。关系图如图3.14(b) 所示。
最后再求不可约表示 Aj 的特征标。一般而言，用欧拉角描述较难计算特征标，因此可以采用绕轴 n 转

动的描述，此时的 SU (2) 群元为

u (n, ϕ) = u1 (α)u2 (β)u1 (ϕ)u
−1
2 (β)u−1

1 (α) = Su (ẑ, ϕ)S−1, (3.132)

表明 u (ẑ, ϕ) 与 u (n, ϕ) 是同类元素，而 u (ẑ, ϕ) 的表示矩阵即为 Aj ((e3, ϕ))，因此特征标只是定轴转角 ϕ

的函数，为

χj (ϕ) =

j∑
m=j

Aj
mm ((e3, ϕ))

=

j∑
m=j

e−imϕ (3.133)

=
sin [(j + 1/2)ϕ]

sin (ϕ/2)
,

形式上与 SO (3) 不可约表示的特征标相同，区别在于 j 可取任意非负整数和半奇数 j = 0, 1/2, 1, · · ·。
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1. j = 0，A0 为 1 维恒等表示，A0 (u) = 1。

2. j = 1/2，A1/2 为 2 维表示，m = −1/2, 1/2，取基函数为
{
ψ
1/2
1/2 (r) , ψ

1/2
−1/2 (r)

}
，可以求出

Aj (α, β, γ) =

(
cos β

2 e
−i(α+γ)/2 − sin β

2 e
−i(α−γ)/2

sin β
2 e

i(α−γ)/2 cos β
2 e

i(α+γ)/2

)
= u (α, β, γ) ,

是 SU (2) 的自身表示。

3. j = 1，A1 为 3 维表示，m = −1, 0, 1，为 SO (3) 的自身表示。
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4 点群与空间群
4.1 点群基础
描述三维欧式空间的纯转动对称性的群是 SO (3)，其定义如下。

§ 定义 3.3. SO (3) 群 O (3) 群的所有行列式为 1 的正交变换形成的不变子群称为三维转动群，记为

SO (3)（special orthogonal group）。

SO (3) 里的元素描述的是转动操作，因其能定义转轴，且不改变手性。

■ 定理 3.2. 对 ∀g ∈ SO (3)，可在 R3 中找到一个向量 k，使得 gk = k。

以上定理保证 SO (3) 中转角相同的元素为同类元素。对于不约束行列式为 1 的 O (3) 群，也存在类似
的定理。

■ 定理 4.1. O (3) 群中，所有具有相同转角的转动元素是一类，所有具有相同转角的转动反演元素是

一类。

证明. SO (3) 为 O (3) 的不变子群，有陪集分割 O (3) = SO (3) ∪ ISO (3)，其中 I 为空间反演操作，或 −1
倍单位矩阵 −I3。两个陪集代表元可取为 {Ck (φ) , ICk (φ)}，其中 Ck (φ) k = k 为保持转轴 k 不变的转动操
作。
定理 3.2 的证明已表明 ∀g ∈ SO (3)，有

gCk (φ) g
−1 = Cgk (φ) ∼ Ck (φ) , (4.1)

因此，∀Ig ∈ ISO (3)，同样有

(Ig)Ck (φ) (Ig)
−1 = (Ig)Ck (φ)

(
g−1I−1

)
= II−1gCk (φ) g

−1 (4.2)

= gCk (φ) g
−1

∼ Ck (φ) ,

其中已利用 I 与任意 Ck (φ) 对易的性质。因此 O (3) 中所有具有相同转角的转动元素是一类。
转动反演元素可表示为 ICk (φ)，对以上两个公式左乘 I 得 ∀g ∈ SO (3) , Ig ∈ ISO (3)，有

g [ICk (φ)] g
−1 = ICgk (φ) ∼ ICk (φ) , (4.3)

(Ig) [ICk (φ)] (Ig)
−1 = g [ICk (φ)] g

−1 ∼ ICk (φ) ,

因此 O (3) 中所有具有相同转角的转动反演元素是一类。

注. 此结论对于 O (3) 的有限子群不成立，因为有限子群不一定包含联系两个相同角度转动元素或转动反演

元素的元素。
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O (3) 群是描述保持三维单位球不变的旋转对称群，具有相当高的对称性，且是无限群。而实际的晶体、
分子、准晶体系，通常只有 O (3) 中的部分对称性，因此其对称群是 O (3) 的有限子群。因为 O (3) 的有限
子群的操作至少保持一个点不动（三维单位球球心），因此也称为点群。

§ 定义 4.1. 点群 三维实正交群 O (3) 的有限子群称为点群，只含转动元素的点群称为第一类点群，第

一类点群也是 SO (3) 群的子群。含转动且含转动反演的点群称为第二类点群。

三维实正交群 O (3) 的元素 {Ck (φ) , ICk′ (φ
′)} 的转角 φ ∈ [0, 2π] /0 ∼ 2π，是一个连续取值的参数。而

点群是有限群，其转角 φ 不能取连续值，而有以下要求。

■ 定理 4.2. 设群 G 是绕固定轴 k 转动生成的 n 阶群，则 G 由元素 Ck (2π/n) 生成。

证明. 群 G 是绕固定轴 k 转动生成的 n 阶群，因此只有 n 个元素，且都是绕 k 轴的转动，因此记为 Ck (θi)，
i = 0, 1, · · · , n− 1。选 θ0 = 0 对应单位元素，θ1 是非零转动中的最小转角，其他 θi 可以写成 θi = miθ1 +ϕi

的形式，其中 0 ≤ ϕi < θ1，mi 为正整数。因此，存在关系

Ck (θi) = Cmi
k (θ1)Ck (ϕi) , C

−mi
k (θ1)Ck (θi) = Ck (ϕi) ∈ G. (4.4)

因为 θ1 为最小的非零转角，所以封闭性要求 ϕi = 0，即 θi = miθ1，G 中任意元素都能由 Ck (θ1) 生成，并
且 Cn

k (θ1) = Ck (θ0)，因此 Ck (θ1) 为 n 次转动，即 Ck (2π/n)。G 由 Ck (2π/n) 生成。

因此，点群元素只能取 {Ck (2π/n) , ICk′ (2π/n
′)}，即转角只能为 2π/n，n为正整数。同时，元素 Ck (2π/n)

的存在，表明转轴 k是一个 n次转动轴。除了转动轴外，还存在其他对称操作作用的实体，统称为对称元素。

§ 定义 4.2. 对称元素 对称元素是系统中对称操作所作用的几何实体，如点，线，面。点群的对称元素
包括：(1) 反演中心；(2) 转动轴；(3) 反射面；(4) 转动反演轴；(5) 转动反射面。

这些对称元素承担着特定的对称操作：

1. 反演中心，承担空间反演操作 I，

I : (x, y, z)→ (−x,−y,−z) . (4.5)

2. 转动轴，承担绕轴旋转操作 Ck (2π/n)，如

Cz (π) : (x, y, z)→ (−x,−y, z) . (4.6)

3. 反射面，承担反射操作 σk，其中 k 为反射面的法线方向，如

σz : (x, y, z)→ (x, y,−z) . (4.7)

4. 转动反演轴，承担转动反演操作 ICk (2π/n)，如

ICz

(π
2

)
: (x, y, z)→ (y,−x,−z) . (4.8)

116



4.1 点群基础 4 点群与空间群

图 4.1: (a) 反射操作及 (b) 转动反射操作与转动反演操作的联系。

5. 转动反射面，承担转动反射操作 Sk (2π/n) = σkCk (2π/n)，如

Sz

(π
2

)
: (x, y, z)→ (−y, x,−z) . (4.9)

反射操作 σk 和转动反射操作 Sk (2π/n) 也能写成转动反演的形式，为

σk = ICk (π) , Sk

(
2π

n

)
= σkCk

(
2π

n

)
= ICk

(
2π

n
+ π

)
. (4.10)

操作间的关系如图4.1所示。
由元素 {Ck (2π/n) , ICk′ (2π/n

′)} 构成的点群，蕴含很强的结构特征，反映为以下定理。

■ 定理 4.3. 设 G 是点群，K 是 G 的纯转动部分（由于纯转动部分的乘积以及逆元必属于这个纯转

动部分，所以 K 也是 G 的纯转动子群），即 K = G∩SO (3)，则 G 与 K 的关系只能有下面三种情况：

1. G = K，此时 G 是 SO (3) 的有限子群，又称为第一类点群，它只包含纯转动操作；

2. G = K ∪ IK，此时 G 包含纯反演操作 I，又称为第二类点群；

3. G ̸= K 且 I /∈ G，G必与一个纯转动群 G+同构，这里 G+ = K∪K+，K+ =
{
Ig|g ∈ G,但g /∈ K

}
，

G 也是第二类点群。

证明. 第一种情况 G = K 是显然的，因此只需证明后两种情况即可。G 不是纯转动元素集合时，为 G =

{{Ck (2π/n)} , {ICk′ (2π/n
′)}} = {K, IK+}，即 G = K ∪ IK+。

若 I ∈ G，由重排定理有 IG = G = {IK,K+}，与 G = {K, IK+} 相同，要求 K = K+，因此
G = K ∪ IK，为第二种情况。
若 G 不包含反演元素 I，构造集合 G+ = K ∪K+，G+ 与 G 存在一一对应关系。利用 G = K ∪ IK+

构成群可以证明 G+ 构成群，其中满足结合律和单位元是显然。
(1) 封闭性：在 G 中，任意两个 {Ck (2π/n)} 中元素的乘积属于 K，任意两个 {ICk′ (2π/n

′)} 中元素的
乘积属于 K，一个 {Ck (2π/n)} 中元素与一个 {ICk′ (2π/n

′)} 中元素的乘积属于 IK+，即在 G 中存在一个
简化版的乘法表，为

G {Ck (2π/n)} {ICk′ (2π/n
′)}

{Ck (2π/n)} K IK+

{ICk′ (2π/n
′)} IK+ K
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实际上，K 还是 G = K ∪ IK+ 的不变子群，因为 K 是 G 指数为 2 的子群。对于 G+ = K ∪K+，任意两
个 {Ck (2π/n)} 中元素的乘积属于 K，任意两个 K+ = {Ck′ (2π/n

′)} 中元素的乘积属于 K，因为反演操作
与转动操作可对易，而一个 {Ck (2π/n)} 中元素与一个 {Ck′ (2π/n

′)} 中元素的乘积属于 K+，因此 G 中亦
有一个乘法表

G+ {Ck (2π/n)} {Ck′ (2π/n
′)}

{Ck (2π/n)} K K+

{Ck′ (2π/n
′)} K+ K

满足封闭性。
(2) 逆元素：K 中任意元素的逆元素也在 K 中，因此只需判断 K+ 中任意元素的逆元素也在 K+ 中即

可。因为 G 构成群，IK+ 中任意元素的逆元素也在 IK+ 中，因此 K+ 中任意元素的逆元素也在 K+ 中。
于是 G+ = K ∪K+ 包含其任意元素的逆元素。
于是 G+ = K ∪K+ 也构成群，且与 G 同构，并且已找到 G+ = {{Ck (2π/n)} , {Ck′ (2π/n

′)}} 只包含
转动元素，是第一类点群。

该定理不仅指出了点群的结构关系，还给出了通过第一类点群构造第二类点群的方法。若已有第一类点
群 G，则可通过以下两种方式构造第二类点群：(1) 构造 G∪ IG，即 G⊗{E, I}；(2) 若 G 存在指数为 2 的
不变子群 K，构造 K ∪ I (G−K)。因此，需要先找出所有的第一类点群。

4.2 第一类点群
在给出第一类点群的分类之前，先回顾第一章变换群的部分内容。

§ 定义 1.23. 等价性 设 G 为 X 上的变换群，若对 x, y ∈ X，存在 g ∈ G，使得 g (x) = y，则称 x 与

y 等价，记为 x ∼ y。

§ 定义 1.24. x 的 G 轨道 设 G 为 X 上的变换群，x 为 X 中元素，由 X 中所有与 x 等价的元素的

集合，称为 x 的 G 轨道。

§ 定义 1.26. 迷向子群 设 G 是 X 上的变换群，x 是 X 中一点，G 的子群 Gx 保持 x 不变，也就是

Gx = {h|h ∈ G且hx = x}，则称 Gx 是 G 对 x 的迷向子群。

■ 定理 1.8. 设 Gx 是 G 对 x 的迷向子群，则 Gx 的每个左陪集把 x 映为 G 中一个特定的点 y，且

不同陪集把它映为不同的点。也就是说含 x 的 G 轨道上的点，与 Gx 的左陪集一一对应。

■ 定理 1.9. 当群 G 的阶为 n，其迷向子群 Gx 的阶为 m 时，含 x 的 G 轨道点的个数为 n/m。

假设一个第一类点群 G，含有转轴 Cn1 , Cn2 , · · · , Cni , · · ·，ni 为大于等于 2 的整数，每个 Cni 代表不同
的转轴，ni 为阶数，因此 Cni 将给出 (ni − 1) 个非恒等元素。第一类点群的分类思路是对比群阶 n 与所有
转动操作给出的元素个数。为此我们引入极点的概念。
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§ 定义 4.3. 极点 设 G 为第一类点群，Sr 为以原点为球心以 r 为半径的球面。对于球面上一点 r，若
g ∈ G (g ̸= e)，有 gr = r，则 r 称为群 G 在 Sr 上的一个极点。

G 中保持极点 r 不变的元素 g，构成 G 对 r 的迷向子群 Gr = {g ∈ G|gr = r}，将 Gr 的陪集作用在极
点 r 上，则得到极点 r 的 G 轨道。迷向子群 Gr 实际为由 Cni 生成的群，因此群阶为 ni，故极点 r 的 G 轨
道点个数为 n/ni，每个轨道点给出与转轴 Cni 等价的 ni 阶转轴，而每个 ni 阶转轴给出 (ni − 1) 个非恒等
变换，因此一个转轴给出的非恒等变换个数是

n

ni
(ni − 1) . (4.11)

当取遍所有 ℓ 条轨道时，给出的非恒等元个数为
ℓ∑

i=1

n

ni
(ni − 1) , (4.12)

因此该数目原则上应该等于群 G 中非恒等元的数目 (n− 1)，但是实际上该求和存在重复计数问题。
以 D3 = {e, d, f, a, b, c} 为例，极点轨道如图4.2所示。取绕过极点 AA′ 的二次轴旋转 π 角为 a 元素，

考虑极点 A 的轨道，AA′ 为二次轴，即阶为 n1 = 2，迷向子群为 GA = {e, a}，A 的 D3 轨道点个数为
|D3| /n1 = 6/2 = 3，即 {A,B,C}，所以极点 A给出的非恒等元个数为 (n1 − 1)n/n1 = 3，为 {a, b, c}；考虑
极点 A′ 的轨道，二次轴阶为 n2 = 2，迷向子群为 GA′

= {e, a}，A′ 的 D3 轨道点同样有 3个，即 {A′, B′, C ′}，
极点 A′ 同样给出 3 个非恒等元 {a, b, c}，然而 A 与 A′ 的结果是重复的。取绕过极点 LL′ 的三次轴旋转
2π/3 为 d 元素，考虑极点 L 的轨道，三次轴阶为 n3 = 3，L 的迷向子群为 GL = {e, d, f}，L 的 D3 轨道
为 {L,L′}，个数为 n/n3 = 2，按照公式将给出 (n3 − 1)n/n3 = 4 个非恒等元素，然而实际只有 {d, f} 两
个元素，原因是三次轴的两个极点 {L,L′} 在同一个 D3 轨道，因此两个轨道点给出相同的 2 个非恒等元素
{d, f}。
总结而言，因为一个转轴会给出两个极点 ri 和 −ri，存在两种情况：

1. 若 ri 和 −ri 不在同一个 G 轨道，对所有极点求和时，ri 和 −ri 作为不同的极点会给出相同的非恒等
元素；

2. 若 ri 和 −ri 在同一个 G 轨道，极点 ri 的 G 轨道每两个轨道点给出相同的非恒等元素。

图 4.2: D3 群的极点轨道图。
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因此，以上计算非恒等元数目的过程总会存在重复计数问题，结果需要除以 2，即
ℓ∑

i=1

n

2ni
(ni − 1) = n− 1. (4.13)

这是描述第一类点群的基本方程。

■ 定理 4.4. 第一类点群基本定理 设 G 是 n 阶的第一类点群，其极点的集合 S 被分割成一条条的

G 轨道 Cri，i = 1, 2, · · · , ℓ 为 ℓ 条不同轨道的代表点。记 G 在第 i 条轨道的代表点 ri 的迷向子群为
Gri，其阶为 ni，则第一类点群满足以下基本方程：

ℓ∑
i=1

(
1− 1

ni

)
= 2

(
1− 1

n

)
.

证明的过程已在前文给出。注意到 ℓ, ni, n ∈ Z+，且 ni, n ≥ 2，即
1

2
≤ 1− 1

ni
≤ 1,

1

2
≤ 1− 1

n
≤ 1, (4.14)

因此该方程只有不多的解。首先考虑两种情况：
• 若 ℓ = 1，则求和变成 1− 1

n1
= 2

(
1− 1

n

)，因为等号左边小于 1，等号右边大于 1，因此不可能成立；

• 若 ℓ ≥ 4，则 ∑ℓ
i=1

(
1− 1

ni

)
≥ ℓ/2 ≥ 2，而 2

(
1− 1

n

)
< 2，因此不可能成立。

因此 ℓ 只能取 2 或 3。再利用穷举方式求出所有解，以下默认将 ni 按从小到大的顺序排列 n1 ≤ · · · ≤ nℓ，
且 nℓ ≤ n。

1. ℓ = 2，即
2− 1

n1
− 1

n2
= 2

(
1− 1

n

)
⇔ 1

n1
+

1

n2
=

2

n
. (4.15)

而升序排列下有
1

n1
+

1

n2
≥ 2

n1
≥ 2

n
, (4.16)

因此只可能有
n1 = n2 = n. (4.17)

2. ℓ = 3，即
3− 1

n1
− 1

n2
− 1

n3
= 2

(
1− 1

n

)
⇔ 1

n1
+

1

n2
+

1

n3
= 1 +

2

n
. (4.18)

若 n1 ≥ 3，则 1
n1

+ 1
n2

+ 1
n3
≤ 1，等号右边大于 1，等式不成立，因此只能有 n1 = 2，即
1

2
+

1

n2
+

1

n3
= 1 +

2

n
⇔ 1

n2
+

1

n3
=

1

2
+

2

n
. (4.19)

若 n2 ≥ 4，则 1
n2

+ 1
n3
≤ 1

2，等号后边大于 1
2，等式不成立，因此 n2 = 2, 3。

1) 若 n2 = 2，则
1

n3
=

2

n
⇔ n3 =

n

2
. (4.20)

因此 n1 = n2 = 2, n3 = n/2（n 为偶数）是一组解。
2) 若 n2 = 3，则

1

n3
=

1

6
+

2

n
>

1

6
, (4.21)

因此 n3 = 3, 4, 5，对应三组解。

120



4.2 第一类点群 4 点群与空间群

综上，第一类点群存在五种情况：

1. ℓ = 2, n1 = n2 = n（n 为整数）；

2. ℓ = 3, n1 = n2 = 2, n3 = n/2（n 为偶数）；

3. ℓ = 3, n1 = 2, n2 = n3 = 3, n = 12；

4. ℓ = 3, n1 = 2, n2 = 3, n3 = 4, n = 24；

5. ℓ = 3, n1 = 2, n2 = 3, n3 = 5, n = 60。

现在对五种情况各自讨论。
(1) ℓ = 2, n1 = n2 = n（n 为整数）。n1 = n2 = n 对应 n 阶轴，与 Sr 有两个交点 r 和 −r，但是没有其

他元素把两个极点联系起来，因此两个极点的 G 轨道都只有一个轨道点 n/n1 = n/n2 = 1，此点群称为 Cn

群，如图4.3(a) 所示。
Cn 群都是循环群，因此是 Abel 群。常见的例子如图4.3(b) 所示，硼酸分子具有 C3 的点群对称性。

图 4.3: (a) Cn 群的示意图。(b) Cn 群的例子。

(2) ℓ = 3, n1 = n2 = 2, n3 = n/2（n 为偶数）。记 n = 2m，则 n1, n2 对应二次轴，且 n/n1 = n/n2 = m，
对应 m 个二次轴，而 n3 = m 对应一个 m 阶轴，n/n3 = 2 表明 m 阶轴与 Sr 有两个交点，且两个交点在
同一个 G 轨道中，因此 m 阶轴是双向轴，此点群称为 Dm 群，如图4.4(a) 所示。
对 Dm 群而言，m 为奇数和偶数对应不同的情况。以 D3 和 D4 群为例，如图4.4(b) 所示，m 为奇数

时，m 个二次轴的两个极点在不同的 Dm 轨道中，因此在对极点求和时出现重复计数；m 为偶数时，m 个
二次轴的两个极点在同一个 Dm 轨道中，因此一个轨道内两个轨道点出现重复计数。

图 4.4: (a) Dm 群的示意图。(b) D3, D4 群的示意图。
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图 4.5: (a) T 群和 (b) O 群的示意图。

(3) ℓ = 3, n1 = 2, n2 = n3 = 3, n = 12。对于 2 阶轴 n1 = 2，极点轨道个数为 n/n1 = 6，但因为重复计
算，实际给出 3 个二次轴。n2 = n3 = 3 对应三次轴，n/n2 = n/n3 = 4，为 4 个单向的三次轴，并且 4 个
极点构成正四面体，此点群称为 T 群，如图4.5(a) 所示。

(4) ℓ = 3, n1 = 2, n2 = 3, n3 = 4, n = 24。二次轴 n1 = 2，极点轨道个数为 n/n1 = 12，有 6 个双向二
次轴。三次轴 n2 = 3，极点轨道个数为 n/n2 = 8，有 4 个双向三次轴。四次轴 n3 = 4，极点轨道个数为
n/n3 = 6，有 3 个双向四次轴，并且 6 个极点轨道构成正八面体，此点群称为 O 群，如图4.5(b) 所示。正
八面体由 8 个正三角形组成，以所有正三角形的中心为顶点，正八面体能内嵌一个正六面体，即立方体。两
种图形互为对偶图形，因此 O 群是描述正八面体和立方体的旋转对称群。

(5) ℓ = 3, n1 = 2, n2 = 3, n3 = 5, n = 60。二次轴 n1 = 2，极点轨道个数为 n/n1 = 30，有 15 个双向
二次轴。三次轴 n2 = 3，极点轨道个数为 n/n2 = 20，有 10 个双向三次轴。五次轴 n3 = 5，极点轨道个数
为 n/n3 = 12，给出 6 个五次轴，实际上 12 个极点构成正二十面体，此点群称为 Y 群，如图4.6(a) 所示。
正二十面体由 20 个正三角形组成，以所有正三角形的中心为顶点，正二十面体能内嵌一个正十二面体，如
图4.6(b) 所示。两种图形互为对偶图形，因此 Y 群是描述正二十面体和正十二面体的旋转对称群。

图 4.6: (a) Y 群的示意图。(b) 正二十面体与正十二面体的关系。

4.3 第二类点群
在得到所有第一类点群后，我们通过定理 4.3 构造第二类点群。第二类点群被分为两类：

1. 显含中心反演元素 I：利用第一类点群 G = K 与空间反演群 {E, I} 做直积，可得到显含 I 的第二类
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点群，分别为
Cn ∪ ICn, Dn ∪ IDn, T ∪ IT, O ∪ IO, Y ∪ IY.

2. 不显含中心反演元素 I：在一些存在指数为 2 的不变子群 K 的第一类点群 G+ 中，利用 K ∪ IK+ 可
构造不显含 I 的第二类点群，因为 K+ = G−K 为 K 的陪集，I = IE 并不在其中。这种第二类点群
的特点是它们会和第一类点群同构，即

G+ =
{
K,K+

} ∼= G =
{
K, IK+

}
. (4.22)

在五种第一类点群 Cn, Dn, T,O, Y 中，存在四种 G+ 和 K，分别为

C2n (K = Cn) ,Dn (K = Cn) ,

D2n (K = Dn) ,O (K = T ) .

因此，第二类点群与第一类点群有如下关系：

[I]
[
II,中] [

II,非中]
Cn Cn ∪ ICn 与C2n同构
Dn Dn ∪ IDn 与Dn同构
T T ∪ IT 与D2n同构
O O ∪ IO 与O同构
Y Y ∪ IY

其中 [I] 表示第一类点群，[II,中] 与 [
II,非中] 分别表示显含与不显含中心反演元素 I 的第二类点群。

在对第二类点群命名前，先引进熊夫利（Schoenflies）记号，这是利用旋转反射面命名第二类点群的描
述，其思路是从第一类点群（K）出发，加一个标记表示陪集代表元（[II,中] 是 IK 中的元素，[II,非中] 是
IK+ 中的元素），因为第二类点群的群元个数是相应的第一类点群的两倍。注意对于 [

II,非中]，从第一类点
群出发，是指从指数为 2 的不变子群 K 出发，而非从与第二类点群同构的第一类点群 G+ 本身出发。反射
面由其法线 k 描述，反射操作可以表示为 σk = ICk (π)。熊夫利记号的命名规则为根据反射面与主轴和垂直
主轴的二阶轴间的关系来命名反射面，如图4.7所示，分为 σv, σh, σd 三种反射面：

1. σv（vertical）：反射面包含主轴；

2. σh（horizontal）：反射面垂直于主轴；

3. σd（diagonal）：反射面包含主轴，且平分与主轴垂直的二阶轴间的夹角。

接下来考虑所有第二类点群的情况。

1. T ∪ IT

T 群有三个二次轴，因此 IT 中有三个反射面，对应元素
{
IC

(1)
2 , IC

(2)
2 , IC

(3)
2

}
。取任一个 IC

(i)
2 为陪

集代表元，二次轴为主轴，则反射面垂直于主轴，即 σh = IC
(i)
2 ，因此取 σh 为陪集代表元可描述陪集 σhT，

此第二类点群记为 Th = T ∪ σhT，它包含 24 个元素。注意 Th 群并不是正四面体的完全对称群，因为正四
面体不具有中心反演对称性。
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图 4.7: 三种反射面的定义。

2. O ∪ IO

O群有四次轴，取四次轴为主轴，IC2
4 = σh，因此 σh 可描述陪集 σhO，此第二类点群记为 Oh = O∪σhO，

它包含 48 个元素。Oh 群是正八面体的完全对称群。

3. Y ∪ IY

Y 群有 15个二次轴，取其为主轴，IC2 = σh，因此 σh 可描述陪集 σhY，此第二类点群记为 Yh = Y ∪σhY，
它包含 120 个元素。

4. 与 Dn 同构的第二类点群

这种第二类点群的对称操作为{{
Cn, C

2
n, · · · , Cn−1

n , Cn
n = E

}
, I
{
C

(0)
2 , C

(1)
2 , · · · , C(n−1)

2

}}
,

纯转动部分为 K = Cn 群。二次轴方向为反射面的法线方向，因为 n 次轴与二次轴垂直，取 n 次轴为主轴，
反射面则包含主轴，因此 IC

(i)
2 = σv 可描述陪集，此第二类点群记为 Cnv。

注意虽然 Cnv 与 Dn 同构，但是由于是由 K = Cn 生成的，因此是由 Cn 加上描述陪集代表元 σv 得到
记号 Cnv。

5. Cn ∪ ICn，n 为偶数

此时记 n = 2k，因为 ICk
2k = σh，因此取 2k 次轴为主轴，反射面垂直于主轴，记为 C2kh = C2k ∪σhC2k。

6. Cn ∪ ICn，n 为奇数

当 n = 2k + 1 为奇数时，不存在反射面。以 C3 为例（k = 1），如图4.8所示，在 C3 下，顶点间有轮换
1→ 3→ 5→ 1 和 2→ 4→ 6→ 2，而中心反演操作则互换相应顶点，即 1↔ 4，2↔ 5，3↔ 6。而从顶点
1 出发到达所有 6 个顶点则对应 C3 ∪ IC3 =

{{
E,C3, C

2
3

}
, I
{
E,C3, C

2
3

}} 的所有元素。注意到从顶点 1 出
发可以通过一种操作及其幂次到达所有顶点，该操作为先绕主轴旋转 2π/6 = π/3，再以垂直于主轴的反射
面进行反射操作，即为旋转反射操作 S6 = σhC6。在该操作下，有

1
S6−→ 2

S6−→ 3
S6−→ 4

S6−→ 5
S6−→ 6

S6−→ 1,
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图 4.8: S6 = C3 ∪ IC3 群示意图。

因此 C3 ∪ IC3 是由旋转反射操作 S6 生成的循环群。容易验证

S6 = σhC6 = IC3
6C6 = IC4

6 = IC2
3 ,

S2
6 = (σhC6)

2 = σ2hC
2
6 = C3,

S3
6 = S6S

2
6 = IC2

3C3 = I,

S4
6 = S6S

3
6 = IC2

3I = C2
3 ,

S5
6 = S2

6S
3
6 = IC3,

S6
6 = S3

6S
3
6 = E.

对于一般的 C2k+1 ∪ IC2k+1 群，则可以使用转动反射操作 S4k+2 生成，因为

S2m
4k+2 = σ2mh C2m

4k+2 = Cm
2k+1,

S2m+1
4k+2 = S2m

4k+2S4k+2

= Cm
2k+1σhC4k+2

= Cm
2k+1IC

2k+1
4k+2C4k+2

= ICm
2k+1C

k+1
2k+1

= ICm+k+1
2k+1 ,

因此当 m 取遍 0, 1, 2, · · · , 4k+1 时，Sm
4k+2 给出 C2k+1 ∪ IC2k+1 的所有元素。此第二类点群记为 S4k+2，即

S4k+2 = C2k+1 ∪ IC2k+1 = {(σhC4k+2)
m |m = 0, 1, · · · , 4k + 1} . (4.23)

7. 与 C4n+2 同构的第二类点群

这是与 C2m 同构的第二类点群的特殊情况，这种第二类点群的对称操作为{{
C2
4n+2, C

4
4n+2, · · · , C4n

4n+2, C
4n+2
4n+2 = E

}
, I
{
C4n+2, C

3
4n+2, · · · , C2n+1

4n+2 , · · · , C
4n+1
4n+2

}}
,

纯转动部分为 K = C2n+1。特殊之处在于陪集中存在垂直主轴的反射面，即 σh = IC2n+1
4n+2，因此记此第二类

点群为 C(2n+1)h，与第 5 种情况统一为 Cnh。
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8. 与 C4n 同构的第二类点群

这是与 C2m 同构的第二类点群的其余情况，这种第二类点群的对称操作为{{
C2
4n, C

4
4n, · · · , C4n−2

4n , C4n
4n = E

}
, I
{
C4n, C

3
4n, · · · , C4n−1

4n

}}
,

纯转动部分为 K = C2n。这种情况下虽然陪集中无反射面，但是所有群元可用转动反射操作 S4n = σhC4n

生成，因为
S2m
4n = σ2mh C2m

4n = C2m
4n ,

当 m 取遍 0, 1, 2, · · · , 2n− 1 时，S2m
4n 给出纯转动部分 K = C2n 的所有元素。而

S2m+1
4n = Cm

2nS4n

= Cm
2nσhC4n

= Cm
2nIC

2n
4nC4n

= IC2m+2n+1
4n ,

当 m 取遍 0, 1, 2, · · · , 2n− 1 时，S2m+1
4n 给出陪集 I (C4n −K) 的所有元素。此第二类点群记为

S4n = {(σhC4n)
m |m = 0, 1, · · · , 4n− 1} . (4.24)

我们可将第 6 种和第 8 种情况统一为

S2n = {(σhC2n)
m |m = 0, 1, · · · , 2n− 1} . (4.25)

现在考虑 S2n+1 的情况，因为

S2n+1 = σhC2n+1 = IC2n+1
4n+2C2n+1 = IC2n+3

4n+2 ,

因此 S2n+1 是 4n+ 2 阶元素，因此

S2n+1 = {(σhC2n+1)
m |m = 0, 1, · · · , 4n+ 1} , (4.26)

然而可以发现
S2n+1
2n+1 = σ2n+1

h C2n+1
2n+1 = σh, S

2n+2
2n+1 = σhS2n+1 = C2n+1,

所以 S2n+1 实际上为第 7 种情况的 C(2n+1)h = S2n+1。

9. D2n ∪ ID2n

这种情况下陪集中存在垂直主轴的反射面 σh = ICn
2n，记这种第二类点群为 D2nh = D2n ∪ ID2n。

10. 与 D4n+2 同构的第二类点群

这是与 D2m 同构的第二类点群的特殊情况，纯转动部分为

K = D2n+1 =
{
C2
4n+2, C

4
4n+2, · · · , C4n

4n+2, C
4n+2
4n+2 = E,C

(0)
2 , C

(2)
2 , · · · , C(4n)

2

}
,

陪集为

I (D4n+2 −D2n+1) = I
{
C4n+2, C

3
4n+2, · · · , C2n+1

4n+2 , · · · , C
4n+1
4n+2 , C

(1)
2 , C

(3)
2 , · · · , C(4n+1)

2

}
.

陪集中包含 σh = IC2n+1
4n+2，记此第二类点群为 D(2n+1)h，可与第 9 种情况统一为为 Dnh。
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图 4.9: D3d = D3 ∪ ID3 示意图。

11. D2n+1 ∪ ID2n+1

这种情况下陪集中不存在垂直主轴的反射面，但是存在 2n+ 1 个 IC
(i)
2 ，因为二次轴与主轴垂直，因此

这些反射面是包含主轴的。不仅如此，二面体群满足

C
(i)
2 C

(i−1)
2

[
C

(i)
2

]−1
= C

(i+1)
2 →

[
IC

(i+1)
2

]
C

(i)
2

[
IC

(i)
2

]−1
= C

(i+1)
2 , (4.27)

因此反射操作联系起这些二次轴，故反射面平分二次轴间的夹角，因此记为 σd = IC
(i)
2 ，此第二类点群记为

D(2n+1)d。以 D3d 为例，其具有三个包含三次轴主轴的反射面 σ
(i)
d = IC

(i)
2 ，如图4.9所示，这些反射面皆平

分二次轴的夹角。

12. 与 D4n 同构的第二类点群

这是与 D2m 同构的第二类点群的其余情况，纯转动部分为

K = D2n =
{
C2
4n, C

4
4n, · · ·C4n−2

4n , C4n
4n = E,C

(0)
2 , C

(2)
2 , · · · , C(4n−2)

2

}
,

陪集为
I (D4n −D2n) = I

{
C4n, C

3
4n, · · · , C4n−1

4n , C
(1)
2 , C

(3)
2 , · · · , C(4n−1)

2

}
,

陪集中存在包含主轴的反射面 IC
(i)
2 ，而陪集中的反射操作联系其 K = D2n 中的二次轴：[
IC

(2k+1)
2

]
C

(2k)
2

[
IC

(2k+1)
2

]−1
= C

(2k+2)
2 , (4.28)

因此反射面平分二次轴夹角，故 σd = IC
(i)
2 ，此第二类点群记为 D2nd，可与第 11 种情况统一为 Dnd。

13. 与 O 同构的第二类点群

O 群指数为 2 的不变子群为 T 群，构造 T ∪ I (O − T )。如图4.10(a) 所示，T 群操作保持正方体中嵌
套的正四面体 ABCD 不变，而剩余操作 (O − T ) 将正四面体 ABCD 变换为正方体中嵌套的另一个正四面
体 A′B′C ′D′，即图4.10(b) 中的红色正四面体。考虑 O 群中的 C

(1)
2 操作，即绕正方体对棱中点连线旋转

π 的操作，该操作并不保持正四面体不变，因此 C
(1)
2 ∈ (O − T )。在此第二类点群的陪集 I (O − T ) 中，如

图4.10(a)-(c) 所示，联合操作 IC
(1)
2 将正四面体 ABCD 的其中两个顶点对换，因此是一个保持正四面体不

变的反射操作，并且该反射面平分正四面体对边中点连线的二次轴夹角（见图4.10(d)），因此 σd = IC
(1)
2 ，故

此第二类点群记为 Td 群，具有 24 个元素。
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图 4.10: Td = T ∪ I (O − T ) 示意图。

Td 群是正四面体的完全对称群，并且 Td 群每个元素与正四面体四个顶点间的置换操作一一对应，因此
也同构与 4 阶置换群，即

Td ∼= O ∼= S4. (4.29)

总结而言，第二类点群一共有九种情况，如表4.1所示。

1 S2n S4n+2 = C2n+1 ∪ IC2n+1

S4n = C2n ∪ I (C4n − C2n)

2 Cnh C2nh = C2n ∪ IC2n

C(2n+1)h = C2n+1 ∪ I (C4n+2 − C2n+1)

3 Dnh D2nh = D2n ∪ ID2n

D(2n+1)h = D2n+1 ∪ I (D4n+2 −D2n+1)

4 Dnd D2nd = D2n ∪ I (D4n −D2n)

D2n+1 ∪ ID2n+1

5 Cnv Cn ∪ I (Dn − Cn)

6 Th T ∪ IT
7 Oh O ∪ IO
8 Yh Y ∪ IY
9 Td T ∪ I (O − T )

表 4.1: 9 种第二类点群。

特殊点群

按照定义，点群为 O (3)群的有限子群，其中的对称操作至少保持一个点不变。在化学上，一般使用点群
描述分子的对称性，如水分子具有 C2v 群的对称性。然而在描述一些线性分子的对称性时，我们发现 O (3)

群的有限子群不能完整描述这些分子的对称性，而是需要其无限子群，因为线性分子在绕分子所在轴旋转任
意角度后都是不变的。因此也将这部分无限子群称为特殊点群。

1. 纯转动特殊点群：按照点群分类的做法，我们先考虑不含中心反演部分。因为第一类点群的五种分类
中，有三种对群阶 n 有明确限制，对应 T 群（n = 12），O 群（n = 24），和 Y 群（n = 60），然而另
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外两种情况，即

(1)ℓ = 2, n1 = n2 = n,

(2)ℓ = 3, n1 = n2 = 2, n3 = n/2,

对群阶没有很强的约束，因此令 n→∞ 得到无限群情况。
1) 第一种情况在极限 n→∞ 下，从 Cn 群变为 C∞，存在球面 Sr 上存在两个极点，并且没有其余操
作联系起两个极点，此时的 C∞ 群实际上就是定轴旋转群 SO (2)。
2) 第二种情况在极限 n → ∞ 下，从 Dn 群变为 D∞ 群，除了有一个无穷次轴外，还有与此正交的
二次轴。同时 Dn 群可以写为 Dn = Cn ∪ C(1)

2 Cn，同样地，也有 D∞ = C∞ ∪ C(1)
2 C∞，我们知道

C∞ = SO (2) 中任意元素在 R2（即自身表示）中表示矩阵为

R (θ) =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
, (4.30)

而取 C
(1)
2 为绕 x 轴旋转 π 的操作，对应的表示矩阵为

P =

(
1 0

0 −1

)
, detP = −1, (4.31)

因此作为矩阵群，D∞ 可表示为 D∞ = SO (2) ∪ PSO (2)。

2. 非纯转动特殊点群：得到两个特殊点群 C∞ 和 D∞ 后，可以得到相应的非纯转动点群，分别为 C∞v =

C∞∪I (D∞ − C∞)，以及 D∞h = D∞∪ID∞。注意对于线性分子，C∞∪IC∞ 实际为 D∞，因此分子点
群没有 C∞h。D∞h 实际上既具有包含主轴的反射面 σv = IC2，又具有垂直主轴的反射面 σh = IC

(1)
2 ，

还具有中心反演对称性 I，因此 D∞h 是这种特殊无限点群里对称性最高的。

4.4 晶体点群和空间群
在固体物理中，晶体系统是一类非常重要的系统，由全同的、无限重复的原子构成。在本节中，我们将

考虑保持晶体本身不变的转动对称性以及平移对称性。晶体系统无限重复的平移结构可被抽象为晶格。

§ 定义 4.4. 晶格（Lattice）将一个平行六面体在三维空间三个方向上作无限扩展形成的无限大的格
点系统称为晶格。

晶格中的任意格点 Rn ∈ L，都能表示为三个线性无关的基本向量（晶格基矢量）a1, a2, a3 的线性叠加：

Rn = n1a1 + n2a2 + n3a3, (4.32)

其中 ni 都为整数，因此取定基本矢量后，L 中每个格点（格矢）Rn 都能用一组整数 n = (n1, n2, n3) 唯一
标定。
在晶格的基础上，存在让晶格保持不变的转动或转动反演操作，这些操作的集合构成 O (3) 群的有限子

群，并且此类有限子群都为点群，称为晶体点群。

§ 定义 4.5. 晶体点群 将晶格映为自身的点群，即保持原点不动的有限实正交群。
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注. 晶体点群中没有平移操作，因为平移操作不满足至少保持一个点不变的性质。

定理 4.2 表明点群 G 均由绕定轴 k 转动的元素 Ck (2π/n) 生成，进一步地，晶体无限重复的要求将进
一步限制生成晶体点群的元素类型，即限制转轴的次数 n，其结果为以下定理。

■ 定理 4.5. 晶体制约定理 设 G 是晶体点群，则 G 中的转动元素只可能由 C1 (E) , C2, C3, C4, C6 转

动轴生成，G 中的转动反演元素只可能由 I, IC2, IC3, IC4, IC6 生成。

证明. 设晶格 L 是 G 不变的，L 的基本向量是 a1, a2, a3，则 ∀g ∈ G，有

gai =
3∑

j=1

cji (g) aj , (4.33)

由于 gai ∈ L，展开系数 cji (g) 皆为整数。另一方面，G 是 O (3) 的子群，取 a1, a2, a3 为三个基向量，上式
给出 G 以 L 为表示空间的群表示，即

AL (g) ai =
3∑

j=1

AL
ji (g) aj , AL

ji (g) = cji (g) , (4.34)

即 c (g) 的系数矩阵为 g 的表示矩阵。
因为 ai 是 R3 的三个线性无关向量，G 在 R3 中以 L 为基矢和以 (i, j, k) 为基矢给出两个表示 AL 和

A3 为等价表示，因为二者的基矢量间存在可逆的线性变换 Q，满足

(a1, a2, a3) = (i, j, k)Q, (4.35)

因此群元 g 在 AL 和 A3 两个表示下的特征标相等。已知任意 O (3) 中群元 g 在自身表示中的特征标为

χ3 (g) = ± (1 + 2 cosϕ) , (4.36)

其中 ϕ 表示 g 中转动部分的转角，若 g ∈ SO (3) 则取正号，否则取负号。而在 AL 表示中的特征标为

χL (g) =

3∑
i=1

cii (g) ∈ Z, (4.37)

即特征标为整数。因此联立二式得到晶格体系对转角的约束方程为

± (1 + 2 cosϕ) ∈ Z, (4.38)

解得 ϕ = 0, π/3, π/2, 2π/3, π。因此纯转动只能为 C1 (E) , C2, C3, C4, C6，转动反演只能为 I, IC2, IC3, IC4, IC6。

结合晶体制约定理和点群的分类，我们可以得到所有晶体点群：

1. 第一类点群中满足制约定理的 Cn 群有 C1, C2, C3, C4, C6，Dn 群有 D2, D3, D4, D6，以及 T 和 O。

2. S2n 群：S4n+2 = C2n+1 ∪ IC2n+1，n = 0, 1 给出 S2, S6；S4n = C2n ∪ I (C4n − C2n)，n = 1 给出 S4，
否则陪集至少包含为 8 阶转动反演。

3. Cnv 群：Cn ∪ I (Dn − Cn)，n = 2, 3, 4, 6 给出 C2v, C3v, C4v, C6v。

130



4.4 晶体点群和空间群 4 点群与空间群

C1, C2, C3, C4, C6

第一类点群 D2, D3, D4, D6

O, T

S2, S4, S6

C2v, C3v, C4v, C6v

第二类点群 C1h, C2h, C3h, C4h, C6h

D2h, D3h, D4h, D6h

D2d, D3d

Th, Oh, Td

表 4.2: 32 个晶体点群。

4. Cnh 群：C2nh = C2n ∪ IC2n，n = 1, 2, 3 给出 C2h, C4h, C6h；C(2n+1)h = C2n+1 ∪ I (C4n+2 − C2n+1)，
n = 0, 1 给出 C1h, C3h，否则陪集至少包含 10 阶转动反演。

5. Dnh 群：D2nh = D2n ∪ ID2n，n = 1, 2, 3 给出 D2h, D4h, D6h；D(2n+1)h = D2n+1 ∪ I (D4n+2 −D2n+1)，
n = 1 给出 D3h。

6. Dnd 群：D2nd = D2n∪ I (D4n −D2n)，n = 1给出 D2d；D(2n+1)d = D2n+1∪ ID2n+1，n = 1给出 D3d。

7. Th = T ∪ IT。

8. Oh = O ∪ IO。

9. Td = T ∪ I (O − T )。
因此一共有 32 个晶体点群，如表4.2所示。具有相同晶体点群的晶体，会存在一些共同特征，将在后文

讲述。
我们可以按照对称元素的相似性对 32 个晶体点群进行划分。如具有 T,O, Td, Th, Oh 这五个点群对称性

的晶体，都具有 4 个三阶轴，使得 x, y, z 轴等价，因此可将这五个点群归为同一类。依照早期晶体学研究
的惯例，将对称元素相似的点群归类，每一类则称为一个晶系。上述五个点群因 x, y, z 轴等价，属于立方晶
系。以下将给出七大晶系的定义，并对 32 个晶体点群进行晶系分类。

图 4.11: 晶胞参数关系。

晶胞是反映晶体对称性的最小结构单元，晶胞由 6 个晶胞参数 a,b, c, α, β, γ 描述，如图4.11所示，不同
的晶胞参数给出不同的晶系。以下默认 n = |n| 表示矢量的模长。

131



4.4 晶体点群和空间群 4 点群与空间群

(1) 三斜晶系（Triclinic）

此晶系只存在一阶转动轴或一阶转动反演轴，晶胞参数取为

a ̸= b ̸= c, α, β, γ ̸= 90◦. (4.39)

对应的晶体点群为 C1 和 S2。有时也将 S2 记为 Ci = {E, I}。

(2) 单斜晶系（Monoclinic）

此晶系只存在一个二阶转动轴或二阶转动反演轴，晶胞参数取为

a ̸= b ̸= c, α = β = 90◦, γ ̸= 90◦. (4.40)

对应的的晶体点群有 C2，C2 ∪ IC2 = C2h，及 C1 ∪ I (C2 − C1) = C1h。

(3) 正交晶系（Orthorhombic）

此晶系存在三个相互垂直的二阶转动轴或二阶转动反演轴，晶胞参数取为

a ̸= b ̸= c, α = β = γ = 90◦. (4.41)

对应的晶体点群有 D2，D2 ∪ ID2 = D2h，及 C2 ∪ I (D2 − C2) = C2v。

(4) 四方晶系（Tetragonal）

此晶系在唯一高阶轴方向存在四阶转动轴或四阶转动反演轴，晶胞参数取为

a = b ̸= c, α = β = γ = 90◦. (4.42)

对应的晶体点群有 C4，D4，C4∪IC4 = C4h，C2∪I (C4 − C2) = S4，D4∪ID4 = D4h，C4∪I (D4 − C4) = C4v，
及 D2 ∪ I (D4 −D2) = D2d。

(5) 三角晶系（Trigonal）

此晶系在唯一高阶轴方向存在三阶转动轴或三阶转动反演轴，晶胞参数可取为

a = b ̸= c, α = β = 90◦, γ = 120◦. (4.43)

对应的晶体点群有 C3，D3，C3 ∪ IC3 = S6，D3 ∪ ID3 = D3d，及 C3 ∪ I (D3 − C3) = C3v。如图4.12所示，
通常三角晶系也有另一种取晶胞的方式，此时的晶胞参数为

a = b = c, α = β = γ ̸= 90◦. (4.44)

(6) 六角晶系（Hexagonal）

此晶系在唯一高阶轴方向存在六阶转动轴或六阶转动反演轴，晶胞参数取为

a = b ̸= c, α = β = 90◦, γ = 120◦. (4.45)

对应的晶体点群有 C6，D6，C6∪IC6 = C6h，C3∪I (C6 − C3) = C3h，D6∪ID6 = D6h，C6∪I (D6 − C6) = C6v，
及 D3 ∪ I (D6 −D3) = D3h。当三角晶系取第一种晶胞参数时（图4.12(a)），无法从晶胞参数上区分三角晶
系和六角晶系，只能从主轴的对称性体现。
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图 4.12: 三角晶系两种晶胞取法。

(7) 立方晶系（Cubic）

此晶系存在四个三阶转动轴，晶胞参数取为

a = b = c, α = β = γ = 90◦. (4.46)

对应的晶体点群有 T，O，T ∪ IT = Th，O ∪ IO = Oh，及 T ∪ I (O − T ) = Td。
因此，32 个晶体点群依照对称元素的共性被分为七大晶系。
晶体点群和晶系是描述晶体的旋转对称性，即至少保持原点一点不变的对称性，因此没有考虑晶体本身

的平移不变性。描述晶体的旋转及平移不变性的群是空间群。在此之前，先介绍描述点群和空间群常用的
Hermann-Mauguin（HM）符号，也称为国际符号。人们在描述分子对称性时，倾向使用熊夫利符号，而描
述晶体结构时，倾向使用 HM 符号，因为后者对平移对称性的描述更方便。
熊夫利符号使用点群的纯转动不变子群 K 与陪集代表元素来标记点群，因而有利于点群的完全分类，其

第二类点群根据转动反射操作 Sn = σhCn 来命名。而 HM 符号用不等价的轴或平面来标记晶体对称性，其
第二类点群根据转动反演操作 ICn 来命名，将 n 阶转轴和 n 阶转动反演轴分别记为

n ≡ Cn, n̄ ≡ ICn. (4.47)

由转动反演操作生成的第二类点群分别为

1̄ = {E, I} = S2, 2̄ = {E, σ} = S1 = C1h,

3̄ = S6, 4̄ = S4, 6̄ = S3 = C3h,

后面三种对应如图4.13所示。全部 32 个晶体点群的对应关系如下。
(1) S2 → 1̄，S4 → 4̄，S6 → 3̄。
(2) C1 → 1，C2 → 2，C3 → 3，C4 → 4，C6 → 6。
(3) D2有三个不同类的二阶轴，记为D2 → 222；D3有一组同类的二阶轴与三阶主轴垂直，记为D3 → 32；

D4 有两组不同类的二阶轴与四阶主轴垂直，记为 D4 → 422；D6 有两组不同类的二阶轴与六次主轴垂直，
记为 D6 → 622。
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图 4.13: 熊夫利符号与国际符号的对应关系。

(4) T 有二阶主轴，且三阶轴都同类，记为 T → 23；O 有四阶主轴，且所有三阶轴、二阶轴都同类，记
为 O → 432。

(5) C1h 有一个反射面，记为 C1h → m；C2h 有与二阶主轴垂直的反射面，记为 C2h → 2/m；C3h 有与
三阶主轴垂直的反射面，记为 C3h → 3/m = 6̄；C4h → 4/m，C6h → 6/m。

(6) C2v 有两个不同类的包含二阶主轴的反射面，为 2mm，但习惯上记为 C2v → mm2；C3v 有一组同
类的包含三阶主轴的反射面，记为 C3v → 3m；C4v 有两组不同类的包含主轴的反射面，记为 C4v → 4mm；
C6v → 6mm。

(7) D2h 有三个不同类的二阶轴，且有与二阶轴都垂直的反射面，记为 2/m 2/m 2/m，简记为 D2h →
mmm；D3h 有三阶旋转反演主轴，包含主轴的反射面，及与主轴垂直的二阶轴，记为 D3h → 6̄m2；D4h 有
四阶主轴，既有与主轴垂直的反射面，也有两个不同类的过主轴的反射面，记为 D4h → 4/mmm；D6h 有与
六阶主轴垂直的反射面，有两个不同类的二次轴，并且存在垂直二次轴的反射面，记为 6/m 2/m 2/m，简
记为 D6h → 6/mmm。

(8) D2d 有四阶转动反演主轴，垂直主轴的二次轴，及包含主轴的反射面，记为 D2d → 4̄2m；D3d 有三
阶转动反演主轴，垂直主轴的二阶轴，及垂直二阶轴的反射面，记为 3̄2/m，简记为 D3d → 3̄m。

(9) Th 有与二阶主轴垂直的反射面，且三阶旋转反演轴，记为 2/m 3̄，简记为 Th → m3̄；Td 有四阶旋
转反演主轴，一组三阶轴，及包含主轴的反射面，记为 Td → 4̄3m。

(10) Oh 有与四阶主轴垂直的反射面，一组三阶旋转反演轴，一组二阶轴，及与二阶轴垂直的反射面，记
为 4/m 3̄ 2/m，简记为 m3̄m。

七大晶系中 32 个晶体点群的熊夫利符号和 HM 符号汇总如表4.3所示。32 个晶体点群间存在子群关系，
如图4.14所示，32 个点群自上而下按群阶从大到小排列，相连直线代表子群关系。

图 4.14: 32 个晶体点群间的子群关系。
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晶系 熊夫利符号 Hermann-Mauguin 符号
三斜晶系 S2 1̄

C1 1

C2h 2/m

单斜晶系 C2 2

C1h m

D2h mmm

正交晶系 D2 222

C2v mm2

D4h 4/mmm

C4 4

S4 4̄

四方晶系 D4 422

C4v 4mm

C4h 4/m

D2d 4̄2m

D3d 3̄m

S6 3̄

三角晶系 C3 3

C3v 3m

D3 32

D6h 6/mmm

C6 6

C3h 6̄

六角晶系 C6h 6/m

C6v 6mm

D6 622

D3h 6̄m2

Oh m3̄m

T 23

立方晶系 O 432

Th m3̄

Td 4̄3m

表 4.3: 晶体点群按晶系分类情况。
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接下来，我们将在晶体具有旋转对称性的基础上，考虑晶体本身的平移不变性，所有旋转与平移的联合
变换也构成群，称为空间群。

§ 定义 4.6. 广义空间群 已知 R ∈ O (3) 为转动元素，t 为任一矢量，那么由所有转动平移算符 {R|t}
组成的集合构成群，称为广义空间群。

注. 转动平移算符对任意 r ∈ R3 的作用定义为

{R|t} r = Rr + t, (4.48)

可以验证转动平移算符不是线性算符，因为

{R|t} (r1 + r2) = R (r1 + r2) + t ̸= {R|t} r1 + {R|t} r2.

可以验证所有 {R|t} 组成的集合构成群。

1. 封闭性：对 ∀R1, R2 ∈ O (3) 及任意三维矢量 t1, t2，有

{R1|t1} {R2|t2} r = {R1|t1} (R2r + t2)

= R1 (R2r + t2) + t1
= {R1R2|R1t2 + t1} r,

即
{R1|t1} {R2|t2} = {R1R2|R1t2 + t1} , (4.49)

满足封闭性。

2. 单位元：恒等变换 {E|0} 为单位元素。

3. 逆元素：利用 (4.49) 式，令等号右边单位元素 {E|0}，得到 R2 = R−1
1 ，t2 = −R−1

1 t1，即

{R|t}−1 =
{
R−1| −R−1t

}
. (4.50)

4. 结合律：易证

({R1|t1} {R2|t2}) {R3|t3} = {R1R2R3|R1R2t3 +R1t2 + t1} = {R1|t1} ({R2|t2} {R3|t3}) . (4.51)

广义空间群有两个重要的子群，分别为：

1. t = 0，{R|0} 构成的集合即 O (3) 为广义空间群的子群，O (3) 群不是广义空间群的不变子群。

2. R = E，{E|t} 构成的集合为广义空间群的子群，称为平移群，并且是广义空间群的不变子群。

以下证明平移群是广义空间群的不变子群。所有平移操作 {E|t} 构成广义空间群的子群，对广义空间群
中的任意群元 {R′|t′}，都有{

R′|t′
}
{E|t}

{
R′|t′

}−1
=
{
R′|t′

}
{E|t}

{
R′−1| −R′−1t′

}
=
{
R′ER′−1|R′E

(
−R′−1t′

)
+R′t + t′

}
(4.52)

=
{
E|R′t

}
,

136



4.4 晶体点群和空间群 4 点群与空间群

即 {E|t} 对于广义空间群的所有共轭元素都属于平移群，因此平移群是由完整类构成的子群，是广义空间群
的不变子群。同时，平移群还是 Abel 群，因为三维矢量间的加法可交换。另一方面，O (3) 不是广义空间群
的不变子群，因为 {R|0} ∈ O (3) 的共轭元素为{

R′|t′
}
{R|0}

{
R′|t′

}−1
=
{
R′|t′

}
{R|0}

{
R′−1| −R′−1t′

}
=
{
R′RR′−1|R′R

(
−R′−1t′

)
+R′0 + t′

}
(4.53)

=
{
R′RR′−1| −R′RR′−1t′ + t′

}
,

只有当 R′RR′−1 = E，即 R = E 时，该共轭元素才属于 O (3)，因此 O (3) 不包含广义空间群的完整类。
广义空间群不是晶体的对称变换群，因为晶体不具有任意的旋转不变性和平移不变性，保持晶体不变的

转动平移算符构成广义空间群的一个子群。

§ 定义 4.7. 晶体空间群 广义空间群中，可以完全描述晶体对称性的转动平移算符组成的群称为晶体
空间群，简称空间群。

晶体结构对转动平移变换的约束首先反映为以下两个性质：

注 1. 若平移操作 {E|t} 是晶体的对称操作，则其平移矢量只能是格矢 t = Rn，Rn =
∑3

i=1 niai 为任意格
矢。

注 2. 若 R 是晶体空间群某群元的转动算符，Rn 是格矢，则 RRn 必然是格矢。

证明. 晶体空间群必然包含任意格矢平移算符 {E|Rn} 的共轭元素，即取任意晶体空间群中的 {R|t}，有
{R|t} {E|Rn} {R|t}−1 也属于晶体空间群，而由 (4.52) 式有

{R|t} {E|Rn} {R|t}−1 = {E|RRn} ,

因此 RRn 也为晶格矢量。

以上性质标明纯平移操作 {E|t} 中的平移矢量 t 只能为格矢，而对于一般的转动平移操作 {R|t}，其平
移矢量满足以下要求。

■ 定理 4.6. 在晶体空间群 G 的群元 {R|t} 中，平移部分只有两种可能性，即

1. t = Rm；

2. t = Rm + (L/n)R0，其中 Rm 为晶格矢量，R0 为 n 次转轴方向的单位晶格矢量，L 为小于 n

的整数。

此定理的详细证明见徐婉棠，喀兴林《群论及其在固体物理中的应用》第六章 6.2 节，其中要注意
的是晶体的转轴必定在格矢方向上，n 次转轴只能取 n = 1, 2, 3, 4, 6。第一种情况 t = Rm 是常见的转
动联合整数格矢平移操作，是点群对称性加上晶格平移对称性的简单联合，这种对称性称为点式对称性
（symmorphic symmetry）；第二种情况 t = Rm + (L/n)R0 是转动联合分数格矢平移操作，称为非点式
对称性（nonsymmorphic symmetry），包含螺旋转动（skew rotation）和滑移反射（glide reflection）两种。

螺旋转动的对称元素为螺旋轴，转动平移算符 {R|t} 中的转动部分 R 为 n 次转动 Cn，平移部分为沿
螺旋轴平移 L/n 个单位晶格矢量，这种螺旋轴记为 nL 螺旋轴。以 41 螺旋轴为例，如图4.15(a) 所示，沿螺
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图 4.15: 四次螺旋转动示意图。

图 4.16: 二次、三次螺旋转动示意图。

旋轴方向单位晶格矢量为 R0，体系绕螺旋轴旋转 π/2 后，沿螺旋轴方向平移 (1/4)R0 后保持不变，因此转
动平移元素为 {C4| (1/4)R0}。同理 42 和 43 螺旋轴如图4.15(b) 和 (c) 所示。其余的二次、三次、六次螺旋
轴见图4.16和图4.17，注意 21, 42, 63 的区别，即虽然都是平移 (1/2)R0，但旋转部分的不同反映不同的晶格
对称性。

图 4.17: 六次螺旋转动示意图。
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图 4.18: 滑移反射示意图。

滑移反射的对称元素是滑移面，如图4.18所示，转动平移算符中的转动部分 R 为反射操作 σ = IC2，平
移部分为沿反射面内方向平移 1/2 个单位晶格矢量，用特定字母代表平移方向以描写滑移面，如沿基本矢量
a1 平移 (1/2) a1 的记为滑移面 a 等。
因此可对晶体空间群做简单分类。若空间群的所有转动平移算符 {R|t} 中的平移部分都是晶格矢量

t = Rm，则该空间群称为点式空间群；若空间群存在转动平移算符 {R|t}中的平移部分为 t = Rm+(L/n)R0，
则该空间群称为非点式空间群。

晶体空间群的结构
分析完空间群群元的性质后，我们分析晶体空间群的结构。上文已证明平移群是广义空间群的不变子群，

取平移矢量为所有晶格矢量 Rn，所有平移元素 {E|Rn} 构成平移群的子群，称为晶体平移群 T，可以类似
证明晶体平移群 T 也是晶体空间群 G 的不变子群。因为只关注晶体对称性，下文一般把晶体空间群和晶体
平移群简称为空间群和平移群。
平移群 T 由平移矢量 t 为晶格矢量 Rn 的平移元素 {E|t} 组成，即为

T = {{E|t} |t = n1a1 + n2a2 + n3a3, ni ∈ Z} . (4.54)

平移群是 Abel 群，任意的群元都能表示为

{E|t} = {E|a1}n1 {E|a2}n2 {E|a3}n3 . (4.55)

显然，三个平移晶格基矢的平移操作 {E|ai} 都能生成一个平移群的子群 Ti = {{E|ai}n |n ∈ Z}，而 Abel 群
的子群必为不变子群，且三个平移子群仅有单位元 {E|0} = {E|ai}0 作为公共元素，因此平移群 T 是直积群

T = T1 ⊗ T2 ⊗ T3. (4.56)

因此平移群是一个分立无限的直积群，只有 1 维不等价不可约表示，具有简单的结构。相对而言，空间群 G

的结构更复杂，但是平移群 T 是其不变子群，可以使用平移群的部分性质来描写空间群 G。平移群不包含
旋转元素，因此空间群对平移群的商群 G/T 包含空间群的旋转操作的信息。在讨论该商群前，先定义空间
群的点群。
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§ 定义 4.8. 空间群的点群 当空间群 G 所有群元的平移部分为零时，算符 {R|0} 的集合构成的群就称
为空间群 G 的点群 G0。如果 G0 是空间群 G 的子群，那么 G 称为点式空间群（symmorphic group），
如不是，G 称为非点式空间群（nonsymmorphic group）。

算符 {R|0} 的集合构成群是显然的，可以从空间群 G 构成群的条件 (4.49)-(4.51) 出发，将平移部分都
取为零，即可验证 G0 构成群。注意此处对点式空间群和非点式空间群的分类与前文依据平移部分形式的分
类是一致的。因为对于旋转平移元素 {R|Rm + (L/n)R0}，只有旋转操作和平移操作的联合操作保持晶体不
变，将平移部分取为零，则 {R|0} 并不保持晶体不变，因此这些 G0 的群元不属于空间群 G，因此 G0 不是
G 的子群。以滑移面为例，如图4.18所示，旋转平移元素为 {σ| (1/2)R0}，取平移部分为零，{σ|0} 并非晶
体的对称操作。因此两种定义点式空间群和非点式空间群的方式是等价的。
虽然空间群 G 的点群 G0 不一定是 G 的子群，但它描述了空间群的所有转动信息，因此与空间群对平

移群的商群 G/T 具有以下关系。

■ 定理 4.7. 空间群 G 对平移群 T 的商群 G/T 与空间群的点群 G0 同构。

证明. 已知平移群 T 是空间群 G 的不变子群，则商群 G/T 为不变子群 T {E|t} 和陪集 T {Ri|ti} 构成的集
合，其中 {Ri|ti} 为陪集代表元（i = 1, · · · , n），而空间群的点群 G0 为 {{E, 0} , {R1|0} , · · · , {Rn|0}}，并
且 G0 中的每一个群元 {Ri|0} 对应 G/T 中的一个陪集 T {Ri|ti}，因为该陪集中任意转动平移算符的转动
部分都是 Ri，反之亦然。所以商群 G/T 与空间群的点群 G0 之间存在一一对应关系，即

G/T G0

T {E|0} ←→ {E|0}
T {R1|t1} ←→ {R1|0}

...
...

T {Rn|tn} ←→ {Rn|0}

只需证明这种一一对应关系保持群乘法关系即可。考虑商群 G/T 中任意两个陪集的乘法，为

T {Ri|ti}T {Ri|tj} = TT {Ri|ti} {Ri|tj}

= T {RiRj |Ritj + ti} (4.57)

= T
{
RiRj |t′

}
,

因此有
G/T : T {Ri|ti}T {Ri|tj} = T {RiRj |t′}

↕ ↕
G0 : {Ri|0} {Rj |0} = {RiRj |0}

即该一一映射保持群乘法关系不变，因此为同构映射，G/T ∼= G0。

特别地，若 G 为点式空间群 Gsym，即任意旋转平移算符都能写为 {R|Rm} 即平移矢量为格矢，则以上
证明过程的陪集代表元均可取为 {Ri|0}，任意 {R|Rm} 都能表示为

{R|Rm} = {E|Rm} {R|0} , {E|Rm} ∈ T, {R|0} ∈ G0, (4.58)
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图 4.19: 5 种二维布拉伐格子。

因此点式空间群 Gsym 的任意群元由点群 G0 和平移群 T 各提供一个群元给出，且仅有恒等变换为两个群
的公共元素，因此点式空间群 Gsym 是平移群 T 和其点群 G0 的半直积

Gsym = T ⋊G0. (4.59)

Gsym 不具有直积群的结构，因为其点群 G0 并非其不变子群。
上述定理指出空间群 G 的结构由平移群 T 和空间群的点群 G0 共同决定。G0 描述晶体的旋转对称性，

因此只能为 32 个晶体点群，在此基础上再确定晶体平移群的所有可能后，即可得到全部的晶体空间群 G。
每一种晶体平移群称为一种布拉伐（Bravais）格子。二维体系（两个晶格基矢）的布拉伐格子一共有 5 种，
分别为斜形、矩形（两种）、正方形、六角形，如图4.19所示。

对于三维体系，按照最小重复单元的形状可以将不同的格子分为三斜、单斜、正交、四方、菱方、六方、
正方这 7 种晶格系统。注意 7 种晶格系统与 7 种晶系的区别，7 种晶系是按照旋转元素的共性进行分类，而
7 晶格种晶格系统是按照最小重复单元的形状进行分类，因此 7 种晶系中六角晶系属于六方晶体系统，但是
三角晶系按照重复单元的两种取法分属为菱方和六方两种晶格系统。在某个晶格系统的六面体顶点放置原
子，则形成一种晶体；若在此六面体的基础上在面心、体心等高对称点再放置原子，晶胞的点群对称性不变，
但是会形成另一种晶体。为了描述这些对称性，我们在 7 种晶格系统的体心、面心等高对称点添加与顶点相
同的重复单元（原子或者原子的集合），使晶格发生变化，最终产生 14 种三维布拉伐格子，如图4.20所示。
修饰前的 7 种晶体系统称为简单晶格，以 P 表示。特别地，为了区分菱方和六方晶格系统的简单晶格，

以 R 表示菱方晶格。若在六面体某一组平行面中心加一个修饰，则称为底心晶格，依照面心所在的平面不
同，以 A,B,C 表示面心晶格（如在 a2 和 a3 张成平面的中心加修饰，记为 A 面心）。若在六面体体心加一
个修饰，称为体心晶格，以 I 表示。若在六面体所有表面中心都加上修饰，则称为面心晶格，以 F 表示。具
体的修饰过程见李新征《群论及其在凝聚态物理中的应用》第三章 3.4 节。

有了 32 种晶体点群和 14 种布拉伐格子后，可将对称性相容的部分组合，形成空间群，空间群使用一个
大写字母表示布拉伐格子，使用国际符号表示晶体点群。以立方晶系为例，它允许简单、体心、面心三种格
子，也允许 T,O, Th, Td, Oh 五种点群。以 O 群为例，配合简单、体心、面心三种格子，得到的群元 {R|t}
的转动部分都是相同的 R ∈ O，但是平移部分皆不相同，如图4.21所示，因此给出 3 种空间群，分别记为
P432，I432，和 F432。以此类推，对立方晶系，只考虑这种简单组合，给出 3× 5 = 15 种空间群。现在考
虑 7 种晶系下相容的布拉伐格子和点群，如表4.4所示，则一共给出 66 种空间群。
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图 4.20: 14 种三维布拉伐格子。
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图 4.21: O 群配合三种布拉伐格子简单形成的空间群及其群元。

晶系 布拉伐格子数 点群数 乘积
立方 3 5 15

四方 2 7 14

正交 4 3 12

单斜 2 3 6

三斜 1 2 2

三角 2（棱方 + 六方） 5 10

六角 1 7 7

总数 14 32 66

表 4.4: 布拉伐格子和点群的简单组合数。
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晶系 点群 额外空间群
正交 C2v (mm2) Amm2

四方 D2d (4̄2m) P 4̄m2, I 4̄m2

D3 (32) P312

三角 C3v (3m) P31m

D3d (3̄m) P 3̄1m

六角 D3h (6̄m2) P 6̄2m

表 4.5: 布拉伐格子与点群不同的配合情况得出的额外空间群。

显然，这种方式给出的空间群都是点式空间群，因为构造的过程中的平移矢量都是整数倍的平移周期。
然而这种构造方式并没有给出所有的点式空间群，因为同一套点群和布拉伐格子可以有不同的组合方式。以
正交晶系的底心格子为例，在分类布拉伐格子时，把任意面的中心认为是同一种格子，但是当与 C2v (mm2)

结合时，具有底面中心（C 底心）和侧面中心（A 底心）的两种底心格子将给出不同的空间群，记为 Cmm2

和 Amm2。类似的情况还有四方晶系的简单格子，与 D2d (4̄2m) 结合时，与四阶转动反演轴（z 方向）垂直
的二阶轴可以有通过侧面中心（x 方向）和通过对棱中心（平分 xy 轴）两种情况，二阶轴为 x 方向的空间
群记为 P 4̄2m，包含在 66 种空间群中，而二阶轴平分 xy 轴的空间群是另外的情况，记为 P 4̄m2。以此类
推，考虑不同的配合情况将额外给出 7 种点式空间群，如表4.5所示，因此一共有 73 种点式空间群。
在得到所有点式空间群后，我们可将点式空间群 Gsym 中的点式对称元素替换为相应的非点式对称元

素，旋转平移算符 {R|Rm} 替换为 {R|Rm + (L/n)R0}，若此时仍构成群，则得到非点式空间群 Gnonsym，
这样得到的非点式空间群 Gnonsym 与相应的点式空间群 Gsym 具有相同的点群 G0，但是 G0 并非 Gnonsym

的子群。以单斜晶系简单格子配合 C2 (2) 点群为例，从点式空间群 P2 出发，将二阶转轴 2 替换为二阶螺旋
轴 21，相应的转动平移算符从 {C2|0} 替换为 {C2| (1/2)R0}，两次螺旋转动为

{C2| (1/2)R0}2 = {E| (1/2)C2R0 + (1/2)R0} = {E|R0} ∈ T, (4.60)

其中利用到 R0 是螺旋轴方向的单位晶格矢量，即 C2R0 = R0。容易验证这个集合构成群，且可以按平移群
T 作子群陪集分解为 {{E|0}T, {C2| (1/2)R0}T}，即以非点式部分可以标记该空间群，在国际符号中则以
二阶螺旋轴 21 标记对称元素，因此该非点式空间群记为 P21。
除了螺旋轴外，另一种非点式操作为滑移反射操作，需要将点式空间群中的反射面替换为滑移反射面，

这种情况的描述更为复杂，因为滑移反射面的平移方向可以有多个选择。以正交晶系配合 D2h (mmm) 点群
为例，从四个点式空间群 Pmmm，Cmmm，Immm 和 Fmmm 出发，将里面的一类或者多类反射面替换
为滑移反射面，可以得到 24 种非点式空间群，如表4.6所示。这些记号的含义如下：

1. a, b, c 表示平移矢量分别为 (1/2) 倍的 a1, a2, a3。如 Pmma 表示存在一个滑移反射面，法线为 z 轴，
平移矢量为 (1/2) a1，相应的转动平移算符为 a = {σz| (1/2) a1}；

2. n 表示平移矢量为六面体 (1/2) 倍的面对角线。如 Pmmn 表示存在一个滑移反射面，法线为 z 轴，平
移矢量为 (1/2) (a1 + a2)，相应的转动平移算符为 n = {σz| (1/2) (a1 + a2)}；

3. d 表示平移矢量为六面体 (1/4) 倍的面对角线。如 Fddd 存在三类滑移反射面，对应的转动平移算符
分别为 {σx| (1/4) (a2 + a3)}，{σy| (1/4) (a1 + a3)}，及 {σz| (1/4) (a1 + a2)}；
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空间群序号 空间群
47− 62 Pmmm,Pnnn, Pccm,Pban, Pmma,Pnna, Pmna, Pcca

Pbam,Pccn, Pbcm,Pnnm,Pmmn,Pbcn, Pbca, Pnma

63− 68 Cmcm,Cmce,Cmmm,Cccm,Cmme,Ccce

69− 70 Fmmm,Fddd

71− 74 Immm, Ibam, Ibca, Imma

表 4.6: 正交晶系的空间群。

4. e表示同时存在两个正交的平移矢量（即该滑移反射面可以被记为 a或 b，b或 c，c或 a时）。如 Cmme

同时存在两个平移矢量正交的滑移反射操作 a = {σz| (1/2) a1} 和 b = {σz| (1/2) a2}。

以此类推，对 73 种点式空间群做相似的替换，可以得到 157 种非点式空间群。因此，从 14 种布拉伐格
子和 32 种晶格点群出发，可以得到 230 种晶体空间群。我们可以使用 3 种方式来表示任意一个空间群，分
别是空间群序号，国际符号，及熊夫利符号，如

序号 国际符号 熊夫利符号
17 P2221 D2

2

其中熊夫利符号表示空间群 P2221 的点群是 D2 (222)，上标的 2 表示是由 D2 生成的第 2 个空间群。实际
上空间群序号和熊夫利符号都依赖固定排序，只有国际符号能直观体现空间群的对称性。230 种空间群的序
号、国际符号、对称元素、生成元可以在 Bilbao Crystallographic Server (https://www.cryst.ehu.es/) 查阅
得到。以下给出几个空间群的例子。

例 4.1. 132 号空间群 P42/mcm。

该空间群的点群为 4/mmm(D4h)，包含螺旋轴 42，螺旋转动操作为 {C4z| (2/4) a3}；包含滑移面 c，滑
移反射操作为 {σx| (1/2) a3}。

例 4.2. NaCl 的空间群为 225 号空间群 Fm3̄m。

该空间群的点群为 m3̄m (Oh)，而 Oh = O ∪ IO = O⊗ {E, I}，又因为该点群为点式空间群，于是空间
群分为 Tn {O|0} 和 Tn {IO|0} 两部分，此处为免混淆以 Tn 特指晶体平移群。

例 4.3. 金刚石的空间群为 227 号空间群 Fd3̄m。

该空间群的点群为 m3̄m (Oh)，且包含滑移反射面 d = {σz| (1/4) (a1 + a2)}，空间群可以分为四部分，分
别为

Tn {T |0} , Tn {I (O − T ) |0} , Tn
{
IT |τ1/4

}
, Tn

{
(O − T ) |τ1/4

}
,

其中 τ1/4 为任意的 (1/4) 倍面对角线方向矢量。
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5 群论与量子力学
5.1 哈密顿算符群
本章关注如何将群论工具应用至物理系统中，包括如何描述物理系统和本征态的对称性，以及因扰动导

致对称性降低后，本征态之间的跃迁规律等，实现群论语言与物理语言的对应。这里主要关心群论在量子力
学中的应用，其中哈密顿量包含系统的全部信息，因此体系满足的对称性会反映在哈密顿量上。哈密顿量是
希尔伯特空间的算符，在坐标表象下依赖于坐标，记为 Ĥ (r)。注意这里主要关注单粒子哈密顿量，多粒子
哈密顿量的对称性需要用置换群描述，这里不做详细介绍。如果体系在坐标空间的变换 g : r→ r′ 下是不变
的，则哈密顿量算符需要满足以下定理。

■ 定理 5.1. 如果 g 是保持哈密顿量 Ĥ (r) 不变的坐标空间的变换，那么它所对应希尔伯特空间的函
数变换算符 P̂g 与 Ĥ (r) 互易。

证明. 假设定态薛定谔方程为
Ĥ (r)ψ (r) = Eψ (r) , (5.1)

g : r→ r′ 为坐标空间的变换，g 对应的希尔伯特空间的函数变换算符 P̂g 作用在波函数上，满足

P̂gψ (r) = ψ
(
g−1r

)
. (5.2)

将 P̂g 作用于 (5.1) 式，等号左边为

P̂gĤ (r)ψ (r) = P̂gĤ (r) P̂−1
g P̂gψ (r) = P̂gĤ (r) P̂−1

g ψ
(
g−1r

)
, (5.3)

等号右边为
P̂gEψ (r) = Eψ

(
g−1r

)
, (5.4)

又因为
Ĥ
(
g−1r

)
ψ
(
g−1r

)
= Eψ

(
g−1r

)
, (5.5)

于是得到哈密顿量算符的变换式
P̂gĤ (r) P̂−1

g = Ĥ
(
g−1r

)
. (5.6)

若体系在坐标空间的变换下不变，即 Ĥ (gr) = Ĥ (r)，则

P̂gĤ (r) P̂−1
g = Ĥ (r) ⇒

[
P̂g, Ĥ (r)

]
= 0. (5.7)

所有保持体系不变的坐标变换 g 构成一个群，该群描述体系的对称性，称为哈密顿量算符的群。

§ 定义 5.1. 哈密顿算符的群 所有保持哈密顿量 Ĥ (r) 不变的变换 g 的集合形成的群，称为哈密顿算

符的群，记为：

GH =
{
g|Ĥ (gr) = Ĥ (r)

}
.

相应的，在希尔伯特空间，所有保持 Ĥ (r) 不变的变换 g 对应的函数变换算符 P̂g 也构成群。
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§ 定义 5.2. 哈密顿算符群 由哈密顿算符的群中群元对应的函数变换算符形成的群，称为哈密顿算符
群，或薛定谔方程群，记为：

PGH
=
{
P̂g|g ∈ GH

}
.

哈密顿量算符的群 GH 是变换操作 g 的集合，是变换群；哈密顿算符群 PGH
是算符 P̂g 的集合，是算

符群。显然 g 与 P̂g 具有一一对应关系，并且该对应关系保持乘法关系，即 ∀g, f ∈ GH

P̂gP̂f = P̂gf , P̂g−1 = P̂−1
g . (5.8)

因此这两个群是同构的 GH
∼= PGH

。
在量子力学中，群的表示理论具有广泛应用。二者间的联系反映在基函数上，在群表示理论中，基函数

承载群表示，而在量子力学中，基函数是哈密顿量的本征态，二者具有以下关系。

■ 定理 5.2. 哈密顿量算符 Ĥ (r) 的具有相同本征能量的本征函数，构成哈密顿算符群 PGH
的群表示

的基函数。

该定理描述哈密顿量的 ℓ 重简并能量对应的本征波函数 {ψi (r)}，张成一个 ℓ 维线性空间，此 ℓ 维线性
空间可以作为哈密顿量算符群 PGH

的表示空间，以本征态 {ψi (r)} 为基得到 PGH
的一个表示 {A (g)}。

证明. 取一个 ℓ 重简并的能级 En，对应的本征函数 ψi (r)（i = 1, · · · , ℓ）形成线性空间 WH。对 ∀P̂g ∈ PGH，[
P̂g, Ĥ (r)

]
= 0，因此

Ĥ (r)
[
P̂gψi (r)

]
= P̂gĤ (r)ψi (r) = En

[
P̂gψi (r)

]
, (5.9)

即 P̂gψi (r) 也是哈密顿量能量为 En 的本征函数 P̂gψi (r) ∈WH。P̂gψi (r) 作为线性空间 WH 中的矢量，可
用基矢量展开为

P̂gψi (r) =
ℓ∑

j=1

Aji (g)ψj (r) , (5.10)

即 A (g) 是 PGH
以本征波函数 {ψi (r)} 为基的一个群表示。

注意此处 Ĥ (r) 的 n 重简并态虽然对应于 PGH 的一个 n 维表示，但是该表示不一定是不可约表示。但
是相反情况是成立的，表现为以下定理。

■ 定理 5.3. 构成哈密顿算符群的不可约表示的本征函数必属于同一能级。

此定理指出哈密顿量相同能级的本征态至少承载（furnish）一个不可约表示，而不能是半个不可约表示。
若简并态承载多于一个不可约表示，则简并能级为偶然简并。

证明. 采用反证法证明，若 Ĥ (r) 的 ℓ 个本征函数 ψi (r) 构成 PGH
的第 α 个不可约表示 Aα，假设前 ℓ− 1

个本征函数的能量为 E，最后一个本征函数的能量为 E′，且 E ̸= E′，即

Ĥ (r)ψℓ (r) = E′ψℓ (r) . (5.11)
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以 P̂g ∈ PGH
作用，等号左边为

P̂gĤ (r)ψℓ (r) = Ĥ (r) P̂gψℓ (r)

= Ĥ (r)
ℓ∑

j=1

Aα
jℓ (g)ψj (r) (5.12)

=

ℓ−1∑
j=1

Aα
jℓ (g)Eψj (r) +Aα

ℓℓ (g)E
′ψℓ (r) ,

等号右边为

P̂gE
′ψℓ (r) = E′

ℓ∑
j=1

Aα
jℓ (g)ψj (r) (5.13)

=

ℓ−1∑
j=1

Aα
jℓ (g)E

′ψj (r) +Aα
ℓℓ (g)E

′ψℓ (r) ,

对比 ψj (r) 前的系数，得到 E′ = E，与假设矛盾。因此承载 PGH
同一个不可约表示的本征函数的能量都相

等。
也可以使用舒尔引理二证明。因为 Ĥ (r) P̂g = P̂gĤ (r)，所以等号两边以 ψi (r) 为基函数写出的矩阵也

相等，P̂g 的矩阵表示即为不可约表示矩阵 Aα (g)，假设 ψi (r) 的本征能量为 Ei，即

Ĥ (r)ψi (r) = Eiψi (r) , (5.14)

则 Ĥ (r) 的矩阵为对角矩阵 M，矩阵元为 Mij = Eiδij。Ĥ (r) P̂g = P̂gĤ (r) 的矩阵形式为 MAα (g) =

Aα (g)M，对任意 g ∈ GH（或任意 P̂g ∈ PGH
）成立，Aα (g) 为 ℓ 维不可约表示，因此舒尔引理二指出

M = λIℓ，对比可得 Ei = λ，即承载 PGH
同一个不可约表示的本征函数的能量都相等。

注. 若 A (g) 为可约表示，则 M 具有分块对角形式

M =
∑
i

⊕λiIni ,
∑
i

ni = dimM, (5.15)

此处不同的本征能量 λi 可能相等，相等时对应偶然简并情况。

因此，我们有从量子力学到群论的对应关系如下：

哈密顿量 −→ 能级简并 −→ 波函数
⇕ ⇕ ⇕

哈密顿算符群 −→ 群表示 −→ 基函数

由此可知哈密顿量的对称性越高，能级简并度（不可约表示维度）将会越高。加入不破坏哈密顿量对称性的
微扰项后，不同的能级可能发生偶然简并（形成可约表示），但同一不可约表示的简并态并不会发生劈裂。

例 5.1. 哈密顿量具有 T 群或 O 群的点群对称性，则系统能量最高只能支持 3 重简并。若存在高于 3 重简
并的能级，则体系存在参数依赖的偶然简并，或者有额外的对称性未被发现。

例 5.2. 氢原子具有旋转对称性，哈密顿量算符群应为 SO (3) 群，以 ℓ 标记其不可约表示，只能有 2ℓ + 1

重简并能级。然而实际上氢原子能级的简并情况如图5.1所示，能级简并情况至于主量子数 n 有关，简并度

为 n2，并非 2ℓ+ 1 重简并，其原因为氢原子具有更高的对称性，哈密顿量算符群实际为 SO (4) 群。

148



5.1 哈密顿算符群 5 群论与量子力学

图 5.1: 氢原子能级。

氢原子的哈密顿量为
Ĥ (r) = p2

2m
− k

r
, (5.16)

其中 k = e2。在库伦势 −k/r 下，体系存在一个额外的守恒量

A = p× L−mkr̂, (5.17)

该矢量称为 Laplace-Runge-Lenz 矢量，其中 L 为角动量，r̂ = r/r。在量子力学中，将其改写为厄米算符的
形式 A = (p× L− L× p) /2−mkr̂，可以证明

[
Ĥ,A

]
= 0 及 A · L = 0。A 的分量满足对易关系

[Ai, Aj ] = −ih̄2m
∑
k

εijkĤLk, (5.18)

由于该对易关系包含哈密顿量 H，因此一般而言不构成封闭代数。但是哈密顿量的本征态且 E < 0（束缚
态），可用能量 E 替换 Ĥ。定义 N = A/

√
−2mE，可得到封闭的代数

[Li, Lj ] = ih̄
∑
k

εijkLk, [Ni, Lj ] = ih̄
∑
k

εijkNk, [Ni, Nj ] = ih̄
∑
k

εijkLk. (5.19)

注意到 SO (4) 群的维度为 n (n− 1) /2 = 6，以上六个生成元的代数实际为 SO (4) 群的李代数。
若进一步定义

I = 1

2
(L + N) , J =

1

2
(L−N) , (5.20)

则可以发现
[Ii, Ij ] = ih̄

∑
k

εijkIk, [Ji, Jj ] = ih̄
∑
k

εijkJk, [Ii, Jj ] = 0, (5.21)

即系统存在两套独立的角动量代数关系，并且可以证明
[
I, Ĥ

]
=
[
J, Ĥ

]
= 0，算符 I2 和 J2 将有本征值

i (i+ 1) h̄2 和 j (j + 1) h̄2，又因为 I2 − J2 = L ·N = 0，只能有 i = j，即能级简并度为 (2i+ 1) (2j + 1) =

(2j + 1)2 = n2。

例 5.3. 体系具有中心反演对称性，则宇称（parity）为守恒量，哈密顿算符的群为 GH = {E, I} ∼= Z2。
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势能满足 V (r) = V (−r) = V (Ir)，波函数满足 P̂Iψ (r) = ψ (Ir) = ψ (−r). 由于 Z2 群只有两个表示

{E} {I}
Ag 1 1

Au 1 −1

因此波函数在空间反演操作下只有两种可能：
(1) ψ (r) 承载 Ag 表示：

P̂Iψ (r) = ψ (r) = ψ (−r) , (5.22)

称 ψ (r) 具有偶宇称，一般以 g 标记具有偶宇称的表示（gerade 的简写）。
(2) ψ (r) 承载 Au 表示：

P̂Iψ (r) = −ψ (r) = ψ (−r) , (5.23)

称 ψ (r) 具有奇宇称，一般以 u 标记具有奇宇称的表示（ungerade 的简写）。

例 5.4. 二维无限深方势阱。

取 h̄ = 2m = 1 为单位，哈密顿量为

Ĥ (x, y) = −
(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
+ V (x, y) , (5.24)

势能为

V (x, y) =

0 if |x| < π, |y| < π,

∞ otherwise.
(5.25)

哈密顿量算符的群为 GH = D4。D4 群的特征标表为

D4 {e} 2 {C4}
{
C2
4

}
2
{
C

(1)
2

}
2
{
C

(2)
2

}
A1 1 1 1 1 1

A2 1 1 1 −1 −1
B1 1 −1 1 1 −1
B2 1 −1 1 −1 1

E 2 0 −2 0 0

求解本征方程 Ĥ (x, y)ψ (x, y) = Eψ (x, y)，利用分离变量法 ψ (x, y) = X (x)Y (y)，E = E1 + E2，求得

X (x) =

sinmx if E1 = m2,

cos
(
2m+1

2 x
)

if E1 =
(2m+1)2

4 ,
(5.26)

以及

Y (y) =

sinny if E2 = n2,

cos
(
2n+1

2 x
)

if E2 =
(2n+1)2

4 ,
(5.27)

其中 m,n 为非负整数。因此，总能量 E 可取以下 5 种情况：

1. E = (2m+1)2

2 ，波函数为 ψ (x, y) = cos
(
2m+1

2 x
)

cos
(
2m+1

2 y
)；
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2. E = 2m2，波函数为 ψ (x, y) = sinmx sinmy；

3. E = m2 + n2，波函数为 ψ1 (x, y) = sinmx sinny 或 ψ2 (x, y) = sinnx sinmy；

4. E = (2m+1)2

4 + (2n+1)2

4 ，波函数为 ψ1 (x, y) = cos
(
2m+1

2 x
)

cos
(
2n+1

2 y
)或 ψ2 (x, y) = cos

(
2n+1

2 x
)

cos
(
2m+1

2 y
)；

5. E = m2 + (2n+1)2

4 ，波函数为 ψ1 (x, y) = sinmx cos
(
2n+1

2 y
) 或 ψ2 (x, y) = cos

(
2n+1

2 x
)

sinmy。

以上五种情况中，情况 1 和 2 是非简并能级，而情况 3 至 5 是 2 重简并能级。现在利用 D4 群的不可约表
示标记不同能级，根据 P̂gψ (r) = ψ

(
g−1r

) 得到
P̂C4ψ (r) = ψ

(
C−1
4 r
)
= ψ (y,−x) ,

P̂C2
4
ψ (r) = ψ

(
C2
4r
)
= ψ (−x,−y) , (5.28)

P̂
C

(1)
2

ψ (r) = ψ
(
C

(1)
2 r
)
= ψ (x,−y) ,

P̂
C

(2)
2

ψ (r) = ψ
(
C

(2)
2 r
)
= ψ (y, x) .

1. E = (2m+1)2

2 ：可以验证 ∀g ∈ D4，都有 P̂gψ (r) = ψ (r)，因此承载 1 维恒等表示 A1；

2. E = 2m2：可以验证

P̂C4ψ (r) = − sinmx sinmy = −ψ (r) ,

P̂C2
4
ψ (r) = sinmx sinmy = ψ (r) , (5.29)

P̂
C

(1)
2

ψ (r) = − sinmx sinmy = −ψ (r) ,

P̂
C

(2)
2

ψ (r) = sinmx sinmy = ψ (r) ,

特征标为
{e} 2 {C4}

{
C2
4

}
2
{
C

(1)
2

}
2
{
C

(2)
2

}
χ (g) 1 −1 1 −1 1

对比可知承载 B2 表示。

3. E = m2 + n2：可以验证

P̂C4ψ1 (r) = −ψ2 (r) , P̂C4ψ2 (r) = −ψ1 (r) ,

P̂C2
4
ψ1 (r) = ψ1 (r) , P̂C2

4
ψ2 (r) = ψ2 (r) ,

P̂
C

(1)
2

ψ1 (r) = −ψ1 (r) , P̂C
(1)
2

ψ2 (r) = −ψ2 (r) ,

P̂
C

(2)
2

ψ1 (r) = ψ2 (r) , P̂C
(2)
2

ψ2 (r) = ψ1 (r) ,

因此表示矩阵为

A (C4) =

(
0 −1
−1 0

)
, A

(
C2
4

)
=

(
1 0

0 1

)
, A

(
C

(1)
2

)
=

(
−1 0

0 −1

)
, A

(
C

(2)
2

)
=

(
0 1

1 0

)
,

(5.30)
特征标为

{e} 2 {C4}
{
C2
4

}
2
{
C

(1)
2

}
2
{
C

(2)
2

}
χ (g) 2 0 2 −2 0
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对比可知承载 A2 ⊕ B2 表示，是可约表示。可以验证在加入保持对称性的微扰项 Ĥ ′ = λx2y2 后，微
扰矩阵元为 (

⟨ψ1| Ĥ ′ |ψ1⟩ ⟨ψ1| Ĥ ′ |ψ2⟩
⟨ψ2| Ĥ ′ |ψ1⟩ ⟨ψ2| Ĥ ′ |ψ2⟩

)
=

(
ϵ1 ϵ2

ϵ2 ϵ1

)
, (5.31)

其中
ϵ1 =

λπ2

36m2n2
(
2m2π2 − 3

) (
2n2π2 − 3

)
, ϵ2 =

64λm2n2π2

(m2 − n2)4
, (5.32)

由简并态微扰理论知一阶微扰修正后的能量为

E′
± = m2 + n2 + ϵ1 ± ϵ2, (5.33)

即偶然简并解除。

4. E = (2m+1)2

4 + (2n+1)2

4 ：可以验证表示矩阵为

A (C4) =

(
0 1

1 0

)
A
(
C2
4

)
=

(
1 0

0 1

)
, A

(
C

(1)
2

)
=

(
1 0

0 1

)
, A

(
C

(2)
2

)
=

(
0 1

1 0

)
, (5.34)

特征标为
{e} 2 {C4}

{
C2
4

}
2
{
C

(1)
2

}
2
{
C

(2)
2

}
χ (g) 2 0 2 2 0

对比可知承载 A1 ⊕ B1 表示，是可约表示。可以验证在加入微扰项 Ĥ ′ = λx2y2 后，该偶然简并会发
生劈裂。

5. E = m2 + (2n+1)2

4 ：可以验证表示矩阵为

A (C4) =

(
0 −1
1 0

)
A
(
C2
4

)
=

(
−1 0

0 −1

)
, A

(
C

(1)
2

)
=

(
1 0

0 −1

)
, A

(
C

(2)
2

)
=

(
0 1

1 0

)
,

(5.35)
特征标为

{e} 2 {C4}
{
C2
4

}
2
{
C

(1)
2

}
2
{
C

(2)
2

}
χ (g) 2 0 −2 0 0

对比可知承载 E 表示，为 2 维不可约表示，因此该简并为必然简并。考虑微扰项 Ĥ ′ = λx2y2 后，微
扰矩阵元为 (

⟨ψ1| Ĥ ′ |ψ1⟩ ⟨ψ1| Ĥ ′ |ψ2⟩
⟨ψ2| Ĥ ′ |ψ1⟩ ⟨ψ2| Ĥ ′ |ψ2⟩

)
=

(
ϵ 0

0 ϵ

)
, (5.36)

其中
ϵ =

λπ2

18 (m+ 2mn)2
(
2m2π2 − 3

) [
π2 (1 + 2n)2 − 6

]
, (5.37)

因此微扰修正后的能量为
E′ = m2 +

(2n+ 1)2

4
+ ϵ, (5.38)

不会解除二重简并。
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图 5.2: (a) 中心力场。(b) 八面体力场。

5.2 微扰引起的能级分裂
前一节表明哈密顿量相同能量的本征态承载哈密顿算符群至少一个不可约表示，这一节考虑在原有的哈

密顿量 Ĥ0 (r) 上加入降低其对称性的微扰项 Ĥ ′ (r) 后能级的劈裂。Ĥ0 (r) 的哈密顿算符群为 PGH0
，考虑微

扰项后 Ĥ (r) = Ĥ0 (r) + Ĥ ′ (r) 的哈密顿算符群为 PGH
，Ĥ ′ (r) 的加入对对称性的影响分为以下两种情况：

1. Ĥ ′ (r) 的对称性高于或等于 Ĥ0 (r) 的对称性，加入微扰后 PGH
与 PGH0

相同，原来的必然简并仍不劈
裂，但偶然简并可能发生劈裂。

2. Ĥ ′ (r) 的对称性比 Ĥ0 (r) 的低，加入微扰后 PGH
为 PGH0

的子群，PGH0
中的不可约表示分导到 PGH

可能变为可约表示，即发生能带劈裂。

以下使用中心力场的电子态在八面体场下的能级分裂展示微扰导致的对称性降低现象。在原子极限下，
电子感受到原子核的库伦势 VC (r) = −k/r，哈密顿量为 Ĥ0 (r) = p2/2m− k/r。仅考虑纯转动操作，此时
的哈密顿算符群为 PGH0

∼= SO (3)，如图5.2(a) 所示。将此体系放入一八面体体心，八面体的顶点为其他原
子，原来的电子还会感受到顶点原子的库伦作用

VO (r) = −
6∑

i=1

k

|Ri − r| , (5.39)

其中 Ri 表示 6个顶点原子的位置矢量。VO (r)并不具有 SO (3)的对称性，而是具有 O 群的点群对称性，如
图5.2(b) 所示。若顶点原子与体心原子的距离远大于玻尔半径，则 VO (r) 相对于 Ĥ0 (r) 则可认为是微扰项，
微扰项的对称性低于原体系的对称性，哈密顿算符群为 PGH

∼= O，是 PGH0
的子群。分析加入微扰后能级是

否发生分裂，需要考察 PGH0
∼= SO (3) 的不可约表示分导至子群 PGH

∼= O 中，是否仍为子群的不可约表示。
SO (3) 群的不可约表示由 ℓ 标记，ℓ 为非负整数，不可约表示维度为 2ℓ+ 1，基函数为球谐函数

Y m
ℓ (θ, φ) = Pm

ℓ (cos θ) eimφ, (5.40)

其中 m = −ℓ,−ℓ+ 1, · · · , ℓ。球谐函数的具体定义见 3.2 节。前两个表示的基函数为：

角量子数 磁量子数 轨道标记 基函数 备注
ℓ = 0 m = 0 s Y 0

0 (θ, φ) = 1
2

√
1
π 1 维恒等表示

Y −1
1 (θ, φ) = 1

2

√
3
2π sin θe−iφ

ℓ = 1 m = −1, 0, 1 p Y 0
1 (θ, φ) = 1

2

√
3
2π cos θ 3 维不可约表示

Y 1
1 (θ, φ) = −1

2

√
3
2π sin θeiφ

153
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O {e} 8 {C3} 3
{
C2
4

}
6 {C4} 6 {C2}

A1 1 1 1 1 1

A2 1 1 1 −1 −1
E 2 −1 2 0 0

T1 3 0 −1 1 −1
T2 3 0 −1 −1 1

表 5.1: O 群特征标表。

利用特征标理论判断 SO (3) 群的 3 维表示 A1 在 O 群中是否发生劈裂。O 群的特征标表如表5.1所示。
考虑相应操作对球谐函数的作用，如 C3 对应的函数变换算符 PC3 对基函数的变换为

PC3Y
−1
1 (θ, φ) = Y −1

1

(
C−1
3 (θ, φ)

)
= Y −1

1

(
θ, φ− 2π

3

)
= ei2π/3Y −1

1 (θ, φ) ,

PC3Y
0
1 (θ, φ) = Y 0

1

(
C−1
3 (θ, φ)

)
= Y 0

1 (θ, φ) , (5.41)

PC3Y
1
1 (θ, φ) = Y 1

1

(
C−1
3 (θ, φ)

)
= e−i2π/3Y 1

1 (θ, φ) ,

因此，C3 的特征标为 χC3 = 1 + ei2π/3 + e−i2π/3 = 0。同理，C2
4 对基函数的作用为

PC2
4
Y −1
1 (θ, φ) = Y −1

1

((
C2
4

)−1
(θ, φ)

)
= Y −1

1 (θ, φ− π) = eiπY −1
1 (θ, φ) ,

PC2
4
Y 0
1 (θ, φ) = Y 0

1

((
C2
4

)−1
(θ, φ)

)
= Y 0

1 (θ, φ) , (5.42)

PC2
4
Y 1
1 (θ, φ) = Y 1

1

((
C2
4

)−1
(θ, φ)

)
= e−iπY 1

1 (θ, φ) ,

因此 χC2
4
= 1 + eiπ + e−iπ = −1。其他操作的特征标可类似求出。或者，可以使用 SO (3) 群不可约表示特

征标公式 χℓ (α) = sin(ℓ+1/2)α
sin(α/2) 计算相应操作的特征标。

利用特征标公式算出 SO (3) 群前四个不可约表示到其子群 O 群的分导表示的特征标为

{e} 8 {C3} 3
{
C2
4

}
6 {C4} 6 {C2}

s|O 1 1 1 1 1

p|O 3 0 −1 1 −1
d|O 5 −1 1 −1 1

f |O 7 1 −1 −1 −1

因此，s 态分导为 O 群的 1 维恒等表示 A1，p 态分导为 T1 表示，简并能级不分裂，而 d 态的分导表示为
E ⊕ T2，五重简并能级分裂为二重简并能级和三重简并能级，如图5.3所示，这种能级劈裂称为晶体场劈裂
（Crystal field splitting）。若进一步考虑空间反演操作，考虑八面体场微扰后的哈密顿算符群为 GPH

∼= Oh，
d 态分裂为 Ad = Eg ⊕ T2g，g 表示偶宇称，常见于过渡金属氧化物电子态的讨论。

若进一步降低对称性，将八面体场沿 z 方向拉伸，哈密顿算符群变为 PGH
∼= D4，D4 群特征标表及 O

群的 E 表示和 T2 表示在 D4 中的分导表示如表5.2所示。具体群元的对应关系见例 2.29。因此，O 群的 E

表示分裂为 A1 和 B1 表示，而 T2 表示分裂为 E 表示和 B2。这种对称性降低导致的能级分裂有时会使系
统能量降低，称为 Jahn-Teller 效应。
图5.3与图5.4等都描述一个群的不可约表示与其子群不可约表示间的关系，这种关系称为相容性原理。
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图 5.3: 中心力场到八面体力场的晶体场劈裂。

D4 {e}
{
C2
4

}
2 {C4} 2

{
C

(1)
2

}
2
{
C

(2)
2

}
A1 1 1 1 1 1

A2 1 1 1 −1 −1
B1 1 1 −1 1 −1
B2 1 1 −1 −1 1

E 2 −2 0 0 0

EO|D4 2 2 0 2 0

TO
2 |D4 3 −1 −1 −1 1

表 5.2: D4 群特征标表及 O 群 E 表示及 T2 表示的分导表示。

图 5.4: d 态电子 Jahn-Teller 效应的能级分裂。
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5.3 投影算符
上一节对能级劈裂的判断利用到表示的特征标，然而群表示的确定依赖于基函数的选取，约化表示空间，

只需约化基函数即可。以下将以 D3 群为例，展示齐次函数基的约化。
已知 D3 群在 R3 中的表示矩阵为

A (e) =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , A (d) =


−1

2 −
√
3
2 0

√
3
2 −1

2 0

0 0 1

 , A (f) =


−1

2

√
3
2 0

−
√
3
2 −1

2 0

0 0 1

 , (5.43)

A (a) =


−1 0 0

0 1 0

0 0 −1

 , A (b) =


1
2

√
3
2 0

√
3
2 −1

2 0

0 0 −1

 , A (c) =


1
2 −

√
3
2 0

−
√
3
2 −1

2 0

0 0 −1

 ,

由此可知 D3 群操作对二次齐次函数
{
x2, y2, z2, xy, xz, yz

} 的作用。以群元 d 为例，对应的函数变换算符
P̂d 作用在六个基函数分别为（具体计算见例 2.8）

P̂dx
2 =

(
d−1x

)2
= (fx)2 =

(
−1

2
x+

√
3

2
y

)2

=
1

4
x2 +

3

4
y2 −

√
3

2
xy,

P̂dy
2 = (fy)2 =

(
−
√
3

2
x− 1

2
y

)2

=
3

4
x2 +

1

4
y2 +

√
3

2
xy,

P̂dz
2 = (fz)2 = z2,

P̂dxy = (fx) (fy) =

(
−1

2
x+

√
3

2
y

)(
−
√
3

2
x− 1

2
y

)
=

√
3

4
x2 −

√
3

4
y2 − 1

2
xy, (5.44)

P̂dxz = (fx) (fz) =

(
−1

2
x+

√
3

2
y

)
z = −1

2
xz +

√
3

2
yz,

P̂dyz = (fy) (fz) =

(
−
√
3

2
x− 1

2
y

)
z = −

√
3

2
xz − 1

2
yz.

注意到以 x2 + y2 作为一个函数，满足

P̂d

(
x2 + y2

)
= x2 + y2, (5.45)

而用 x2 − y2 作为一个函数，满足

P̂d

(
x2 − y2

)
= −1

2

(
x2 − y2

)
−
√
3xy, (5.46)

而 P̂dxy 亦可用函数 x2 − y2 与 xy 的线性叠加表示

P̂dxy =

√
3

4

(
x2 − y2

)
− 1

2
xy. (5.47)

因此，重新组合基函数后，以 x2 + y2 及 {
x2 − y2, xy

} 为新的基函数可以分别构成 1 维和 2 维的函数空间，
看上去可以承载 D3 群的一个 1 维和 2 维表示。当取遍历 D3 群所有群元后，可以发现上述猜测的确是成
立的，即可将初始的 6 维表示空间 {

x2, y2, z2, xy, xz, yz
} 约化为 {

x2 + y2
}
,
{
x2 − y2, xy

}
, {xz, yz} ,

{
z2
}

这些表示空间的直和，此结果与利用特征标理论判断是一致的，根据特征标，也能得到此 6 维表示可约化为
2A1⊕ 2E，即 {

x2 + y2
} 和 {

z2
} 作为基函数，都承载 1 维的 A1 表示，而

{
x2 − y2, xy

}
, {xz, yz} 都承载 2
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维的 E 表示。相比于根据特征标判断，约化基函数不仅能给出表示空间的约化信息，更能给出约化后表示
空间的基函数信息。
因此，如何从任意基函数出发，寻找完整的承载不可约表示的基函数，是约化基函数的核心。这一过程

可用投影算符完成。

§ 定义 5.3. 投影算符 线性空间 V 上的线性算符 P，若满足 P 2 = P，则称 P 是 V 上的一个投影算

符。

该定义可用以下例子来理解：
例 5.5. R3 中对 xy 面（R2）的投影 P 是投影算符。因为 P r = r∥，其中 r = r∥ + rz ẑ，而 P 2r = P r∥ = r∥，
即 P 2 = P。

关于投影算符有以下几点说明。
注 1. P 的值域为 RP = PV = {z ∈ V |z = P r, r ∈ V }。

注 2. P 的核为 NP = {z′ ∈ V |P z′ = 0}。

注 3. ∀z ∈ RP，P z = z。

注 4. 若 P 为 V 上的投影算符，则 I−P 也是投影算符（I 为恒等算符），因为 (I − P )2 = (I − P )−(P − P ) =
I − P。

注 5. 若 V 上存在投影算符 P，则 V = RP ⊕NP；反之，若 V =W1 ⊕W2，则一定存在相应的投影算符。

实际上，最后一点可以推广为更一般的形式再加以证明，表现为以下定理。

■ 定理 5.4. 若线性空间 V =W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Wk，则 V 上存在投影算符 P1, P2, · · · , Pk，满足：

1. P 2
i = Pi；

2. 若 i ̸= j，则 PiPj = 0；

3. P1 + P2 + · · ·+ Pk = I；

4. PiV =Wi，i = 1, 2, · · · , k。

反之，若线性空间 V 上存在算符满足上面四个条件，则 V =W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Wk。

将投影算符应用至表示空间，得到以下定理。

■ 定理 5.5. 设 n 阶群 G 的不可约酉表示为 Aα，α = 1, 2, · · · , q，维数为 sα。P 为 G 对应的算符

群，PG =
{
P̂g|g ∈ G

}
。定义算符

P̂
(α)
kj =

sα
n

∑
g∈G

A
(α)∗
kj (g) P̂g,

则这些算符满足下列关系

P̂
(α)
kj P̂

(β)
il = δαβδijP̂

(α)
kl ,

且 P̂
(α)
jj 为投影算符。
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证明. 直接代入有

P̂
(α)
kj P̂

(β)
il =

sαsβ
n2

∑
g,g′

A
(α)∗
kj (g) P̂gA

(β)∗
il

(
g′
)
P̂g′ (5.48)

=
sαsβ
n2

∑
g,g′

A
(α)∗
kj (g)A

(β)
li

(
g′−1

)
P̂gg′ ,

其中已利用酉表示的性质 A† (g) = A−1 (g) = A
(
g−1
)，或 A∗

ji (g) = Aij (g)。令 gg′ = g′′，g′−1 = g′′−1g，则

P̂
(α)
kj P̂

(β)
il =

sαsβ
n2

∑
g,g′′

A
(α)∗
kj (g)A

(β)
li

(
g′′−1g

)
P̂g′′

=
sαsβ
n2

∑
g,g′′

sβ∑
m=1

A
(α)∗
kj (g)A

(β)
lm

(
g′′−1

)
A

(β)
mi (g) P̂g′′

=
sα
n

∑
g′′

sβ∑
m=1

[
sβ
n

∑
g

A
(α)∗
kj (g)A

(β)
mi (g)

]
A

(β)
lm

(
g′′−1

)
P̂g′′

=
sα
n

∑
g′′

sβ∑
m=1

δαβδkmδijA
(β)
lm

(
g′′−1

)
P̂g′′ (5.49)

=
sα
n

∑
g

δαβδijA
(α)∗
kl (g) P̂g

= δαβδijP̂
(α)
kl ,

其中已利用正交性定理。P̂ (α)
kj 并非投影算符，但对角项 P̂

(α)
jj 为投影算符，利用正交性定理容易证明[

P̂
(α)
jj

]2
=
sα
n

∑
g′′

sα∑
m=1

δjmA
(α)∗
mj

(
g′′
)
P̂g′′ = P̂

(α)
jj . (5.50)

对所有不可约表示的对角项 P̂
(α)
jj 求和，仍是投影算符，并且是恒等算符。

■ 定理 5.6.
∑q

α=1

∑sα
j=1 P̂

(α)
jj = P̂e，其中 P̂e 为恒等算符。

该定理证明见李新征《群论及其在凝聚态物理中的应用》第四章 4.3 节。
有了上述算符，我们可以定义不可约表示的对称化基函数。

■ 定理 5.7. 有限群不可约表示基函数定理 1 设 PG =
{
P̂g|g ∈ G

}
是群 G 的算符群（相当于前文提

及的哈密顿算符群），由它可以定义算符 P̂
(α)
ij 。一组基函数 φ

(α)
i ，i = 1, 2, · · · , sα 构成群 G 的第 α 个

不可约酉表示基函数的充要条件是

P̂
(α)
ij φ

(α)
j = φ

(α)
i ,

其中 φ
(α)
i 称为对称化基函数。

证明. 充分性：
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由 P̂
(α)
ij φ

(α)
j = φ

(α)
i 知对任意 g ∈ G，

P̂gφ
(α)
i = P̂gP̂

(α)
ij φ

(α)
j

= P̂g
sα
n

∑
g′∈G

A
(α)∗
ij

(
g′
)
P̂g′φ

(α)
j (5.51)

=
sα
n

∑
g′∈G

A
(α)∗
ij

(
g′
)
P̂gg′φ

(α)
j ,

令 gg′ = g′′ 有

P̂gφ
(α)
i =

sα
n

∑
g′′∈G

A
(α)∗
ij

(
g−1g′′

)
P̂g′′φ

(α)
j

=
sα
n

∑
g′′∈G

sα∑
m=1

A
(α)∗
im

(
g−1
)
A

(α)∗
mj

(
g′′
)
P̂g′′φ

(α)
j

=

sα∑
m=1

A
(α)∗
im

(
g−1
)sα

n

∑
g′′∈G

A
(α)∗
mj

(
g′′
)
P̂g′′

φ(α)
j (5.52)

=

sα∑
m=1

A
(α)∗
im

(
g−1
)
P̂

(α)
mj φ

(α)
j

=

sα∑
m=1

A
(α)
mi (g)φ

(α)
m ,

即 φ
(α)
i （i = 1, 2, · · · , sα）构成群 G 的第 α 个不可约酉表示的基函数。
必要性：
设 φ

(β)
i （i = 1, 2, · · · , sβ）构成群 G 的第 β 个不可约酉表示的基函数，则

P̂gφ
(β)
j =

sβ∑
m=1

A
(β)
mj (g)φ

(β)
m . (5.53)

因此

P̂
(α)
ij φ

(β)
k =

sα
n

∑
g∈G

A
(α)∗
ij (g) P̂gφ

(β)
k

=
sα
n

∑
g∈G

A
(α)∗
ij (g)

sβ∑
m=1

A
(β)
mk (g)φ

(β)
m (5.54)

=

sβ∑
m=1

sα
n

∑
g∈G

A
(α)∗
ij (g)A

(β)
mk (g)

φ(β)
m

=

sα∑
m=1

δimδjkδαβφ
(β)
m

= δjkδαβφ
(α)
i ,

取 α = β, j = k，即满足 P̂
(α)
ij φ

(α)
j = φ

(α)
i 。

从一个对称化基函数 φ
(α)
j 出发，利用 P̂ij (α)可求得第 α个表示所有的对称化基函数。然而使用 P̂ij (α)

的缺点是需要所有表示矩阵元，并且群表示矩阵不唯一，群表示矩阵之间可相差相似变换。因此，更加常见
的是利用特征标定义的特征标投影算符得到对称化基函数。
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§ 定义 5.4. 特征标投影算符 P̂ (α) =
∑sα

j=1 P̂
(α)
jj = sα

n

∑
g∈G χ

(α)∗P̂g。

利用特征标投影算符，可以得到承载不可约表示的基函数。由完备性定理，有限群 G 的表示空间 V 中
任意一个矢量 ψ 都能展开为

ψ =
∑
i

q∑
α=1

sα∑
l=1

a
(α)
il φ

(α)
il , (5.55)

其中 α表示不等价不可约表示指标，l 表示同一个不可约表示中基的指标，i表示每个不等价不可约表示重复
的指标。比如一个 6维表示空间 V 可约化为 V = 2A1⊕ 2A3，其中 A1 和 A3 分别为 1维和 2维不等价不可
约表示，则其存在的基函数可以表示为

{
φ
(1)
11

}
,
{
φ
(1)
21

}
（承载两个 1维 A1 表示）和

{
φ
(3)
11 , φ

(3)
12

}
,
{
φ
(3)
21 , φ

(3)
22

}
（承载两个 2 维 A3 表示）。将特征标投影算符作用在矢量 ψ 上有

P̂ (α)ψ =
∑
i

q∑
β=1

sβ∑
l=1

a
(β)
il P̂

(α)φ
(β)
il

=
∑
i

q∑
β=1

sβ∑
l=1

a
(β)
il

sα∑
j=1

P̂
(α)
jj φ

(β)
il (5.56)

=
∑
i

q∑
β=1

sβ∑
l=1

a
(β)
il

sα∑
j=1

δαβδjlφ
(α)
ij

=
∑
i

sα∑
l=1

a
(α)
il φ

(α)
il ,

其中第三个等号利用了式 (5.54)。可见 P̂ (α) 将属于第 α 个不等价不可约表示的基函数提取出来。
例 5.6. D3 群，取 {φ1, · · · , φ6} =

{
x2, y2, z2, xy, xz, yz

}
，利用特征标投影算符构造对称化基函数。

D3 群的特征标表为
D3 {e} 2 {d} 3 {a}
A1 1 1 1

A2 1 1 −1
A3 2 −1 0

构造特征标投影算符
P̂ (1) =

1

6

(
P̂e + P̂d + P̂f + P̂a + P̂b + P̂c

)
,

P̂ (2) =
1

6

(
P̂e + P̂d + P̂f − P̂a − P̂b − P̂c

)
,

P̂ (3) =
2

6

(
2P̂e − P̂d − P̂f

)
.

群元函数算符作用在基函数上的结果为
x2 y2 z2 xy xz yz

P̂e x2 y2 z2 xy xz yz

P̂d
x2

4 + 3y2

4 −
√
3xy
2

3x2

4 + y2

4 +
√
3xy
2 z2

√
3x2

4 −
√
3y2

4 − xy
2 −xz

2 +
√
3yz
2 −

√
3xz
2 − yz

2

P̂f
x2

4 + 3y2

4 +
√
3xy
2

3x2

4 + y2

4 −
√
3xy
2 z2 −

√
3x2

4 +
√
3y2

4 − xy
2 −xz

2 −
√
3yz
2

√
3xz
2 − yz

2

P̂a x2 y2 z2 −xy xz −yz
P̂b

x2

4 + 3y2

4 +
√
3xy
2

3x2

4 + y2

4 −
√
3xy
2 z2

√
3x2

4 −
√
3y2

4 + xy
2

xz
2 +

√
3yz
2

√
3xz
2 − yz

2

P̂c
x2

4 + 3y2

4 −
√
3xy
2

3x2

4 + y2

4 +
√
3xy
2 z2 −

√
3x2

4 +
√
3y2

4 + xy
2

xz
2 −

√
3yz
2 −

√
3xz
2 − yz

2
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代入特征标投影算符得
x2 y2 z2 xy xz yz

P̂ (1) 1
2

(
x2 + y2

)
1
2

(
x2 + y2

)
z2 0 0 0

可以发现函数 1
2

(
x2 + y2

) 和 z2 都承载 A1 不等价不可约表示，对应对称化基函数为

φ
(1)
11 =

1

2

(
x2 + y2

)
, φ

(1)
21 = z2.

同理有
x2 y2 z2 xy xz yz

P̂ (2) 0 0 0 0 0 0

P̂ (3) 1
2

(
x2 − y2

)
−1

2

(
x2 − y2

)
0 xy xz yz

显然六个函数都不承载 A2 表示。剩余的四个函数 1
2

(
x2 − y2

)
, xy, xz, yz 都承载 A3 表示，且 A3 为 2 维表

示，因此需要判断四个函数如何两两组合构成 A3 表示的基函数。为此，只需取一个群元算符作用于四个函
数上，以 P̂d 为例，得到

1
2

(
x2 − y2

)
xy xz yz

P̂d −1
4

(
x2 − y2

)
−

√
3
2 xy

√
3
4

(
x2 − y2

)
− 1

2xy −xz
2 +

√
3yz
2 −

√
3xz
2 − yz

2

可见 {
1
2

(
x2 − y2

)
, xy
} 被群元联系，因此承载一个 A3 表示，同理 {xz, yz} 也承载一个 A3 表示，即对称化

基函数为

φ
(3)
11 =

1

2

(
x2 − y2

)
, φ

(3)
12 = xy,

φ
(3)
21 = xz, φ

(3)
22 = yz.

在对称化基函数
{
φ
(1)
11 , φ

(1)
21 , φ

(3)
11 , φ

(3)
12 , φ

(3)
21 , φ

(3)
22

}
展开的线性空间中，写出的表示矩阵具有分块对角形式，如

A (d) =



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 −1
2

√
3
2 0 0

0 0 −
√
3
2 −1

2 0 0

0 0 0 0 −1
2 −

√
3
2

0 0 0 0
√
3
2 −1

2


.

可见寻找对称化基函数的过程即为将表示矩阵分块对角化的过程。
同理，可以验证，若以 {x, y, z} 为基函数，可得到对称化基函数

φ
(3)
11 = x, φ

(3)
12 = y, φ

(2)
11 = z,

即 {x, y} 承载 A3 表示，{z} 承载 A2 表示。
对称化基函数的信息可以简化对称性分析，一般会在特征标表中注明承载不可约表示的一次和二次齐次

函数。表5.3和5.4分别列出承载 O 群和 D4 群不可约表示的齐次函数，用此可直接判断 Jahn-Taller 效应中
O 群的 E 表示（{x2 − y2, 2z2 − x2 − y2}）会劈裂为 D4 群的 A1 表示（x2 + y2, z2）和 B1 表示（x2 − y2），
而 O 群的 T2 表示（{xy, xz, yz}）会劈裂为 D4 群的 E 表示（{xz, yz}）和 B2 表示（xy），与上一节利用
特征标计算的结果一致。
不可约酉表示的基函数同时具有以下性质。
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O {e} 8 {C3} 3
{
C2
4

}
6 {C4} 6 {C2}

A1 1 1 1 1 1 x2 + y2 + z2

A2 1 1 1 −1 −1
E 2 −1 2 0 0

(
x2 − y2, 2z2 − x2 − y2

)
T1 3 0 −1 1 −1 (x, y, z)

T2 3 0 −1 −1 1 (xy, yz, xz)

表 5.3: O 群特征标表及承载不可约表示的对称化基函数。

D4 {e}
{
C2
4

}
2 {C4} 2

{
C

(1)
2

}
2
{
C

(2)
2

}
A1 1 1 1 1 1 x2 + y2, z2

A2 1 1 1 −1 −1 z

B1 1 1 −1 1 −1 x2 − y2

B2 1 1 −1 −1 1 xy

E 2 −2 0 0 0 (x, y) (xz, yz)

表 5.4: D4 群特征标表及承载不可约表示的对称化基函数。

■ 定理 5.8. 有限群不可约表示基函数定理 2（Wigner-Eckart 定理）有限群不等价不可约酉表示的
基函数 φ

(α)
i ，i = 1, 2, · · · , sα，α = 1, 2, · · · , q 满足如下正交关系：〈

φ
(α)
i |φ

(β)
j

〉
= δijδαβf

(α),

其中 f (α) 与 i, j 无关。

证明. 哈密顿算符群 PG =
{
P̂g|g ∈ G

}
同态于系统对称群 G，是群 G 的一个酉表示，即 P̂g 是酉变换（保

持内积不变），因此有 〈
φ
(α)
i |φ

(β)
j

〉
=
〈
P̂gφ

(α)
i |P̂gφ

(β)
j

〉
=

〈∑
i′

φ
(α)
i′ A

(α)
i′i (g) |

∑
j′

φ
(β)
j′ A

(β)
j′j (g)

〉
(5.57)

=
∑
i′j′

A
(α)∗
i′i (g)A

(β)
j′j (g)

〈
φ
(α)
i′ |φ

(β)
j′

〉
.
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上式等号左边与群元 g 无关，取遍所有群元有〈
φ
(α)
i |φ

(β)
j

〉
=

1

n

∑
g∈G

∑
i′j′

A
(α)∗
i′i (g)A

(β)
j′j (g)

〈
φ
(α)
i′ |φ

(β)
j′

〉

=
∑
i′j′

 1

n

∑
g∈G

A
(α)∗
i′i (g)A

(β)
j′j (g)

〈φ(α)
i′ |φ

(β)
j′

〉
=
∑
i′j′

1

sα
δαβδi′j′δij

〈
φ
(α)
i′ |φ

(β)
j′

〉
(5.58)

=
1

sα
δαβδij

∑
k

〈
φ
(α)
k |φ

(α)
k

〉
= δαβδijf

(α),

其中 f (α) = 1
sα

∑
k

〈
φ
(α)
k |φ

(α)
k

〉
为与 i, j 无关的值，是仅与 α 相关的数。

注. 此处内积定义在基函数所处的函数空间。

若采用前文使用的记号 φ
(α)
il ，则不同的基函数之间，只有 φ

(α)
il 和 φ

(α)
i′l 之间是不正交的，即当同一个不

可约表示重复出现时，对应的基函数不正交。若同时考虑哈密顿量的对称性，还有以下定理。

■ 定理 5.9. 若 φ
(α)
k 是哈密顿算符群的第 α 个不等价不可约表示的第 k 个基，那么 Ĥ (r)φ(α)

k 也按

照这个群的第 α 个不等价不可约表示的第 k 个基变化。

证明. 因为 φ
(α)
k 承载哈密顿算符群第 α 个不等价不可约表示，所以对任意 P̂g ∈ PG，有

P̂gφ
(α)
k (r) =

∑
l

φ
(α)
l (r)A(α)

lk (g) . (5.59)

注意到
[
Ĥ (r) , P̂g

]
= 0，因此

P̂g

[
Ĥ (r)φ(α)

k (r)
]
= Ĥ (r) P̂gφ

(α)
k (r)

=
∑
l

Ĥ (r)φ(α)
l (r)A(α)

lk (g) (5.60)

=
∑
l

[
Ĥ (r)φ(α)

l (r)
]
A

(α)
lk (g) ,

即 Ĥ (r)φ(α)
k (r) 也是第 α 个不等价不可约表示第 k 个基函数。

上述两个关于基函数的定理可用于简化薛定谔方程的计算。一般薛定谔方程难以有解析结果，因而需要
数值求解。求解过程中，需要选定一组基函数来展开波函数，如取定 φi (r)，i = 1, 2, · · · , N 为一组基函数，
波函数在这组基下展开为

ψ (r) =
N∑
p=1

cpφp (r) . (5.61)

将之代入定态薛定谔方程 Ĥ (r)ψ (r) = Eψ (r) 后，得到∑
p

[
Ĥ (r)φp (r) cp − Eφp (r) cp

]
= 0, (5.62)
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或 ∑
p

[∫
drφ∗

q (r) Ĥ (r)φp (r)− E
∫
drφ∗

q (r)φp (r)
]
= 0. (5.63)

显然对于 φp (r) 和 φq (r) 的二元运算
∫
drφ∗

q (r)φp (r) 满足内积的定义，可表示为基函数的内积 ⟨φq|φp⟩ =∫
drφ∗

q (r)φp (r)。因此薛定谔方程可表示为矩阵方程
K11 K12 · · · K1N

K21 K22 · · · K2N

...
... . . . ...

KN1 KN2 · · · KNN




c1

c2
...
cN

 =


0

0
...
0

 , (5.64)

其中矩阵元为
Kqp = ⟨φq| Ĥ |φp⟩ − E ⟨φq|φp⟩ . (5.65)

解此薛定谔方程即需要解久期方程

detK = det


K11 K12 · · · K1N

K21 K22 · · · K2N

...
... . . . ...

KN1 KN2 · · · KNN

 = 0. (5.66)

对于一般的基函数 φi (r)，N×N 矩阵 K 的矩阵元一般都非零，求解此久期方程需要的时间复杂度为 O
(
N3
)，

需要耗费较多计算资源。
若以对称化基函数展开波函数，即

ψ (r) =
∑
i

q∑
α=1

sα∑
l=1

a
(α)
il φ

(α)
il (r) , (5.67)

（α 表示不等价不可约表示指标，l 表示同一个不可约表示中基的指标，i 表示每个不等价不可约表示重复的
指标）由定理 5.8 和 5.9 知 K 矩阵的矩阵元为

Kαβ
jn;im =

〈
φ
(α)
jn

∣∣∣ Ĥ ∣∣∣φ(β)
im

〉
− E

〈
φ
(α)
jn |φ

(β)
im

〉
(5.68)

= δαβδmnK
αα
jm;im,

即此时 K 矩阵具有分块对角形式。如六个对称化基函数为 φ
(1)
11 , φ

(1)
21 , φ

(2)
11 , φ

(2)
12 , φ

(2)
21 , φ

(2)
22（第一个表示是 1

维表示，出现两次；第二个表示是 2 维表示，出现两次），则 K 矩阵为

φ
(1)
11 φ

(1)
21 φ

(2)
11 φ

(2)
21 φ

(2)
12 φ

(2)
22

φ
(1)
11 K11

11;11 K11
11;21

φ
(1)
21 K11

21;11 K11
21;21

φ
(2)
11 K22

11;11 K22
11;21

φ
(2)
21 K22

21;11 K22
21;21

φ
(2)
12 K22

12;12 K22
12;22

φ
(2)
22 K22

22;12 K22
22;22


, (5.69)

其余矩阵元为零，因此可简化久期方程的计算。
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5.4 矩阵元定理与选择定则
由投影算符和对称化基函数的性质，可知给定哈密顿量 Ĥ0，其本征态可用对应的哈密顿量算符群的不

等价不可约表示的对称化基函数标记，矩阵元
〈
φ
(α)
n

∣∣∣ Ĥ0

∣∣∣φ(β)
m

〉
仅有当表示和基函数都相同即 α = β,m = n

时才不为零。现在若加入微扰哈密顿量 Ĥ ′，则需要计算微扰矩阵元
〈
φ
(α)
n

∣∣∣ Ĥ ′
∣∣∣φ(β)

m

〉
。同样地，对称性会约

束部分微扰矩阵元的值为零。

■ 定理 5.10. 矩阵元定理 若微扰哈密顿量作用在初态波函数上得到的函数 Ĥ ′ (r)φ(α)
n (r) 不包含末态

波函数的成分，即群 G 的第 β 个不可约表示的基 φ
(β)
m (r)，那么矩阵元

〈
φ
(β)
m

∣∣∣ Ĥ ′
∣∣∣φ(α)

n

〉
= 0。

证明. 此处仅证明不等价不可约表示不重复出现的情形，若表示可重复出现，证明过程是类似的。̂H ′ (r)φ(α)
n (r)

可用未微扰哈密顿量 Ĥ0 的算符群的对称化基函数展开，即

Ĥ ′ (r)φ(α)
n (r) =

q∑
γ=1

sγ∑
l=1

φ
(γ)
l a

(γ)
l , (5.70)

其中 a
(γ)
l 是展开系数。利用 Wigner-Eckart 定理有

〈
φ(β)
m

∣∣∣ Ĥ ′
∣∣∣φ(α)

n

〉
=

q∑
γ=1

sγ∑
l=1

a
(γ)
l

〈
φ(β)
m |φ

(γ)
l

〉

=

q∑
γ=1

sγ∑
l=1

a
(γ)
l δmlδβγf

(β) (5.71)

= a(β)m f (β).

若 Ĥ ′ (r)φ(α)
n (r) 不包含末态波函数 φ

(β)
m (r) 的成分，即 a

(β)
m = 0，则矩阵元为零。

矩阵元定理可进一步用直积表示理解。将 Ĥ ′ (r) 视为依赖于坐标的函数，它会承载 Ĥ0 的对称群 G 的
一个表示 Aγ，φ(α)

m (r) 则承载 Aα 表示，一般根据 Ĥ ′ (r) 的对称性高低可分为两种形况：

1. 若 Ĥ ′ (r) 的对称性很高，即 Ĥ ′ (r) 承载对称群 G 的 1 维恒等表示，则 Ĥ ′ (r)φ(α)
n (r) 承载 Aα 表示，

此时 β ̸= α 的矩阵元全部为零，即为完全禁戒跃迁。

2. 若 Ĥ ′ (r) 的对称性较低，Ĥ ′ (r)φ(α)
n (r) 承载直积表示 Aγ ⊗Aα，若 Aγ ⊗Aα 分解后不包含末态承载的

Aβ 表示，则矩阵元为零，此时为部分禁戒跃迁。若分解后包含 Aβ 表示，则需进一步判断 Ĥ ′ (r)φ(α)
n (r)

是否包含 Aβ 表示的第 m 个基函数 φ
(β)
m (r)，若包含，则为允许跃迁。

因此可以使用特征标判断是否发生禁戒跃迁。令 Aγ ⊗Aα =
∑q

ν=1⊕mνA
ν，则如果

mβ =
1

n

∑
g

χβ∗ (g)χγ (g)χα (g) = 0, (5.72)

则矩阵元
〈
φ
(β)
m

∣∣∣ Ĥ ′
∣∣∣φ(α)

n

〉
= 0。当 mβ ̸= 0 时，需要进一步分析 Ĥ ′

∣∣∣φ(α)
n

〉
是否包含

∣∣∣φ(β)
m

〉
的成分，若包含，

则为允许跃迁，否则为禁戒跃迁。这种起源于对称性限制对跃迁矩阵元的约束，即是选择定则。
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电偶极跃迁和磁偶极跃迁
以下考虑最常见的情况，微扰项为电磁场与电子的相互作用，电场为 E = −∂A

∂t，磁场为 B = ∇×A。利
用最小耦合引入电磁场作用 p→ p− e

cA，哈密顿量变为

Ĥ (r) = 1

2m

(
p̂2 − e

c
A
)2

+ V (r)

=
p̂2

2m
+ V (r)− e

mc
p̂ ·A +O

(
A2
)

(5.73)

= Ĥ0 (r)−
e

mc
p̂ ·A +O

(
A2
)
,

其中 Ĥ0 (r) = p̂2

2m + V (r)，微扰哈密顿量为

Ĥ ′ (r) = − e

mc
p̂ ·A. (5.74)

由于 e
mc 是常数，A 是外场，二者都在系统的变换下不变，因此 Ĥ ′ 在对称操作下的变换形式与动量 p̂ 的变

换形式一致，即判断
〈
φ
(β)
m

∣∣∣ Ĥ ′
∣∣∣φ(α)

n

〉
是否为零只需判断

〈
φ
(β)
m

∣∣∣ p̂ ∣∣∣φ(α)
n

〉
是否为零。而 p̂ 也可用 m

ih̄

[
r̂, Ĥ0

]
代替，即 〈

φ(β)
m

∣∣∣ p̂ ∣∣∣φ(α)
n

〉
=
m

ih̄

〈
φ(β)
m

∣∣∣ [r̂, Ĥ0

] ∣∣∣φ(α)
n

〉
=
m

ih̄
(Eα − Eβ)

〈
φ(β)
m

∣∣∣ r̂ ∣∣∣φ(α)
n

〉
, (5.75)

因此动量 p̂ 的变换与坐标算符 r̂ 和电偶极矩算符 µ̂ = −er̂ 一致，因此这种电磁场跃迁也称为电偶极跃迁，
此时的微扰哈密顿量 Ĥ ′ (r) 是一个极矢量。若微扰哈密顿量 Ĥ ′ ∝ r̂× p̂，则 Ĥ ′ 按 R = (Rx, Ry, Rz) 进行变
换，其中 R 为轴矢量，此时的跃迁称为磁偶极跃迁。

例 5.7. 对于 Oh 群，若初态为 T2g 表示，求分别允许电偶极跃迁和磁偶极跃迁的末态表示。

Oh 群显含空间反演 I，是直积群 Oh = O ∪ IO = O ⊗ Ci，其中 Ci = {e, I} 是由空间反演生成的二阶
循环群，同构于 C2。一般地，直积群 G = GR ⊗Ci 的不可约表示可在直积因子 GR 不可约表示的基础上加
上空间反演操作的本征值——宇称来标记。如图5.5(a) 所示，设 GR 有 r 个不等价不可约表示，而 Ci 有两
个不等价不可约表示（见例 5.3），对应于偶宇称（1 维恒等表示）和奇宇称（1 维非恒等表示），则直积群
G = GR ⊗Ci 有 2r 个不等价不可约表示，如图5.5(b) 所示，其中 A1g, A2g, · · · , Arg 为偶宇称表示，即群元
IC1 = I 的特征标为 Si（Si 为 Ai 的维度）；而 A1u, A2u, · · · , Aru 为奇宇称表示，空间反演操作 I 的特征标
为 −Si。

O 群的特征标为 (表5.3)

O {e} 8 {C3} 3
{
C2
4

}
6 {C4} 6 {C ′

2}
A1 1 1 1 1 1 x2 + y2 + z2

A2 1 1 1 −1 −1
E 2 −1 2 0 0

(
x2 − y2, 2z2 − x2 − y2

)
T1 3 0 −1 1 −1 (x, y, z)

T2 3 0 −1 −1 1 (xy, yz, xz)
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图 5.5: (a) G = GR ⊗ Ci 中直积因子的特征标表。(b) 直积群 G 的特征标表。

因此 Oh 群的特征标为

Oh {e} 8 {C3} 3
{
C2
4

}
6 {C ′

2} 6 {C4} {I} 8 {IC3} 3
{
IC2

4

}
6 {IC ′

2} 6 {IC4}
A1g 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

A2g 1 1 1 −1 −1 1 1 1 −1 −1
Eg 2 −1 2 0 0 2 −1 2 0 0

T1g 3 0 −1 −1 1 3 0 −1 −1 1

T2g 3 0 −1 1 −1 3 0 −1 1 −1
A1u 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1
A2u 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 1 1

Eu 2 −1 2 0 0 −2 1 −2 0 0

T1u 3 0 −1 −1 1 −3 0 1 1 −1
T2u 3 0 −1 1 −1 −3 0 1 −1 1

若电子初态 φ(α) 承载 T2g 表示（如 dxy, dyz, dxz 轨道），电偶极矩 µ = er，在 O 群中，r = (x, y, z) 按 T1

表示进行变换，而考虑空间反演，有 I : r→ −r，因此 r 是奇宇称表示，则在 Oh 群中电偶极矩 µ 按 T1u 表
示变换。电偶极跃迁矩阵元

〈
φ
(β)
m

∣∣∣ Ĥ ′
∣∣∣φ(α)

n

〉
中，Ĥ ′

∣∣∣φ(α)
n

〉
按直积表示 T1u ⊗ T2g 变换，此表示可分解为

T1u ⊗ T2g = A2u ⊕ Eu ⊕ T1u ⊕ T2u,

若末态 φ(β) 包含以上分解的表示，则可以发生电偶极跃迁。显然，若初态是偶宇称，则允许发生电偶极跃迁
的末态必为奇宇称，因为奇宇称表示（Ĥ ′）和偶宇称表示（φ(α)）的直积必为奇宇称表示。
与之相应的，初态是偶宇称，允许发生磁偶极跃迁的末态必为偶宇称，因为 Ĥ ′ ∝ r̂ × p̂ 承载偶宇称表

示。Ĥ ′ ∝ R = (Rx, Ry, Rz) 在 O 群中按 T1 表示变换，但 I : R→ R，因此是偶宇称表示，则在 Oh 群中按
T1g 表示变换。直积表示分解为

T1g ⊗ T2g = A2g ⊕ Eg ⊕ T1g ⊕ T2g,

若末态 φ(β) 包含以上分解的表示，则可以发生磁偶极跃迁。
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例 5.8. 若对称性从前一例的 Oh 群降低为 C4v 群，则上述跃迁过程如何变化？

C4v 的特征标表为

C4v {e}
{
C2
4

}
2 {C4} 2 {σv} 2 {σd}

A1 1 1 1 1 1 z x2 + y2, z2

A2 1 1 1 −1 −1 Rz

B1 1 1 −1 1 −1 x2 − y2

B2 1 1 −1 −1 1 xy

E 2 −2 0 0 0 (x, y) , (Rx, Ry) (xz, yz)

由对称化基函数的对应关系知 Oh 的 T1u 表示分导在 C4v 中的分导表示存在直和分解 A1 ⊕E，对应电
偶极矩 µ = er 的 z 分量按 A1 表示变换，而 (x, y) 分量按 E 表示变换。而初态的 3 维 T2g 表示在 C4v 的
分导表示可分解为 B2 ⊕ E，分别对应 xy 和 (xz, yz) 的基函数。因此，若初态为 B2 表示，则

(A1 ⊕ E)⊗B2 = B2 ⊕ E,

此结果意味着 B2 表示的初态可被 z 偏振光（A1 表示）激发至 B2 表示的末态，而可被 (x, y) 偏振光（E 表
示）激发至 E 表示的末态，即显示出对光偏振方向的选择性吸收。同理，若初态为 E 表示，则有

(A1 ⊕ E)⊗ E = E ⊕A1 ⊕A2 ⊕B1 ⊕B2,

可作类似的分析得到相应的选择性吸收性质。

图 5.6: 极矢量和轴矢量在反射操作下的变换。

对于磁偶极跃迁，只需注意到 Oh 的 T1g 表示分导至 C4v 中的表示可分解为 A2 ⊕ E，即 Rz 按 A2 表
示变换而 (Rx, Ry) 按 E 表示变换。Rz 和 (Rx, Ry) 承载 C4v 不同的表示，也可从轴矢量的性质理解。如
图5.6所示，在反射操作下，轴矢量垂直反射面的分量保持不变，而平行于反射面的分量将反号，即

σx : (Rx, Ry, Rz)→ (Rx,−Ry,−Rz) ,

σy : (Rx, Ry, Rz)→ (−Rx, Ry,−Rz) ,

σz : (Rx, Ry, Rz)→ (−Rx,−Ry, Rz) .

因此在 C4v 中，
σvRz = σdRz = −Rz, σv (Rx, Ry) = (±Rx,∓Ry)

其中 ± 号视反射面为 σx 或 σy 而定。同时 Rz 在 C4z 下不变，而 Rx 在 C4z 下变为 Ry，因此 Rz 承载 1 维
非恒等表示 A2，(Rx, Ry) 承载 2 维表示 E。判断磁偶极跃迁只需分解 (A2 ⊕ E)⊗ B2 和 (A2 ⊕ E)⊗ E 即
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可，即

(A2 ⊕ E)⊗B2 = B1 ⊕ E,

(A2 ⊕ E)⊗ E = E ⊕A1 ⊕A2 ⊕B1 ⊕B2.

以上的讨论只考虑了电子波函数的初末态变换，然而在固体材料中，外场除了能激发电子态外，还能激
发其他准粒子，如声子、磁振子等。对于实际情况，在具有空间反演不变性的体系，被电偶极跃迁联系起的
两个电子态有时具有相同的宇称，这是因为跃迁过程中声子态被激发至相反宇称的末态上。因此对于一般情
况，需要考虑的跃迁矩阵元应为 〈

ψ′
v, ψ

′
e

∣∣ Ĥ ′ |ψv, ψe⟩ , (5.76)

其中 ψv 和 ψe 分别为振动态和电子态，需要求三个表示的直积分解：AH′ ⊗Av ⊗Ae。
振动模式
接下来以水分子的振动模式为例，展示分子振动模式如何承载点群的不可约表示。

图 5.7: 水分子示意图，点群为 C2v。

水分子示意图如图5.7所示，其点群为 C2v，二次轴 C2 平分两个氢氧键夹角，反射面 σv 和 σ′v 分别是水
分子所处平面和氢原子-氢原子连线的垂直平分面。C2v 群的特征标表为

C2v e C2 σv σ′v

A1 1 1 1 1 z x2, y2, z2

A2 1 1 −1 −1 Rz xy

B1 1 −1 1 −1 Ry, x xz

B2 1 −1 −1 1 Rx, y yz

当各原子核处于平衡位置时，三个原子核的波函数 ψi（i = O,H1,H2）会构成 C2v 群的一个表示，即对任
意 g ∈ C2v，有

P̂gψi =
∑
j

Aa.s.
ji (g)ψj , (5.77)

其中
Aa.s.

ji (g) = ⟨ψj | P̂g |ψi⟩ , (5.78)

该表示称为原子位点的自身表示（a.s. 表示 atomic site）。对于水分子，取 {ψO, ψH1 , ψH2} 为基函数，可写
出原子位点自身表示矩阵为

Aa.s. (e) =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , Aa.s. (C2) =


1 0 0

0 0 1

0 1 0

 ,
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图 5.8: 水分子的三种振动模，其中 (a) (b) 振动模式承载 A1 表示，(c) 振动模式承载 B1 表示。

Aa.s. (σv) =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , Aa.s.
(
σ′v
)
=


1 0 0

0 0 1

0 1 0

 ,

自身表示一般是可约表示，对于水分子为 Aa.s. = 2A1 ⊕B1。
当考虑原子核偏离平衡位置时，每个原子核的偏离量可用一个偏离矢量 ri = (xi, yi, zi) 描述（i =

O,H1,H2），包含三个分量。因此，对于三个原子构成的水分子，一共有 3 × 3 = 9 个原子运动的自由
度。总的原子运动自由度可分为分子刚体运动和非刚体运动两部分，而刚体运动部分包括分子质心平动自由
度与绕质心的转动自由度，而非刚体部分即为分子的振动自由度，因为平动与转动部分各有 3 个自由度，因
此水分子剩余 3 个振动自由度，对应三种振动模式。以上运动自由度的关系反映为不同运动承载表示间的关
系，即

Aa.s. ⊗Ar = Atrans ⊕Arot ⊕Avib, (5.79)

其中 Ar 为偏离矢量承载的表示，与位矢 r 承载的表示一致，Atrans 为质心平动运动承载的表示，也与位矢
r 承载的表示一致，Arot 为绕质心转动运动承载的表示，与轴矢量 R = (Rx, Ry, Rz) 或轨道角动量承载的表
示一致，Avib 为振动运动承载的表示。一个有固定点群的分子，其原子位点、偏离矢量、质心平移运动、绕
质心旋转运动所承载的点群表示都是已知的，故可用以上关系求出振动模式承载的点群表示。
水分子的点群为 C2v，已求出自身表示为 Aa.s. = 2A1 ⊕B1，通过 C2v 的特征标表可知

1. 偏离矢量的 x, y, z 分量分别承载 B1, B2, A1 表示：

Ar = A1 ⊕B1 ⊕B2.

因此直积表示分解为

Aa.s. ⊗Ar = (2A1 ⊕B1)⊗ (A1 ⊕B1 ⊕B2) = 3A1 ⊕ 3B1 ⊕ 2B2 ⊕A2.

2. 质心平动的 x, y, z 分量分别承载 B1, B2, A1 表示：

Atrans = A1 ⊕B1 ⊕B2.

3. 绕质心转动的 Rx, Ry, Rz 分量分别承载 B2, B1, A2 表示：

Arot = A2 ⊕B1 ⊕B2.
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图 5.9: 红外吸收谱。

因此，分子振动承载的表示为
Avib = 2A1 ⊕B1.

如图5.8所示，其中 (a) 和 (b) 两种模式在 C2v 所有群元操作下都保持不变，但 (c) 模式在 C2 和 σ′v 操作下
反号。具体每个原子的偏移量可使用特征标投影算符结合质心无移动条件和无绕质心转动条件得出，详情可
见徐婉棠、喀兴林《群论及其在固体物理中的应用》第四章 4.7 节。

红外吸收谱与拉曼散射谱
如果体系存在热激发的原子振动，其振动能级的能量差（0.025−1 eV）处在红外波段（760 nm−1 mm），

因此当一系列连续谱的红外光入射体系时，其中特定频率的红外光将诱导体系由一个振动态跃迁到另一个振
动态，反映为特定频率的红外光被吸收，如图5.9所示。若入射电磁波的电场强度为 E，特定频率 ω 的光子
会被原子吸收而使体系原子核产生本征振动，原子核与电子的电荷中心不重合产生电偶极矩 µ，则电磁场与
系统的相互作用的一阶效应为

Ĥ ′
IR = −E · µ̂, (5.80)

因此需要考虑跃迁矩阵元 ⟨ψ′
v| Ĥ ′

IR |ψv⟩ 来判断给定的初态末态间是否能发生红外吸收。一般实验上关心从
基态跃迁到第一激发态对应的吸收，而振动的基态为原子处于平衡位置，因此初态承载 1维恒等表示 A1。相
互作用哈密顿量 Ĥ ′

IR = −E · µ̂中电场 E为外场，不随系统变换改变，因此 Ĥ ′ 的对称性与电偶极矩 µ = −er
的对称性一致，即红外吸收属于电偶极跃迁，可使用电偶极跃迁的选择定则判断是否发生红外吸收。
例 5.9. 水分子（点群为 C2v）的红外吸收。

如图5.8所示，水分子存在三种振动模式，即 Avib = 2A1 ⊕B1，由 C2v 的特征标表判断红外吸收矩阵元
⟨ψ′

v| Ĥ ′
IR |ψv⟩：

1. z 偏振光：µz 按 A1 表示变换，A1 ⊗A1 = A1，即发生红外吸收时会激发 A1 模式的振动；

2. x 偏振光：µx 按 B1 表示变换，B1 ⊗A1 = B1，即发生红外吸收时会激发 B1 模式的振动；

3. y 偏振光：µy 按 B2 表示变换，B2 ⊗A1 = B2，即不发生红外吸收，因为水分子没有 B2 模式的振动。
水分子红外吸收谱的示意图如图5.10所示。

另外，如果体系存在中心反演对称性，则承载 1 维恒等表示的初态为偶宇称，Ĥ ′
IR = −E · µ̂ 为奇宇称，

因此发生红外吸收的末态必须为奇宇称的态。如 C2h 的特征标表为
C2h e C2 σh I

Ag 1 1 1 1 Rz x2, y2, z2, xy

Au 1 1 −1 −1 z

Bg 1 −1 −1 1 Rx, Ry xz, yz

Bu 1 −1 1 −1 x, y
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图 5.10: 水分子红外吸收谱示意图，三种振动模式见图5.8。

初态为偶宇称态 Ag，µz 按 Au 变换，红外吸收激发 Ag ⊗ Au = Au 模式的振动；µx, µy 按 Bu 变换，红外
吸收激发 Ag ⊗Bu 模式的振动，末态都为奇宇称的态。

如前文指出，一般的电磁波吸收需要考虑跃迁矩阵元 ⟨ψ′
v, ψ

′
e| Ĥ ′ |ψv, ψe⟩，即需要同时考虑电磁波对电

子态和振动态的激发，但由于电子能级的能量差约为里德堡能量，即 1 Ry ∼ 13.6 eV ∼ 91 nm，在红外波段，
光子能量仅为 1 meV − 1 eV，并不足以让电子态发生跃迁，因此只需考虑振动态的跃迁即可，如图5.11(a)
所示。当入射电磁波频率增大至处于电子能级差时（通常为可见光波段），若对称性允许，体系也会吸收电磁
波而产生电子-振动同步跃迁，即图5.11(b) 最左侧的一阶光吸收效应。此时，除了一阶光吸收效应，还会存
在二阶的光散射效应，频率为 ω 的单色光或光子照射体系（气体分子、固体、液体等）时会被散射，对散射
后进行光谱分析，将发现散射光不再是单色光，而是具有一定的频率分布，光谱图如图5.12所示。若光子在
体系中发生弹性散射，则散射光子能量与入射光子能量相同，为 Rayleigh 散射，对应的跃迁过程为电子-振
动基态被频率为 ω 的光子激发至中间态 ∣∣ψint

v , ψint
e

〉，中间态再自发跃迁回电子-振动基态，因此发射出频率
为 ω 的光子，如图 5.11(b) 左侧第二个过程所示，入射光和散射光的频率相同。若光子在体系中发生非弹性
散射，则散射光子能量与入射光子能量不同，称为拉曼（Raman）散射，具体将光谱红移（频率减小）的谱
线称为斯托克斯（Stokes）线，而蓝移（频率增大）谱线称为反斯托克斯（Anti-Stokes）线，其中红移过程
为电子-振动基态吸收频率为 ω 的光子而跃迁至中间态后，中间态自发跃迁至电子基态-振动激发态（振动频
率为 ωv），则发射出频率为 ω− ωv < ω 的光子；蓝移过程为电子基态-振动激发态（振动频率为 ωv）吸收频
率为 ω 的光子而跃迁至中间态后，中间态自发跃迁回电子-振动基态，伴随频率为 ω + ωv > ω 的光子辐射，
如图5.12(b) 右侧过程所示，因此根据峰线的频移就能得到振动频率的大小。由于频率蓝移的过程要求初态
属于振动激发态，因此发生概率更低，表现为反斯托克斯线的强度会弱于斯托克斯线的强度。
拉曼散射谱和红外吸收谱一样，也存在选择定则。电子-振动基态借由中间态而回到特定的电子基态-振

动激发态（电子-振动基态）的过程，可认为中间经历了虚激发，虚激发并不使体系产生本征振动，而是改变
体系的极化率，若入射频率为 ω 光场，电场强度为 Ei cosωt，则电偶极矩为

µ =←→α · Ei cosωt, (5.81)

其中 ←→α 为二阶三维的拉曼极化率张量，其分量为 αij（i, j = x, y, z）。光子的非弹性散射使得体系产生频率
为 ωv 的振动，因此极化率张量也以频率 ωv 随时间变化：

←→α =←→α 0 +∆←→α 0 cosωvt, (5.82)
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图 5.11: (a) 电子-振动能级跃迁与红外吸收。(b) 拉曼散射示意图。

图 5.12: 拉曼散射光谱。

其中 ←→α 0 是原子核处于平衡位置时的极化率张量。因此电偶极矩为

µ = (←→α 0 +∆←→α 0 cosωvt) · Ei cosωt (5.83)

=←→α 0 · Ei cosωt+ ∆←→α 0

2
[cos (ω − ωv) t+ cos (ω + ωv) t] · Ei,

其中第一项频率为 ω 与入射光频率相同，为 Rayleigh散射，后两项为拉曼散射，频率为 (ω − ωv)和 (ω + ωv)

的成分分别是斯托克斯和反斯托克斯频移。对于拉曼散射，相互作用的哈密顿量为

ĤRaman = −Es ·∆µ = −1

2
Es ·∆←→α 0 · Ei cos (ω ± ωv) t, (5.84)

其中 Es 为散射光的电场强度。由于电场强度不随系统变换改变，ĤRaman 的对称性依赖于二阶三维张量
∆←→α 0 的对称性，而二阶张量的变换与二次函数

{
x2, y2, z2, xy, yz, xz

} 的变换相同，因此根据二次函数承载
的表示即可判断拉曼散射跃迁矩阵元是否为零。二阶张量的变换性质见 M. S. Dresselhaus, G. Dresselhaus,
& A. Jorio, Group Theory: Application to the Physics of Condensed Matter 第 18 章。

例 5.10. C2h 群的拉曼散射活性。

C2h 群的特征标表为
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C2h e C2 σh I

Ag 1 1 1 1 Rz x2, y2, z2, xy

Au 1 1 −1 −1 z

Bg 1 −1 −1 1 Rx, Ry xz, yz

Bu 1 −1 1 −1 x, y

振动基态为 Ag 表示，相互作用项 ĤRaman 按二次函数变换，承载 Ag ⊕Bg 表示，都是偶宇称表示。对于斯
托克斯线，初态为 Ag 表示，而 (Ag ⊕Bg)⊗Ag = Ag ⊕Bg，因此偶宇称的表示 Ag 和 Bg 可以作为末态；对
于反斯托克斯线，末态为 Ag 表示，同理可知 Ag 和 Bg 可以作为初态。总结而言，偶宇称的 Ag 和 Bg 表示
具有拉曼活性。因为二次函数在中心反演操作下是偶函数，所以 ĤRaman 按偶宇称表示变换，故当存在中心
反演对称性时，红外活性和拉曼活性的态是相反的，因此红外吸收谱和拉曼散射谱是测量振动能级的互补手
段。
总结而言，若体系有中心反演不变性，则：

• 对于红外吸收谱，ĤIR 按奇宇称表示变换，激发奇宇称的态，奇宇称态具有红外活性；

• 对于拉曼散射谱，ĤRaman 按偶宇称表示变换，激发偶宇称的态，偶宇称态具有拉曼活性。

若体系无中心反演对称性，则同一个振动态可以同时有红外活性和拉曼活性。

5.5 晶体平移群
本章第 1 至 4 节内容展示了群论在量子力学中的一般应用，本节及后续部分将进一步关注于群论在周

期性晶体系统中的应用，特别是在固体物理的能带理论中的应用。在 4.4 节中，我们将三维晶体系统无限重
复的平移结构抽象为晶格，晶格中的任意格点 Rl 都能展开为三个晶格基矢 a1, a2, a3 的线性叠加：

Rl = l1a1 + l2a2 + l3a3, (5.85)

其中 li 为整数。由三个晶格基矢张成的平行六面体称为初基原胞（Primitive cell，简称原胞），如图5.13(a)
所示。由固体物理知识可知，在存在晶体平移不变性的周期系统中，可定义与实空间晶格相对偶的晶格，称
为倒易晶格（reciprocal lattice），并且可如下定义三个倒易晶格基矢量（简称为倒格基矢）：

b1 =
2π

Ω
(a2 × a3) , b2 =

2π

Ω
(a3 × a1) , b3 =

2π

Ω
(a1 × a2) , (5.86)

其中 Ω = a1 · (a2 × a3) 为原胞体积，故倒易晶格中的每一个格点都可表示为

Km = m1b1 +m2b2 +m3b3, (5.87)

其中 mi 亦为整数。若实空间是面心立方晶格（fcc），则其倒易晶格是体心立方晶格（bcc）；若实空间是体
心立方晶格，则倒易空间是面心立方晶格。倒易晶格同样存在平移不变性，因此也存在最小的重复单元，但
与实空间不同，为了反映晶体的点群对称性，在倒易空间中通常采取 Wigner-Seitz 原胞作为最小重复单元，
如图5.13(b) 所示，倒易空间中的 Wigner-Seitz 原胞称为第一布里渊区（Brillouin zone）。在固体物理中，经
常使用倒易空间中的矢量，即晶格波矢 k 来描述波函数，波矢 k 可用倒格基矢展开。以下将从群论的角度
理解晶体平移不变性与倒易空间及晶格波矢间的关系。在 4.4 节中，我们知道由保持晶格对称性的转动平移
算符 {R|t} 组成晶体空间群，并指出晶体空间群均存在一个不变子群，即晶体平移群。为了实际计算方便，
通常会采用周期边界条件，使得平移群从无限群变为有限群。
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图 5.13: (a) 初基原胞和 (b) Wigner-Seitz 原胞。

§定义 5.5. 晶体平移群对于有限晶体，满足周期性边界条件，取 {E|N1a1} = {E|N2a2} = {E|N3a3} =
{E|0}。那么由元素 {E|Rl}（Rl = l1a1 + l2a2 + l3a3，li = 0, 1, 2, · · · , Ni − 1）形成的集合是构成一个

群，称为晶体平移群。

平移群为 Abel 群，共有 N = N1N2N3 个群元，因此也有 N = N1N2N3 个类。Abel 群仅有 1 维不可
约表示，以下将求出一个生成元 {E|a1} 的表示。取 g = {E|a1}，则波函数满足

P̂gψ (r) = ψ
(
g−1r

)
= ψ (r− a1) (5.88)

= A ({E|a1})ψ (r) ,

其中最后一个等号利用了波函数承载 1维不可约表示的条件。根据周期性边界条件，应有AN1 ({E|a1})ψ (r) =
ψ (r)，即

AN1 ({E|a1}) = 1, ⇒ A ({E|a1}) = exp
(
2πi

N1
n1

)
, (5.89)

其中 n1 = 1, 2, · · · , N1。因此，任意晶格平移操作 {E|Rl} = {E|a1}l1 {E|a2}l2 {E|a3}l3 的不可约表示为

A ({E|Rl}) = exp
[
2πi

(
l1n1
N1

+
l2n2
N2

+
l3n3
N3

)]
, (5.90)

令 k = n1
N1

b1 +
n2
N2

b2 +
n3
N3

b3，其中 bj 满足 ai · bj = 2πδij，则

Ak ({E|Rl}) = eik·Rl . (5.91)

当 ni 取遍 0, 1, 2, · · · , Ni − 1 时给出 N1N2N3 个不等价不可约表示，因此每个晶格波矢 k 标记平移群的一
个不等价不可约表示，相应的基函数记为 ψk (r)，满足

P̂{E|Rl}ψk (r) = ψk (r−Rl)

= Ak ({E|Rl})ψk (r) (5.92)

= eik·Rlψk (r) ,

也可将以上关系写为
ψk (r + Rl) = e−ik·Rlψk (r) , (5.93)

因此 Bloch 定理可由平移群的 1 维不可约表示的性质直接得到。

175



5.6 晶体空间群与能带 5 群论与量子力学

■ 定理 5.11. Bloch 定理 处在晶格周期场中的本征态波函数，一定可以写成 e−ik·ruk (r) 的形式，其
中 uk (r) 为晶格周期函数，k 为倒空间第一布里渊区中的点（波矢）。

证明. 令 ψk (r) = e−ik·ruk (r)，则

ψk (r + Rl) = e−ik·Rlψk (r)

= e−ik·Rle−ik·ruk (r) (5.94)

= e−ik·(r+Rl)uk (r) ,

又因为 ψk (r + Rl) = e−ik·(r+Rl)uk (r + Rl)，因此

uk (r + Rl) = uk (r) , (5.95)

即为晶格周期函数。当 ni 取 0, 1, 2, · · · , Ni − 1 时，k = n1
N1

b1 +
n2
N2

b2 +
n3
N3

b3 在第一布里渊区中取值。对于
第一布里渊区外的波矢 k′ = k + Km（Km 为倒格矢量），波函数也承载平移群不可约表示 Ak，因为

P̂{E|Rl}ψk+Km (r) = ei(k+Km)·Rlψk+Km (r)

= eik·Rlei2π(m1l1+m2l2+m3l3)ψk+Km (r) (5.96)

= eik·Rlψk+Km (r)

= Ak ({E|Rl})ψk+Km (r) .

因此，处在晶格周期场中的激发波函数，都能用倒空间第一布里渊区的 k 点描述，波函数具有相位因子
乘以晶格周期函数的形式，Bloch 定理在有相互作用的系统中也成立，因为这是晶格平移不变性决定的。

5.6 晶体空间群与能带
晶体平移不变性的存在使得仅需第一布里渊区的 k 点即可完整描述平移群的信息，实际上对于空间群，

因为还存在转动平移不变性 {R|t}，因此只需第一布里渊区的部分 k 点即可描述空间群的信息。若 ψk (r) 承
载平移群的不可约表示 Ak（简称 k 表示），现在考虑空间群操作 {R|t} 作用后的波函数 P̂{R|t}ψk (r) 是否还
承载平移群的表示，即需要求出 P̂{E|Rl}

[
P̂{R|t}ψk (r)

]
。空间群操作满足的乘法和求逆规律为

{R1|t1} {R2|t2} = {R1R2|R1t2 + t1} , (5.97)

{R|t}−1 =
{
R−1| −R−1t

}
.

注意到对任意空间群操作都有

{E|Rl} {R|t} = {R|t + Rl} = {R|t}
{
E|R−1Rl

}
, (5.98)

因此有

P̂{E|Rl}P̂{R|t}ψk (r) = P̂{R|t}P̂{E|R−1Rl}ψk (r)

= P̂{R|t}ψk
(
r−R−1Rl

)
(5.99)

= eik·(R
−1Rl)P̂{R|t}ψk (r) ,
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其中已利用 ψk
(
r−R−1Rl

) 承载平移群 1 维不可约表示的性质。注意到对于指数函数中的内积，有

k ·
(
R−1Rl

)
= (Rk) ·

(
RR−1Rl

)
= (Rk) ·Rl, (5.100)

因为 R 是转动或转动反演操作，是保持内积不变的变换。因此

P̂{E|Rl}

[
P̂{R|t}ψk (r)

]
= ei(Rk)·Rl

[
P̂{R|t}ψk (r)

]
, (5.101)

对比式 (5.92) 知 P̂{R|t}ψk (r) 承载平移群的 Rk 表示（ARk），也意味着若空间群存在 {R|t} 操作，则第一布
里渊区中 Rk 波矢处的波函数 ψRk (r) 可用 k 处的波函数表示，即两个波函数是线性相关的

ψRk (r) = λP̂{R|t}ψk (r) , (5.102)

此关系仅与 {R|t} 的转动部分相关，与平移部分 t 无关。此处 λ 是常数，可归一化处理。再考虑 ψRk (r) 的
能量，易得

ERk = ⟨ψRk| Ĥ |ψRk⟩

= ⟨ψk| P̂−1
{R|t}ĤP̂{R|t} |ψk⟩ (5.103)

= ⟨ψk| Ĥ |ψk⟩

= Ek,

已利用
[
P̂{R|t}, Ĥ

]
= 0 的性质。因此当体系有 {R|t} 的对称性时，布里渊区中 k 和 Rk 处的能量是相等的。

这表明分析周期体系的能带时，并不需要分析全布里渊区的能带信息，而只需分析简约布里渊区中的能带即
可，布里渊区其余区域的能带可根据简约布里渊区的能带通过对称操作得到，而这些对称操作又与空间群操
作 {R|t} 的平移部分无关，因此只需空间群的点群 G/T ∼= G0（定义 4.8）即可确定简约布里渊区。空间群
的点群对称性越高，简约布里渊区越小。

例 5.11. 二维正方格子（点群为 C4）的简约布里渊区。

二维正方格子的第一布里渊区为正方形，而由于四重旋转对称性的存在，可以取如图5.14(a) 阴影部分
为简约布里渊区。对于对称性较低的点群，简约布里渊区的选取一般并不唯一，如图5.14(b) 是另外一种简
约布里渊区的取法。
以上结果表明实空间的对称性和倒空间的对称性是一一对应的，对于倒空间和布里渊区，由于晶格对称

性的存在，不同的 k 点可以有不同的对称性，由此可定义波矢群和 k 点小群。

§ 定义 5.6. 波矢群 空间群对平移群的商群 G/T 的群元中，所有满足 Rk = k + Km（Km 为倒格矢）

的群元 {R|t} 的集合组成的群称为波矢群。所有点群操作 R 的集合称为波矢 k 的小群 G0 (k)（Little
group）。

注. 若两个波矢 k和 k′ 只相差一个倒格矢 Km，则两个波矢是等价的 k′ ∼ k，因为由式 (5.96)知 k′ = k+Km

和 k 承载平移群同一个不可约表示 Ak ({E|Rl}) = eik·Rl。

空间群的点群 G0
∼= G/T 中，将 k 点变换到自身（或相差倒格矢）的群元构成 k 点的小群 G0 (k)，即

G0 (k) = {R ∈ G0|Rk = k + Km}，对于点群 G0 中的其他操作，R′ ∈ G0 但 R′ /∈ G0 (k)，R′k 将给出与 k 点
有对称性联系的其他波矢，由此可定义波矢星。
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图 5.14: 二维正方格子的第一布里渊区和简约布里渊区（阴影区域），(a) 和 (b) 为两种选取简约布里渊区的
方式。

§ 定义 5.7. 波矢星 将空间群 G 的所有点群操作 R 作用在波矢 k 上，得到的不等价的波矢的集合称
为 k 的波矢星。

从置换群的角度，k 的波矢星实际就是 k 的 G0(k) 轨道（定义 1.29）。因此根据定理 1.9 及其推论，当
点群 G0 的阶为 n，小群 G0 (k) 的阶为 m 时，k 的波矢星的个数（或轨道数）为 n/m。因此 k 点的对称性
越高，k 点小群阶数越高，k 的波矢星个数越少。若 k 点小群只有恒等操作，则该 k 点称为一般点，否则称
为高对称点。

例 5.12. 二维正方格子 p4mm 的 k 点小群和相应的波矢星。

设晶格常数为 a，实空间晶格基矢为 a1 = a (1, 0) 和 a2 = a (0, 1)，根据 ai · bj = 2πδij 可求出倒格基矢
为

b1 =
2π

a
(1, 0) , b2 =

2π

a
(0, 1) ,

该空间群的第一布里渊区为正方形，点群为 4mm 即 C4v，包含群元
{
e, C4, C

2
4 , C

3
4 , σx, σy, σd, σ

′
d

}，其中 σx

和 σy 是过布里渊区对边中点的竖直反射面，而 σd 和 σ′d 是过布里渊区对角线的竖直反射面。如图5.15(a)所
示，依波矢坐标的不同可把布里渊区的 k点分为以下七类，分别为 Γ (0, 0) ,M (1/2, 1/2) , X (1/2, 0) ,∆(u, 0)，
Λ (1/2, u) ,Σ(u, u)，以及一般点 k (u, v)，其中波矢 k 按倒格矢的分数坐标标记，如

M (1/2, 1/2) ≡ 1

2
b1 +

1

2
b2,

而 u, v ∈ (0, 1/2)，且 u ̸= v。首先可以判断点群 G0 所有操作都保持 Γ (0, 0) 不变，因此 G0 (Γ) = G0 = C4v，
其波矢星只有本身。其余波矢的小群和波矢星如下：

1. 一般点 k (u, v)：仅有恒等操作保持 k点不变，因此 G0 (k) = {e}，k的波矢星个数（轨道数）为m (k) = 8，
如图5.15(b) 所示，从 k1 出发，有

ek1 = k1, σdk1 = k2, C4k1 = k3, σxk1 = k4,

C2
4k1 = k5, σ

′
dk1 = k6, C

3
4k1 = k7, σyk1 = k8.
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图 5.15: (a) 二维正方格子的第一布里渊区。(b) - (g) 不同 k 点的波矢星。

2. ∆(u, 0)：除了恒等操作外，过 (u, 0) 点的反射面也保持 (u, 0) 不变，因此 G0 (∆) = {e, σy}，波矢星个
数为 m (∆) = |G0| / |G0 (∆)| = 4，如图5.15(c) 所示。

3. Σ(u, u)：除了恒等操作外，过对角线的反射面也保持该点不变，因此 G0 (Σ) = {e, σd}，波矢星个数为
m (Σ) = |G0| / |G0 (Σ)| = 4，如图5.15(d) 所示。

4. Λ (1/2, u)：反射操作 σx 把 (1/2, u) 变换为 (−1/2, u)，与原来波矢仅相差一个倒格矢量 (1, 0)，因此
σx 也保持该点不变，因此 G0 (Λ) = {e, σx}，波矢星个数为 m (Λ) = |G0| / |G0 (Λ)| = 4，如图5.15(e)
所示。

5. X (1/2, 0)：G0 (X) =
{
e, σx, σy, C

2
4

}，波矢星个数为 m (X) = |G0| / |G0 (X)| = 2，如图5.15(f) 所示。

6. M (1/2, 1/2)：G0 (M) = G0 = C4v，波矢星个数为 m (M) = |G0| / |G0 (M)| = 1，如图5.15(g) 所示。

例 5.13. 三维简单立方格子 Pm3̄m 的 k 点小群。

空间群 Pm3̄m 的点群为 m3̄m（Oh），倒格基矢为

b1 =
2π

a
(1, 0, 0) , b2 =

2π

a
(0, 1, 0) , b3 =

2π

a
(0, 0, 1) ,

其中 a为晶格常数，第一布里渊区也为立方体。布里渊区中主要的高对称点、k点小群和波矢星个数如表5.5所
示。
能带在布里渊区中的演化及相容性原理
现在讨论晶体中电子能量随波矢 k的变化，采用近自由电子近似，认为电子在周期势 V (r)中运动，周期

势满足空间群 G 的对称性，并在平均势能 V0 = limL→∞
1
L3

∫
L3 V (r) d3r 附近涨落。假设 V1 (r) = V (r)− V0

很小，则可以使用微扰处理。单电子哈密顿量为

Ĥ (r) = Ĥ0 (r) + V1 (r) , Ĥ0 (r) = −
h̄2

2m
∇2 + V0, (5.104)

而电子的波函数由 Bloch 波函数描述，即

ψk = e−ik·ruk (r) , uk (r + Rl) = uk (r) . (5.105)
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图 5.16: 简单立方晶格的第一布里渊区。

标记 坐标 小群 波矢星个数
Γ (0, 0, 0) Oh 1

R (1/2, 1/2, 1/2) Oh 1

M (1/2, 0, 1/2) D4h 3

X (1/2, 0, 0) D4h 3

∆ (u, 0, 0) C4v 6

T (1/2, u, 1/2) C4v 6

Λ (u, u, u) C3v 8

Z (1/2, 0, u) C2v 12

Σ (u, 0, u) C2v 12

S (1/2, u, u) C2v 12

表 5.5: 简单立方晶格布里渊区的高对称点的小群和波矢星信息。
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uk (r) 为晶格周期函数，可用倒格矢量展开，即
uk (r) =

∑
n

une
−iKn·r, ψk (r) =

∑
n

une
−i(k+Kn)·r, (5.106)

其中 Kn = n1b1 + n2b2 + n3b3，un 是待定系数。式 (5.106) 表明 Bloch 波函数可用与倒格矢量 Kn 相关的
基函数 ϕk,Kn (r) = e−i(k+Kn)·r 展开，且 ϕk,Kn 为 Ĥ0 的本征函数，即

Ĥ0 (r)ϕk,Kn (r) = EKn (k)ϕk,Kn (r) , (5.107)

而零阶能量为
EKn (k) =

h̄2

2m
(k + Kn)

2 + V0. (5.108)

以三维简单立方格子为例，倒格矢为 Kn = 2π
a (n1, n2, n3)，令 ϵ = ka/2π，则 EKn (k) 进一步表示为

EKn (k) =
h̄2

2m

(
2π

a

)2 [
(ϵ1 + n1)

2 + (ϵ2 + n2)
2 + (ϵ3 + n3)

2
]
+ V0. (5.109)

由于 V0 仅提供一个固定能量，不影响对称性的讨论，以下取 V0 为能量零点。
I. Γ点，k = 0，ϵ1 = ϵ2 = ϵ3 = 0，小群Oh

能量为
EKn (k = 0) =

h̄2

2m

(
2π

a

)2 (
n21 + n22 + n23

)
. (5.110)

1. 基态：当 n1 = n2 = n3 = 0 时，EKn (k = 0) 取基态能量零（V0），此时基态不简并，对应的波函数为
ψk=0 (r) = 1，承载 Oh 的 1 维恒等表示。

2. 第一激发态：对应于 n21 + n22 + n23 = 1，(n1, n2, n3) 的取值存在六种情况：
(±1, 0, 0) , (0,±1, 0) , (0, 0,±1) ,

因此第一激发态是六重简并态，波函数形成 6 维表示空间，由于 Oh 不存在 6 维不可约表示，该六重
简并是偶然简并。这六个基函数为{

ei
2π
a
x, ei

2π
a
y, ei

2π
a
z, e−i 2π

a
x, e−i 2π

a
y, e−i 2π

a
z
}
. (5.111)

为了求出六个基函数承载的不可约表示，需要将 Oh群的群元作用在基函数上，只需观察群元对 {x, y, z}
的变换即可，即

e : {x, y, z} → {x, y, z}

3C2
4 : {x, y, z} → {−x,−y, z} , {−x, y,−z} , {x,−y,−z}

6C4 : {x, y, z} → {y,−x, z} , {−y, x, z} , {x,−z, y}

{x, z,−y} , {z, y,−x} , {−z, y, x}

8C3 : {x, y, z} → {y, z, x} , {y,−z,−x} , {−y, z,−x}

{−y,−z, x} , {z, x, y} , {z,−x,−y}

{−z, x,−y} , {−z,−x, y}

6C2 : {x, y, z} → {y, x,−z} , {−y,−x,−z} , {−x,−z,−y}

{−x, z, y} , {−z,−y,−x} , {z,−y, x}

I : {x, y, z} → {−x,−y,−z}

3IC2
4 : {x, y, z} → {x, y,−z} , {x,−y, z} , {−x, y, z}

...
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Oh {e} 3
{
C2
4

}
6 {C4} 8 {C3} 6 {C ′

2} {I} 3
{
IC2

4

}
6 {IC4} 8 {IC3} 6 {IC ′

2}
Γ+
1 A1g 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Γ+
2 A2g 1 1 −1 1 −1 1 1 −1 1 −1

Γ+
12 Eg 2 2 0 −1 0 2 2 0 −1 0

Γ+
15 T1g 3 −1 1 0 −1 3 −1 1 0 −1

Γ+
25 T2g 3 −1 −1 0 1 3 −1 −1 0 1

Γ−
1 A1u 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1

Γ−
2 A2u 1 1 −1 1 −1 −1 −1 1 −1 1

Γ−
12 Eu 2 2 0 −1 0 −2 −2 0 1 0

Γ−
15 T1u 3 −1 1 0 −1 −3 1 −1 0 1

Γ−
25 T2u 3 −1 −1 0 1 −3 1 1 0 −1

表 5.6: Oh 群的特征标表，第一列的不可约表示记号采用 Wigner 标记。

而求特征标，只需计算在群元操作后不变的基函数个数即可，如对于 e，六个基函数都不变，χ (e) = 6；
对于 C2

4，有两个基函数不变（如 ei
2π
a
z 和 e−i 2π

a
z），因此 χ

(
C2
4

)
= 2。以此类推，写出 Oh 群 10 个类

的特征标为

g {e} 3
{
C2
4

}
6 {C4} 8 {C3} 6 {C ′

2} {I} 3
{
IC2

4

}
6 {IC4} 8 {IC3} 6 {IC ′

2}
χ (g) 6 2 2 0 0 0 4 0 0 2

对比 Oh 群的特征标表（表5.6），可知该 6 维表示约化为 A1g ⊕Eg ⊕ T1u。在能带表示中，通常会使用
波矢的标记加上特定序号描述该小群的不可约表示，这是 Wigner 引入的记号，以上的表示约化也记
为 Γ+

1 ⊕ Γ+
12 ⊕ Γ−

15。因此该偶然简并在周期性晶格势能下劈裂为 1 + 2 + 3 重简并的能带。

利用特征标投影算符可求出对称化基函数。对于不可约表示 Γ+
1，构造特征标投影算符为

P̂Γ+
1 =

1

48

∑
g

χΓ+
1 (g) P̂g, (5.112)

方便起见，将基函数简记为

(100) ≡ ei
2π
a
x, (010) ≡ ei

2π
a
y, (001) ≡ ei

2π
a
z,

(1̄00) ≡ e−i 2π
a
x, (01̄0) ≡ e−i 2π

a
y, (001̄) ≡ e−i 2π

a
z.

Oh 群群元对第一个基函数的变换为

g e 3C2
4 6C4 6C ′

2 8C3

P̂g (100) (100) (1̄00) , (1̄00) , (100) (010) , (01̄0) , (100) (010) , (01̄0) , (1̄00) (010) , (010) , (01̄0)

(100) , (001) , (001̄) (1̄00) , (001̄) , (001) (01̄0) , (001) , (001)

(001̄) , (001̄)

g I 3IC2
4 6IC4 6IC ′

2 8IC3

P̂g (100) (1̄00) (100) , (100) , (1̄00) (01̄0) , (010) , (1̄00) (01̄0) , (010) , (100) (01̄0) , (01̄0) , (010)

(1̄00) , (001̄) , (001) (100) , (001) , (001̄) (010) , (001̄) , (001̄)

(001) , (001)
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以 3C2
4 为例，三个二阶转动分别将 {x, y, z} 变换为 {−x,−y, z},{−x, y,−z},{x,−y,−z}，即分别将 (100) ≡

ei
2π
a
x 变换为 e−i 2π

a
x ≡ (1̄00),e−i 2π

a
x ≡ (1̄00),ei 2πa x ≡ (100)。因此有

P̂Γ+
1 (100) =

1

6
[(100) + (1̄00) + (010) + (01̄0) + (001) + (001̄)]

∝ cos
(
2π

a
x

)
+ cos

(
2π

a
y

)
+ cos

(
2π

a
z

)
∼ 1, x2 + y2 + z2, · · ·

即 1 和 x2 + y2 + z2 等函数为承载 Γ1 表示的对称化基函数。同理对于 Γ−
15 表示，可以求得

P̂Γ−
15 (100) ∝ (100)− (1̄00) ∝ sin

(
2π

a
x

)
∼ x,

P̂Γ−
15 (010) ∝ (010)− (01̄0) ∝ sin

(
2π

a
y

)
∼ y,

P̂Γ−
15 (001) ∝ (001)− (001̄) ∝ sin

(
2π

a
z

)
∼ z,

而 Γ+
12 的基函数为

2 cos
(
2π

a
x

)
− cos

(
2π

a
y

)
− cos

(
2π

a
z

)
∼ 2x2 − y2 − z2, cos

(
2π

a
y

)
− cos

(
2π

a
z

)
∼ y2 − z2.

II. Γ−∆−X高对称线
由表5.5知 ∆ 线的 k 点小群为 C4v，特征标表如表5.7所示。当波矢 k 从 Γ (0, 0, 0) 到 ∆(u, 0, 0) 上时，

小群从 Oh 变为其子群 C4v，因此 Γ 点的三个表示 Γ+
1 , Γ+

12, Γ−
15 将变为 C4v 上的分导表示。三个分导表示

的特征标为
{e}

{
C2
4

}
2 {C4} 2

{
IC2

4

}
2 {IC ′

2}
Γ+
1 1 1 1 1 1

Γ+
12 2 2 0 2 0

Γ−
15 3 −1 1 1 1

因此三个表示在 ∆ 线上变为

Γ+
1 = ∆1,

Γ+
12 = ∆1 ⊕∆2, (5.113)

Γ−
15 = ∆1 ⊕∆5,

即 Γ+
12 和 Γ−

15 的简并将在 ∆ 上劈裂。这种不同 k 点表示的联系即相容性原理，是在对能带进行具体计算前
就能确定的。

X (1/2, 0, 0) 点的小群为 D4h，能量为

EKn (X) =
h̄2

2m

(
2π

a

)2
[(

n1 +
1

2

)2

+ n22 + n23

]
, (5.114)

对应的基态为 (n1, n2, n3) 取 (0, 0, 0) 或 (−1, 0, 0)，为二重简并态，相应的基函数 ϕk,Kn (r) = e−i(k+Kn)·r 为{
ϕX,Kn=(0,0,0) (r) = e−iπ

a
x, ϕX,Kn=(−1,0,0) (r) = ei

π
a
x
}
, (5.115)
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C4v {e}
{
C2
4

}
2 {C4} 2

{
IC2

4

}
2 {IC ′

2}
∆1 A1 1 1 1 1 1

∆′
1 A2 1 1 1 −1 −1

∆2 B1 1 1 −1 1 −1
∆′

2 B2 1 1 −1 −1 1

∆5 E 2 −2 0 0 0

表 5.7: C4v 群的特征标表，第一列的不可约表示记号采用 Wigner 标记。

或者将之记为 (
1
200
) 和 (

1̄
200
)
。根据相同的过程发现以上 2 维表示是 X+

1 和 X−
4 ，相应的基函数为

X+
1 :

(
1

2
00

)
+

(
1̄

2
00

)
∼ 2 cos

(π
a
x
)
,

X−
4 :

(
1

2
00

)
−
(
1̄

2
00

)
∼ 2 sin

(π
a
x
)
.

相容性原理保证的能带表示连接如图所示。

5.7 双群与旋量波函数
到目前为止，本章介绍的内容都是针对粒子自旋为零，或体系的哈密顿量不显含自旋的情况，此时波函

数在空间转动变换下承载 SO (3) 群或其有限子群即点群的表示。然而对于电子等自旋半奇数的体系，如自
旋 1/2 体系，其波函数并不承载 SO (3) 群的表示，因为自旋在绕轴旋转 2π 后存在 −1 的因子，这种性质无
法被 SO (3) 群描述。实际上，自旋 1/2 体系的波函数在空间转动变换下承载 SU (2) 群的 j = 1/2 不可约表
示。以下先简单回顾 SO (3) 群与 SU (2) 群的不可约表示间的关系。

定理 3.3 已证明 SO (3) 的覆盖群是单连通的 SU (2)，同态对应关系为 1 : 2，即 SU (2) 中的 u 和 −u
都对应于 SO (3) 中的 Ru，对应关系借助泡利矩阵给出，即

u (r · σ)u−1 = r′ · σ = (Rur) · σ. (5.116)

SU (2) 所有不可约表示 Aj (u) 用 j 描述，j 可取所有非负整数和半奇数 j = 0, 1/2, 1, 3/2, · · ·，并且具有关
系

Aj (−u) = (−1)2j Aj (u) . (5.117)

若以欧拉角表示 SO (3)和 SU (2)中的群元，当 j 取整数时，Aj (−u) = Aj (u)，虽然 SO (3)中的 Ru (α, β, γ)

同时对应 SU (2)中的两个矩阵 ±u (α, β, γ)，但只对应一个表示矩阵 Aj (α, β, γ)；当 j 取半奇数时，Aj (−u) =
−Aj (u)，所以 SO (3) 中的 Ru (α, β, γ) 同时对应两个表示矩阵 ±Aj (α, β, γ)，此时 Aj 称为 SO (3) 的双值
表示。双值表示有时会带来不便，如当 j 取半奇数时，SO (3) 群的任意两个群元 R1 和 R2 乘积的表示矩阵
会出现符号不确定的问题，即

Aj (R1)A
j (R2) = ±Aj (R1R2) . (5.118)

出现这个问题的原因是 SU (2) 与 SO (3) 间的同态关系是 2 : 1 的，在 SU (2) 中，u 和 −u 通过绕任意轴旋
转 2π 联系，u 表示为

u (α, β, γ) =

(
cos β

2 e
−i(α+γ)/2 − sin β

2 e
−i(α−γ)/2

sin β
2 e

i(α−γ)/2 cos β
2 e

i(α+γ)/2

)
, (5.119)
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图 5.17: 空间群 Pm3̄m 的能带表示中的相容性原理。

对于绕特定轴旋转 2π，即 u (α, β, γ) → u (α+ 2π, β, γ) = −u (α, β, γ)，对绕其他轴旋转 2π 也具有相同的
效果。然而在 SO (3) 中，Ru (α, β, γ)→ Ru (α+ 2π, β, γ) = Ru (α, β, γ)，即转动 2π 后会回到群元本身。
为了避免双值表示的符号问题，可将 SO (3) 的群元数扩大一倍，使每一个 Ru (α, β, γ) 只与一个二阶矩

阵 u (α, β, γ) 对应。当认为 Ru (α, β, γ) 和 Ru (α+ 2π, β, γ) 是两个不同的元素时，一个转动操作就只与一
个二阶矩阵 u 对应。具体的做法为：

1. 定义新的元素为 Ē表示绕任意轴转动 2π角的变换，单位元则为绕任意轴转动 4π角的变换，即 ĒĒ = E。

2. 将 SO (3) 群的每一个元素 g 都与 Ē 相乘，得到额外的新群元 gĒ;

3. 将新群元与 SO (3) 原有的群元放在一起，组成一个新的群，该群称为 SO (3) 群的双群，记为 SOD (3)。

双群 SOD (3)的群元数目是 SO (3)的两倍，它与 SU (2)同构。因此，不论 j取非负整数还是半奇数，Aj (α, β, γ)

都是双群 SOD (3) 的单值表示。需要注意，虽然双群 SOD (3) 包含了 SO (3) 的所有群元，但 SO (3) 不是
SOD (3) 的子群，因为在 SOD (3) 的乘法定义下，SO (3) 所有群元的集合并不具有封闭性。

双群可以描述狄拉克电子的转动对称性。不考虑相对论效应下，电子的哈密顿量为

Ĥ0 (r) =
p̂2

2m
+ V (r) , (5.120)

其中 V (r) 为中心势场，哈密顿量的本征函数构成 SO (3) 群的不可约表示，即 ψ (r) 为 SO (3) 群的 Aℓ 表示
的基函数（m = −ℓ,−ℓ+ 1, · · · , ℓ− 1, ℓ），而 ℓ 只能取非负整数，对应于轨道角动量 L̂ 的好量子数。实际上
由于相对论效应，电子存在自旋这一内禀自由度，哈密顿量中将包含自旋-轨道相互作用项，即

Ĥ (r) = Ĥ0 (r) + λ (∇V (r)× p̂) · Ŝ, (5.121)
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其中 Ŝ = h̄
2 σ̂ = (σ̂x, σ̂y, σ̂z) 为自旋角动量算符。系统的总角动量为轨道角动量 L̂ 和自旋角动量 Ŝ 的矢量和，

即
Ĵ = L̂ + Ŝ. (5.122)

Ĵ2 与 Ĵz 有共同的本征函数 ψjm

Ĵ2ψjm = j (j + 1) h̄2ψjm, (5.123)

Ĵzψjm = mh̄ψjm.

j 可取 1/2, 3/2, · · ·，m = −j,−j + 1, · · · , j − 1, j。当取定一个特定轴，如 z 轴时，电子的本征函数是一个
二分量的旋量波函数，即

ψjm (r) =
(
ψjm (r, ↑)
ψjm (r, ↓)

)
, (5.124)

其中 ψjm (r, ↑ / ↓) 表示该本征态自旋在 z 轴投影为 ±h̄/2 的空间部分。对于旋量波函数，绕 z 轴的转动将
由 P̂ẑ,α = e−

i
h̄
αĴz 生成，则有

P̂ẑ,αψjm (r) = e−
i
h̄
αĴzψjm (r) = e−iαmψjm (r) . (5.125)

因为 j 和 m 都为半奇数，当 α = 2π 时，旋量波函数将给出 −1 的因子；仅有当 α = 4π 时，旋量波函数恢
复到自身。因此狄拉克电子的转动对称性需要使用双群描述。若体系没有自旋-轨道相互作用，体系的轨道角
动量 ℓ 取整数，波函数在转动 2π 后即可恢复自身，此时只需用 SO (3) 描述其对称性即可。
虽然上述讨论关注于中心势场的情况，但若势场从中心势场变为晶体场，以上的分析同样适用，区别仅

是需要从点群 G 出发构造点群 G 的双群 GD，称为双点群，从第一类点群出发构造的双点群都是 SOD (3)

的子群，考虑中心反演元素后依照 4.3 节构造第二类点群的双群。由于双点群仍然是有限群，因此可使用所
有有限群表示理论的结论，如舒尔引理、正交性定理、Burnside 定理等，最主要的差别是从点群 G 出发构
造双点群 GD 时，需要重新确定等价类。

例 5.14. D2 的双群 DD
2 的特征标表。

D2 群为 D2 = {E,C2x, C2y, C2z}，构造双群需要引入 Ē，并且得到

DD
2 =

{
E,C2x, C2y, C2z, Ē, ĒC2x, ĒC2y, ĒC2z

}
.

由于 C2x = R (x̂, π)，ĒC2x = R (x̂, 3π) = C−1
2x，而该二次轴又为双向轴，因此

{
C2x, ĒC2x

} 为一类。因此，
可得到 DD

2 的等价类为

{E} ,
{
Ē
}
,
{
C2x, ĒC2x

}
,
{
C2y, ĒC2y

}
,
{
C2z, ĒC2z

}
,

因此有 5 个不等价不可约表示。D2 群有四个类，S2
1 + S2

2 + S2
3 + S2

4 = 4，因此有四个 1 维不等价不可约表
示。而双群 DD

2 有五个类，S2
1 + S2

2 + S2
3 + S2

4 + S2
5 = 8，故多出一个 2 维不可约表示 S5 = 2。

D2 群的特征标表为
D2 {E} {C2x} {C2y} {C2z}
A1 1 1 1 1

A2 1 1 −1 −1
A3 1 −1 1 −1
A4 1 −1 −1 1
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而 DD
2 群特征标表为

DD
2 {E}

{
Ē
} {

C2x, ĒC2x

} {
C2y, ĒC2y

} {
C2z, ĒC2z

}
A1 1 1 1 1 1

A2 1 1 1 −1 −1
A3 1 1 −1 1 −1
A4 1 1 −1 −1 1

A5 2 −2 0 0 0

显然，DD
2 群的前四个不可约表示为 D2 已有的不可约表示，对于这些不可约表示，其表示矩阵满足 A

(
Ēg
)
=

A (g)。而对于新的 2 维表示，可根据正交性定理求出。
但实际上，该 2维不可约表示是 SOD (3)中 j = 1/2的不可约表示 A1/2 在 DD

2 中的分导表示。SOD (3)

中绕任意轴旋转相同角度的操作依然是同一类，对于绕 ẑ 轴旋转 α 角的操作，其不可约表示的特征标依然
由以下公式给出：

χj (α) =
sin (j + 1/2)α

sin (α/2)
. (5.126)

对于 j = 1/2，可以简化为 χ1/2 (α) = 2 cos (α/2)，对于不同的转角为

α χ1/2 (α) χ1/2 (α+ 2π)

0 2 −2
π 0 0

2π
3 1 −1
π
2

√
2 −

√
2

π
3

√
3 −

√
3

因此分导至 DD
2 < SOD (3) 中即为新的 A5 表示。实际上对于任意双点群，都存在自旋 1/2 波函数单独承载

的表示。
若把自旋-轨道相互作用当作微扰效应，其存在与否会导致哈密顿量的对称性发生改变。当系统不存在

自旋-轨道相互作用时，哈密顿量式 (5.120) 与任意自旋空间的转动操作都是对易的，因此哈密顿算符群实际
为 G⊗ SU (2)，其中 G 为哈密顿量空间部分的对称群，为 O (3) 群或其有限子群。若考虑自旋-轨道相互作
用，则自旋空间的转动会存在约束，因为对于哈密顿量式 (5.121)，空间部分满足的对称算符 P̂R 若与 Ĥ0 和
Ĥ 都对易，则需要与自旋-轨道相互作用项也对易。对于自旋-轨道耦合项，对称变换直接作用在 r 上，即

P̂R (∇V (r)× p̂) P̂−1
R =

(
R−1∇

)
V
(
R−1r

)
×
(
R−1p̂

)
(5.127)

=
(
R−1∇

)
V (r)×

(
R−1p̂

)
,

其中已利用 V
(
R−1r

)
= V (r)，即势能在空间变换下不变的性质。若自旋空间不进行相应变换，则自旋-轨道

耦合项并不与 P̂R 对易。因此必须有

P̂R

[
(∇V (r)× p̂) · Ŝ

]
P̂−1
R =

[(
R−1∇

)
V (r)×

(
R−1p̂

)]
·
(
R−1Ŝ

)
=
[
R−1 (∇V (r)× p̂)

]
·
(
R−1Ŝ

)
(5.128)

= (∇V (r)× p̂) · Ŝ

即空间变量 r作变换 r→ R−1r的同时，自旋算符也须同时变换为 Ŝ→ R−1Ŝ，即自旋的转动变换与空间的转
动变换是完全绑定的，反映为哈密顿算符群需要变为直积群 G⊗SU (2)的子群，即双点群 GD < G⊗SU (2)。
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因此，在直积群 G⊗ SU (2) 中的群表示都具有 Ai ⊗A1/2 的形式，其中 Ai 为 G 的 Si 维不可约表示，A1/2

为 SU (2) 的自旋 1/2 表示，此不可约表示的维度为 2Si（直积因子的不可约表示的直积给出直积群的所有
不等价不可约表示，见定理 2.13），任意能量都是二重简并的（上、下自旋）。若考虑自旋-轨道耦合效应，
则 Ai ⊗ A1/2 表示分导至子群 GD 中可能变为可约表示，此即自旋-轨道耦合作用导致的简并劈裂。比如
SO (3) ⊗ SU (2) 群中 p 轨道电子 (ℓ = 1) 在考虑自旋后构成 Ap ⊗ A1/2 的 6 维不可约表示，但考虑自旋-轨
道耦合作用后，该 6 维表示分导至双群 SOD (3) 中将变为 A1/2 ⊕A3/2，即劈裂为一个二重简并态和四重简
并态，分别对应于总角动量为 1/2 和 3/2 的电子态。
例 5.15. O 群中 Γ25 表示在考虑自旋-轨道耦合发生的能级劈裂。

O 群的 24 个群元分为 5 个类，分别为

O : {E} , 6 {C4} , 8 {C3} , 3
{
C2
4

}
, 6
{
C ′
2

}
,

加入绕任意轴转动 2π 的变换 Ē 后，等价类变为

OD : {E} ,
{
Ē
}
, 6 {C4} , 6

{
ĒC4

}
, 8 {C3} , 8

{
ĒC3

}
, 6
{
C2
4

}
, 12 {C2} ,

需要注意 O 群和 OD 群的 6 {C4} 类是包含不同的元素的，在 O 群中为 {
C4x, C4y, C4z, C

3
4x, C

3
4y, C

3
4z

}，但
在 OD 群中为 {

C4x, C4y, C4z, ĒC
3
4x, ĒC

3
4y, ĒC

3
4z

}，这是因为在双群的乘法规律下
C8
4x = C4xC

7
4x

= C4xC
4
4xC

3
4x

= C4x

(
ĒC3

4x

)
= E,

即
C−1
4x = ĒC3

4x,

因此双向轴的要求使得 C4x 和 ĒC3
4x 是等价元素。OD 群的 8 个不等价不可约表示的前 5 个是 O 群原有的

空间部分的不可约表示，而新的 3 个是考虑自旋转动后给出的额外表示，即

S2
1 + S2

2 + S2
3 + S2

4 + S2
5︸ ︷︷ ︸

空间部分

+ S2
6 + S2

7 + S2
8︸ ︷︷ ︸

自旋部分

= 48,

原有的表示维度为 S1 = S2 = 1，S2 = 2，S4 = S5 = 3，而新给出的表示维度为 S6 = S7 = 2，S8 = 4。写
出 OD 群的特征标表如表5.8所示，其中 Γ6 为 SOD (3) 中 j = 1/2 的不可约表示 A1/2 在 OD 中的分导表
示，即 1/2 自旋波函数的表示。
当不考虑自旋-轨道耦合作用时，O群的 Γ25表示在考虑自旋简并后是六重简并态，为直积表示 Γ25⊗A1/2。

当考虑自旋-轨道耦合作用后，上述表示分导至双群 OD 中，变为 Γ25 ⊗ Γ6，其特征标为

OD {E}
{
Ē
}

8 {C3} 8
{
ĒC3

}
6
{
C2
4

}
6 {C4} 6

{
ĒC4

}
12 {C2}

χΓ25⊗Γ6 (g) 6 −6 0 0 0 −
√
2

√
2 0

可以发现该表示为可约表示，可以分解为

Γ25 ⊗ Γ6 = Γ7 ⊕ Γ8,

即六重简并态劈裂为一个二重简并的 Γ7 表示和一个四重简并的 Γ8 表示。这种六重简并能量在考虑自旋-轨
道耦合作用后劈裂为二重简并能量和四重简并能量的情况常见于硅、锗等半导体的 Γ 点能带中，如图5.18所
示。
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OD {E}
{
Ē
}

8 {C3} 8
{
ĒC3

}
6
{
C2
4

}
6 {C4} 6

{
ĒC4

}
12 {C2}

Γ1 1 1 1 1 1 1 1 1

Γ2 1 1 1 1 1 −1 −1 −1
Γ12 2 2 −1 −1 2 0 0 0

Γ15 3 3 0 0 −1 1 1 −1
Γ25 3 3 0 0 −1 −1 −1 1

Γ6 2 −2 1 −1 0
√
2 −

√
2 0

Γ7 2 −2 1 −1 0 −
√
2

√
2 0

Γ8 4 −4 −1 1 0 0 0 0

表 5.8: O 群的双群 OD 的特征标表。

图 5.18: 锗在 (a) 不考虑自旋-轨道耦合效应和 (b) 考虑自旋-轨道耦合效应的能带图。
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图 5.19: (a) 正电荷在负电荷提供的电场力下做圆周运动，速度反向后轨迹重合。(b) 正电荷在磁场提供的洛
伦兹力下做圆周运动，速度反向后运动轨迹不重合。

5.8 时间反演不变性
之前讨论的对称性都是对空间的操作，即点群和空间群中的操作都是对 r 的变换，含时演化的波函数是

时空函数 Ψ(r, t)，将 r 变为 −r 的变换为空间反演操作 P（前文也以 I 表示中心反演操作），类似的，可以
将时间反演作为一种变换操作，称为时间反演操作 T，其效果为将 t 变为 −t。在经典物理中，体系存在时
间反演不变性，则要求体系的运动轨迹在反转运动方向后完全一致。
空间反演和时间反演对不同物理量会有不同的变化。空间反演 P 会将 r 反号，因此也会将包含 r 或对

r 的导数（梯度）的量反号，即考虑一个包含体系各个物理量的函数，在空间反演变换下会变为

Pf (t, r,σ, v,L,F, τ ,P,M, T ) = f (t,−r,σ,−v,L,−F, τ ,−P,M, T ) , (5.129)

其中 t 表示时间，σ 表示自旋，v = dr/dt 表示速度，L = r× v 表示（轨道）角动量，F = −∇V 为保守力，
τ = r× F 为力矩，P 为电极化矢量，M 为磁矩矢量，T 为温度。保守力因为包含梯度项所以在空间反演变
换下反号，而角动量和力矩是两个反号项的外积，因此不反号。而对于空间反演变换 T，以上物理量会发生
如下变化

T f (t, r,σ, v,L,F, τ ,P,M, T ) = f (−t, r,−σ,−v,−L,F, τ ,P,−M, T ) . (5.130)

时间反演变换对量子力学中常用量的变换为 t → −t，r → r，p → −p，特别会反转角动量 L → −L 和
σ → −σ。若体系在时间反演变换下不变，则称体系具有时间反演不变性。在经典力学层面，体系在时间反演
下不变，意味着运动轨迹在时间反向流动下是重合的。如图5.19(a) 所示，正电荷粒子绕负电荷做圆周运动，
当时间反向流动下，速度反号，但运动轨迹是重合的，因此该体系具有时间反演不变性。但是外磁场的加入
会破坏时间反演不变性，如图5.19(b) 所示，正电荷粒子在外磁场中受到洛伦兹力的作用 F = qv× B，当速
度反号时，所受洛伦兹力也反号，因此运动轨迹与原轨迹不重合，外磁场的加入破坏了时间反演不变性。在
量子力学层面，体系在时间反演下不变，意味着哈密顿量与时间反演算符对易

[
T̂ , Ĥ (r)

]
= 0，时间反演算

符的形式对于无自旋体系和有自旋体系是不同的。
时间反演算符
含时薛定谔方程为

ĤΨ(r, t) = −ih̄ ∂
∂t

Ψ(r, t) , (5.131)

当体系具有时间反演不变性时，
[
T̂ , Ĥ

]
= 0，而且 T̂ : t→ −t，因此将 T̂ 作用至式 (5.131) 有

ĤT̂ Ψ(r, t) = ĤΨ(r,−t) = −ih̄ ∂

∂ (−t)
Ψ (r,−t) = ih̄

∂

∂t
Ψ(r,−t) . (5.132)
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1. 当体系不含自旋时，哈密顿量 Ĥ 为实算符，对式 (5.131) 求复共轭，即作用复共轭算符 K̂，得

ĤΨ∗ (r, t) = ih̄
∂

∂t
Ψ∗ (r, t) . (5.133)

对比式 (5.132) 和式 (5.133) 可发现 T̂ Ψ(r, t) = Ψ (r,−t) 和 Ψ∗ (r, t) 的动力学方程完全一致，因此也
具有相同的时间演化形式。因此，时间演化算符作用于含时波函数上的效果为取复共轭操作，即

T̂ Ψ(r, t) = Ψ (r,−t) = K̂Ψ(r, t) = Ψ∗ (r, t) . (5.134)

因此对于无自旋体系，时间反演算符即为复共轭算符，T̂ = K̂。

2. 当体系含有自旋时，如具有自旋-轨道耦合项，即

Ĥ =
p̂2

2m
+ V (r) + h̄

4m2c2
(∇V (r)× p̂) · σ (5.135)

=
p̂2

2m
+ V (r)− ih̄2

4m2c2
(∇V (r)×∇) · σ

此时的哈密顿量不是实算符，因为虽然 σx 和 σz 都是实矩阵，σy 为纯虚矩阵。此时虽然复共轭算符
K̂ 与哈密顿量不对易，但算符 σyK̂ 与 Ĥ 对易，这只需验证[

σyK̂, iσx

]
= σyK̂iσx − iσxσyK̂ = −i {σx, σy} K̂ = 0,[

σyK̂, iσy

]
= σyK̂iσy − iσyσyK̂ = iK̂ − iK̂ = 0, (5.136)[

σyK̂, iσz

]
= σyK̂iσz − iσzσyK̂ = −i {σz, σy} K̂ = 0,

其中因子 i 来源于式 (5.135) 中的 p̂ = −ih̄∇。因此将 σyK̂ 作用于含时薛定谔方程得

Ĥ
(
σyK̂

)
Ψ(r, t) = ih̄

∂

∂t

(
σyK̂

)
Ψ(r, t) , (5.137)

即对于考虑自旋的体系，时间演化算符作用在含时旋量波函数的效果为

T̂ Ψ(r, t) = Ψ (r,−t) =
(
σyK̂

)
Ψ(r, t) , (5.138)

时间反演算符为泡利算符联合复共轭算符，T̂ = σyK̂。

由于复共轭算符的存在，时间反演变换为反幺正（酉）变换（antiunitary transformation），即
〈
T̂ψ|T̂ ϕ

〉
=

⟨ϕ|ψ⟩ = ⟨ψ|ϕ⟩∗。显然，当体系不含自旋时，T̂ = K̂，而 T̂ 2 = K̂2 = 1；当体系显含自旋自由度时，T̂ = σyK̂，
T̂ 2 = σyK̂σyK̂ = −1。实际上，时间反演算符可以统一写为 T̂ = ÛK̂ 的形式，其中 Û 为酉算符，而 K̂ 为
复共轭算符，是反幺正（酉）算符。实际上，连续作用时间反演变换两次，只可能得到 T̂ 2 = ±1，其中 +1

对应无自旋体系（或整数自旋体系），−1 对应半奇数自旋体系。T̂ 2 = ±1 的证明如下：由于连续作用两次时
间反演变换需要回到原来的量子态，因此 T̂ 2 = CÎ，其中 Î 为恒等算符，C = eiϕ 为相位因子。利用时间反
演算符的一般表达式 T̂ = ÛK̂ 得到

T̂ 2 = ÛK̂ÛK̂ = Û Û∗ = CÎ, (5.139)

再利用 Û 是酉算符的特性，有
Û∗ = Û †Û Û∗ = Û †CÎ = CÛ †, (5.140)

取转置有 (
Û∗
)T

= Û † =
(
CÛ †

)T
= CÛ∗ = C

(
CÛ †

)
= C2Û †, (5.141)
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因此 C2 = 1，故 C = ±1，即 T̂ 2 = 1 或 T̂ 2 = −1。时间反演算符的具体表达式并不唯一，因为酉算符 Û 的
选取不唯一，常见的取法有 Û = σy 和 Û = iσy 等。另外也有文献将时间反演算符写为 T̂ = K̂Û ′ = Û ′∗K̂

的形式，其中 Û ′ 也是酉算符，相当于前文定义中取 Û = Û ′∗。
对于半奇数自旋体系，T̂ 2 = −1 来源于 SU (2) 群 u (α+ 2π, β, γ) = −u (α, β, γ) 的特性，因为作用一次

时间反演操作将上自旋态转为下自旋态，再作用一次重新变为上自旋态，故连续两次时间反演变换对应自旋
空间转动 2π 的操作，故给出 −1 的因子。因此，若体系不考虑自旋-轨道耦合作用，即可用单群描述对称性
的情况下，T̂ 2 = 1，对于半奇数自旋体系，可以总结如下：

自旋-轨道耦合 对称群 T̂ T̂ 2

无 单群G K̂ 1

有 双群GD σyK̂ −1

以下将分别讨论时间反演对称性对无自旋体系和半奇数自旋体系的能带的影响，且对后者的讨论将默认
考虑自旋-轨道耦合效应。

I. 无自旋体系（整数自旋）时间反演对称性的影响
无自旋体系 T̂ = K̂，时间反演对称性的存在会使得表示矩阵（特征标）互为复共轭的 1 维表示能量简

并。假设群 G 具有两个 1 维不等价不可约表示 Aα 和 Aβ，且 Aα (g) = Aβ∗ (g)，承载 Aα 表示的基函数
ψα (r)，满足

P̂gψ
α (r) = Aα (g)ψα (r) , (5.142)

考虑 T̂ ψα (r) = ψα∗ (r) 承载的群 G 的表示，以 P̂g 作用并注意到 g 为实空间的变换，与 T̂ 可交换，故有

P̂g

[
T̂ ψα (r)

]
= T̂ P̂gψ

α (r)

= T̂ Aα (g)ψα (r) (5.143)

= Aα∗ (g)
[
T̂ ψα (r)

]
= Aβ (g)

[
T̂ ψα (r)

]
.

由于 T̂ ψα (r) = ψα∗ (r) 不为 ψα (r) 本身，因为二者承载群 G 不同的不可约表示，并且

⟨ψα| Ĥ |ψα⟩ = ⟨ψα| T̂ †ĤT̂ |ψα⟩ , (5.144)

即 ψα (r) 和 T̂ ψα (r) 是时间反演对称性保护的两个简并态。

例 5.16. C4 群在考虑时间反演对称性后的哪些不可约表示对应的本征态是简并的？

C4 群存在四个不等价不可约的 1 维表示，其中两个 1 维非恒等表示的特征标为

E C4 C2
4 C3

4

A3 1 i −1 −i
A4 1 −i −1 i

由于 A3 和 A4 的特征标互为复共轭，因此考虑时间反演对称性后，这两个 1 维表示的本征态会成为二重简
并态。一般的特征标表会把由于时间反演对称性保护的两个 1 维表示写为 2 维表示，如表5.9所示。
在周期体系，Bloch 波函数满足

ψn,k (r + Rl) = e−ik·Rlψn,k (r) , (5.145)
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C4 E C4 C2
4 C3

4

A1 1 1 1 1

A1 1 −1 1 −1

E
1 i −1 −i
1 −i −1 i

表 5.9: C4 群在考虑时间反演对称性后的特征标表。

其中 n 为能带指标，时间反演变换 T̂ = K̂ 的作用为

T̂ ψn,k (r + Rl) = ψ∗
n,k (r + Rl)

= eik·Rlψ∗
n,k (r) (5.146)

= eik·Rl T̂ ψn,k (r) ,

因此 T̂ ψn,k (r) 为承载平移群 −k 不可约表示的 Bloch 波函数，即

T̂ ψn,k (r) = ψn,−k (r) , (5.147)

可见晶格波矢 k 与动量 p 一样在时间反演变换下反号。因此，时间反演对称性保证

En,−k = ⟨ψn,−k| Ĥ |ψn,−k⟩

= ⟨ψn,k| T̂ †ĤT̂ |ψn,k⟩ (5.148)

= ⟨ψn,k| Ĥ |ψn,k⟩

= En,k,

即 Bloch 波函数的能量关于 Γ 点是偶函数，因此即便空间群的点群不具有中心反演对称性，时间反演对称
性的存在也使得 k 和 −k 处的能带是相同的。此结果不仅适用于不考虑自旋作用的电子能带，还适用于声子
能谱，即时间反演对称性保护 ωn,k = ωn,−k，因为周期晶格的振动模式也具有平移不变性，Bloch 定理同样
适用，且声子是自旋零的准粒子。

II. 自旋为半奇数体系时间反演对称性的影响
半奇数自旋体系 T̂ = σyK̂，Bloch 波函数为旋量波函数，时间反演对称性不仅将晶格波矢反号 k→ −k，

还会使自旋投影反号，即
T̂ ψn,k,↑ (r) = ψn,−k,↓ (r) , (5.149)

因此若体系存在时间反演对称性，则有

En,k,↑ = En,−k,↓, En,k,↓ = En,−k,↑. (5.150)

此时若体系进一步具有空间反演不变性，则有以下定理。

■ 定理 5.12. 自旋简并 在具有时间反演和空间反演的系统中（可含自旋轨道耦合），同一个波矢的两
个不同自旋态互相简并，即

En,k,↑ = En,k,↓.
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证明. 空间反演对称性的存在使得

En,k,↑ = En,−k,↑, En,k,↓ = En,−k,↓, (5.151)

若再结合时间反演对称性导致的能带关系式 (5.150)，则

En,k,↑ = En,−k,↑ = En,k,↓, (5.152)

即任意能带都是二重简并的，都具有两个自旋态的成分。

若破缺空间反演对称性，则能带不会处处二重简并，而是会发生自旋劈裂，常见的自旋劈裂类型有 Rashba
自旋劈裂和 Dresselhaus 自旋劈裂两种。
对于半奇数自旋体系，存在一个更普遍的简并，称为 Kramers 简并。

■ 定理 5.13. Kramers 简并 对于具有半奇数总自旋的时间反演对称系统的每个能量本征态，存在至
少一个具有相同能量的本征态。

证明. 采用反证法证明。假设本征态 ψ 的时间反演态 T̂ ψ 为 ψ 本身，最多相差一个相位因子，即

T̂ ψ = eiθψ, (5.153)

再次作用 T̂ 有

T̂ 2ψ = T̂
(
eiθψ

)
= e−iθT̂ ψ (5.154)

= e−iθeiθψ

= ψ,

得出 T̂ 2 = 1，这与半奇数自旋体系 T̂ 2 = −1 矛盾。因此 T̂ ψ 为与 ψ 不同的本征态，并且二者的能量相等，
因为

E′ = ⟨ψ| T̂ †ĤT̂ |ψ⟩ = ⟨ψ| Ĥ |ψ⟩ = E.

对于整数自旋或无自旋体系，T̂ 2 = 1，T̂ ψ 与 ψ 可能为相同的本征态，因此不一定是简并态。如对于一
维谐振子

Ĥ =
p̂2

2m
+

1

2
mω2x̂2,

其基态波函数 ψ0 (x) 为实函数，因此

T̂ ψ0 (x) = K̂ψ0 (x) = ψ0 (x) ,

为 ψ0 (x) 本身，因此本征能量 En = (n+ 1/2) h̄ω 也非简并能量。实际上，在前一部分对无自旋体系的讨论
中已证明，对于 T̂ 2 = 1 的体系，若群 G 的两个 1 维表示 Aα 和 Aβ 的表示矩阵互为复共轭，承载 Aα 表示
的 ψα 才与 T̂ ψα 简并。在此一维谐振子的例子中，基态波函数承载 1 维恒等表示，为实表示，因此在时间
反演对称性下不会带来新的简并度。
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图 5.20: 表面布里渊区两个时间反演不变动量间的能带连接情况。(a) 费米能穿过偶数条表面态。(b) 费米能
穿过奇数条表面态。

Kramers 简并在能带理论中体现为在时间反演不变动量（time-reversal invariant momenta, TRIM）处，
时间反演对称性会保持这些晶格动量处的二重简并。时间反演不变点满足

− k = k + Kn, (5.155)

其中 Kn 为倒格矢量。不破坏时间反演对称性的微扰项不会解除这种简并。而 Kramers简并也与时间反演对
称性保护的拓扑绝缘体（topological insulator）直接相关。如图5.20所示，绝缘体的能隙中可能存在表面态，
若存在表面态，则 TRIM 点的二重简并确保带隙中的表面态只能有两种连接方式。第一种方式为图5.20(a)
展示的表面态在带隙内两两相连，此时费米能切过表面态偶数次，这种情况下的表面态可被保持时间反演对
称性的微扰项移除，因此是平庸的表面态；第二种方式为图5.20(b) 展示的，表面态在带隙内部相继相连，费
米能因而切过表面态奇数次，此时任意保持时间反演对称性的微扰都不能移除表面态，因此这种表面态是拓
扑非平庸的。后者即为时间反演对称性保护的 Z2 拓扑绝缘体，这两种情况分别对应于拓扑指标 Z2 = 0 和
Z2 = 1 的情形。

195


	群的基本概念
	群的定义、性质及例子
	子群与陪集
	不变子群和类
	同构与同态
	直积与直积因子
	变换群（置换群）

	群的表示理论
	群表示
	等价表示，不可约表示，酉表示
	群代数与群函数
	有限群表示理论
	特征标理论
	新表示的构成

	完全转动群
	连续群简介
	三维转动群SO(3)
	二维幺模酉矩阵群 SU(2)

	点群与空间群
	点群基础
	第一类点群
	第二类点群
	晶体点群和空间群

	群论与量子力学
	哈密顿算符群
	微扰引起的能级分裂
	投影算符
	矩阵元定理与选择定则
	晶体平移群
	晶体空间群与能带
	双群与旋量波函数
	时间反演不变性


