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第 1章 二次量子化方法

内容提要

h 二次量子化方法

h Friedel震荡与 RKKY相互作用

h 半填充费米 Hubbard模型

h Heisenberg模型的大 S 极限

h Goldstone定理

h Bogoliubov变换

1.1 为什么需要二次量子化？

在我们学习经典力学的时候，物理系统的状态由各个粒子的坐标和动量描述，演化满足牛顿方程。到了量

子力学，我们有了全新的理论框架——系统的状态由态矢量描述，演化满足薛定谔方程。在这些课程中，我们主

要关注于少体系统的动力学行为，例如简谐振子、中心势场等问题。另一方面，统计物理的课程告诉我们，对于

大量粒子构成的系统，如果我们只关心它的宏观性质，就可以利用系综理论进行研究。传统的统计物理课程主

要关注于经典统计模型和无相互作用的量子模型，而相互作用量子多体系统的统计行为就是本课程的核心内容。

这一课程可以看成量子理论和统计物理的延伸：我们的目的就是应用系综理论研究量子力学框架下的多体系统。

然而，我们在量子力学课程中基于单粒子波函数的方法在研究多体问题时会很繁琐。比如，我们考虑一个

量子谐振子，其哈密顿量写作：

ĥ0 =
p̂2

2
+

1

2
ω2x̂2. (1.1)

这里我们取m = 1 和 ℏ = 1. 我们知道其本征能 ϵn 量和本征态 |ψn⟩ 写作

ϵn = ω

(
n+

1

2

)
ψn(x) = ⟨x|ψn⟩ = CnHn(

√
ωx)e−

ωx2

2 . (1.2)

这里 n ∈ {0, 1, 2...}。Hn(x) 是 Hermite 多项式，Cn 是波函数的归一化系数。如果我们进而考虑N = 3 个全同粒

子，哈密顿量变成

Ĥ0 =
∑
i

ĥ0,i =

N∑
i=1

p̂i
2

2
+

N∑
i=1

1

2
ω2x̂i

2. (1.3)

如果粒子是玻色子，多体波函数 Ψ(x1, x2, x3) = (⟨x1| ⊗ ⟨x2| ⊗ ⟨x3|)|Ψ⟩ 应该在粒子坐标 {xi} 的交换下对称；如

果是费米子，则要求反对称。基于这一原则，我们可以写出哈密顿量一个本征态：

|Ψλ1,λ2,λ3
⟩ = 1√

3!

(
|ψλ1

⟩ ⊗ |ψλ2
⟩ ⊗ |ψλ3

⟩+ |ψλ2
⟩ ⊗ |ψλ3

⟩ ⊗ |ψλ1
⟩+ |ψλ3

⟩ ⊗ |ψλ1
⟩ ⊗ |ψλ2

⟩

+ζ|ψλ2
⟩ ⊗ |ψλ1

⟩ ⊗ |ψλ3
⟩+ ζ|ψλ3

⟩ ⊗ |ψλ2
⟩ ⊗ |ψλ1

⟩+ ζ|ψλ1
⟩ ⊗ |ψλ3

⟩ ⊗ |ψλ2
⟩
)
.

(1.4)

这里，我们假设 λ1 ̸= λ2 ̸= λ3。对于玻色子/费米子，表达式中取 ζ = ±1。我们看到，这个表达式非常复杂，而

且传递的有效信息很少——它描述的无非是在 λ1、λ2、λ3 三个单粒子态上分别有一个粒子。而这仅仅是无相互

作用的情况。比如我们考虑加入一个粒子间的弱相互作用 V̂ =
∑
i<j V (x̂i − x̂j). 这时，即使对于最低阶微扰论，



1.2 二次量子化方法简述

我们也需要计算 V̂ 在形如(1.4)的不同本征态下的矩阵元，直接计算会包含很多项。在物理学中，如果发现最简

单的计算都很繁琐，常常说明我们绕了弯路——二次量子化正是用来简化多体系统计算的方法。

除了上述原因，基于单粒子态直积的描述假设了系统的粒子数守恒。这是因为在理论中每个粒子有对应的

位置算符 x，哈密顿量演化描述的是这个粒子在空间的运动，粒子不会凭空消失。然而，我们的世界中包含着不

同种类粒子相互转换的物理过程。比如多个光子转变为正负电子对、α衰变等；在超导体、超流体等物态中集体

激发模式并不满足粒子数守恒；此外，在开放系统中，我们也常常要处理系统中粒子数随时间变化的动力学过

程。我们将会看到，二次量子化方法可以自然的描述这些系统。

1.2 二次量子化方法简述

二次量子化方法的核心就是改变我们标记态的方法。比起描述每个粒子在哪个态，我们直接对每个态有多

少粒子进行计数。由于没有区分“不同”粒子，粒子的全同性将会自动被保证，不再需要（反）对称化操作。事实

上，对全同粒子直接对态进行计数这个技巧我们在统计物理课程中已经使用过了：在计算无相互作用系统的巨

正则系综的配分函数时，标准的做法是

Z =
∑
N

∑
En

e−β(En−µN) =
∏
i

(
∑
ni

eβni(µ−ϵi)) =
∏
i

(1− ζeβ(µ−ϵi))−ζ . (1.5)

这里，在第二个等号中我们将对粒子数 N 和给定粒子数不同本征态 EN 的求和转换成了对每个单粒子态占据书

ni 的求和。二次量子化方法也是同样的思路。

1.2.1 单一模式的玻色系统

作为启发，我们先来回顾一下单个谐振子的代数解法。对哈密顿量(1.1)，我们定义降算符 â =
√

ω
2

(
x̂+ i p̂ω

)
以及升算符 â† =

√
ω
2

(
x̂− i p̂ω

)
。他们满足对易关系 [â, â†] = 1。哈密顿量可以写作

ĥ0 = ω

(
â†â+

1

2

)
= ω

(
n̂+

1

2

)
. (1.6)

这里 n̂ = â†â，其本征值为 n ∈ {0, 1, 2...}，对应本征态 |n⟩ 与哈密顿量本征态 |ϕn⟩ 一致。此外，我们通常选取

â|n⟩ =
√
n|n− 1⟩, â†|n⟩ =

√
n+ 1|n+ 1⟩. (1.7)

等式右边相应系数可以通过计算等式左边态与自身的内积验证。特别的，系统基态对应 n = 0，满足 â|0⟩ = 0；

所有本征态可以通过在 |0⟩ 上作用升算符得到

|n⟩ = (â†)n√
n!

|0⟩. (1.8)

另一方面，我们可以给出哈密顿量(1.6)的另一种诠释。想象存在一种玻色子——通常被称为声子——只能

处于某个单粒子态 |ϕ0⟩，对应的能量为 ω。那么，当系统包含 n 个声子，总能量就是 nω，哈密顿量正好也具

有式(1.6)的形式（让我们忽略等式右边的常数部分，事实上正好对应系统的真空能）。这时，降算符 â 和升算

符 â† 对应粒子数减少和增加，通常被称为湮灭算符和产生算符。n̂ = â†â 的本征值等于粒子数，被称为粒子

2



1.2 二次量子化方法简述

数算符。这就是包含单一模式的自由玻色子系统的二次量子化表示。我们还可以进一步考虑如果声子之间存在

相互作用，哈密顿量应该如何改写。假设任意两个声子之间有排斥相互作用 U，那么系统的总相互作用能应为

V = Un(n− 1)/2。对应哈密顿量

Ĥ = ωn̂+
U

2
n̂(n̂− 1) = ωâ†â+

U

2
a†a†ââ. (1.9)

这便是单格点的玻色 Hubbard 模型。最后一个等式用到了 [â, n̂] = â。

1.2.2 普遍理论

下面，我们来把二次量子化方法推广到多个模式的玻色/费米系统中。我们用正整数 i 来标记不同的单粒子

态；按照上述思路，多体系统的一组完备基写作 |n1, n2, ...⟩，其中 ni 是在 i 态上的粒子数。对于玻色子，ni ∈

{0, 1, 2, ...}；对于费米子，泡利不相容原理要求 ni ∈ {0, 1}。例如(1.4)，我们有 nλ1
= nλ2

= nλ3
= 1，而对其余

i满足 ni = 0。一般的多体态可以在这组完备基下进行展开

|Ψ⟩ =
∑

n1,n2,...

Cn1,n2,...|n1, n2, ...⟩. (1.10)

1.2.2.1 产生湮灭算符

对于每个模式，我们引入对应的产生湮灭算符 â†i 和 âi。受(2.39)的启发，我们定义产生湮灭算符的矩阵元

â†i |n1, n2, ..., ni, ...⟩ = ζ
∑

j<i nj
√
ni + 1|n1, n2, ..., ni + 1, ...⟩,

âi|n1, n2, ..., ni, ...⟩ = ζ
∑

j<i nj
√
ni|n1, n2, ..., ni − 1, ...⟩.

(1.11)

我们要额外留意费米子系统：首先，对于费米子我们只保留 ni ∈ {0, 1} 的部分，即对于 ni = 1 时，等式第一行

的右侧为 0。其次，ζ
∑

j<i nj 的引入规定了不同单粒子模式的次序——这一次序是人为选定的，但是一旦给定一

套规定，在计算中不应随意改变。我们将会看到，这一因子的引入保证了费米子的全反对称关系。由于 ζ2 = 1，

无论玻色费米子，我们都有

â†i âi|n1, n2, ..., ni, ...⟩ = ni|n1, n2, ..., ni + 1, ...⟩, (1.12)

即 n̂i = â†i âi 是第 i个态上的粒子数算符。我们将 ni = 0 的态称为真空态，记作 |Ω⟩。类似(1.8)，(1.11)保证所有

态都可以通过在真空态上作用产生算符得到：

|n1, n2, ..., ni, ...⟩ =
(â†1)

n1

√
n1!

(â†2)
n2

√
n2!

(â†2)
n3

√
n3!

...|Ω⟩. (1.13)
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1.2 二次量子化方法简述

我们可以根据算符的定义(1.11)计算产生湮灭算符间的对易关系。例如，对于 j < i

âiâ
†
j |..., nj , ..., ni, ...⟩ =

√
nj + 1ζ

∑
k<j nk âi|..., nj + 1, ..., ni, ...⟩

=
√
nj + 1

√
niζ

∑
k<j nkζ(

∑
k<i nk+1)|..., nj + 1, ..., ni − 1, ...⟩

=
√
niζ

(
∑

k<i nk+1)â†j |..., nj , ..., ni − 1, ...⟩

= ζâ†j âi|..., nj , ..., ni, ...⟩.

(1.14)

由于我们证明了 âiâ
†
j = ζâ†j âi 这一等式对于任意态成立，这一关系应该被认为是算符等式。依照这一方法，我

们可以得到

[âi, â
†
j ]ζ = δij , [âi, âj ]ζ = 0, [â†i , â

†
j ]ζ = 0, (1.15)

这里我们引入了 [A,B]ζ = A− ζB。对于玻色子系统，不同湮灭算符相互对易，说明不同模式间相独立，各自对

应一组谐振子升降算符。对于费米子系统，不同模式算符反对易——我们可以认为这仅仅说明在费米系统中“独

立”有和玻色子系统不同的含义。对于 i = j，费米子算符满足 â†i âi + âiâ
†
i = 1 和 (â†i )

2 = â2i = 0。前者暗示某个

模式总粒子数只能是 0 或者 1，后者暗示泡利不相容原理。

1.2.2.2 场算符与少体波函数

在定义产生湮灭算符的时候，我们选定了一组单粒子态的基 {|i⟩}。另一方面，量子物理的计算应该不依赖

于基的选取，同一个量子态可以在任意基下进行展开。那么，如果我们选取另一组单粒子态 {|µ⟩}，引入对应的

产生湮灭算符 â†µ 和 âµ，那他们和 â†i 和 âi 的关系是什么？回答这一问题的最简单办法是先来把这些算符和单粒

子态联系起来，利用不同单粒子基之间的变换关系，推导产生湮灭算符的变换关系。依照定义，单粒子态就是

在真空 |Ω⟩ 作用一个 a† 算符得到的

|i⟩ = â†i |Ω⟩, |µ⟩ =
∑
i

⟨i|µ⟩|i⟩ =
∑
i

⟨i|µ⟩â†i |Ω⟩ = â†µ|Ω⟩. (1.16)

其中我们利用了单粒子态的完备性关系 |i⟩⟨i|。因此，我们得到 â†µ =
∑
i⟨i|µ⟩â

†
i。对这一关系取厄秘共轭给出

âµ =
∑
i⟨µ|i⟩âi。

在不同完备基中，我们经常使用的是坐标空间的完备基 |x⟩——这是由于实验测量往往具有局域性，所测量

的物理量常常是局域的粒子密度、自旋密度等。为了简化记号，这一节我们都以一维系统为例。在这组基下，湮

灭算符被称为场算符 ψ̂(x)，满足连续化版本的对易关系

[ψ̂(x), ψ̂†(x′)]ζ = δ(x− x′), [ψ̂(x), ψ̂(x′)]ζ = 0, [ψ̂†(x), ψ̂†(x′)]ζ = 0. (1.17)

局域的粒子数密度算符写作 n(x) = ψ̂†(x)ψ̂(x)。我们有

ψ̂(x) =
∑
i

⟨x|i⟩âi =
∑
i

ϕi(x)âi, âi =

∫
dx ϕi(x)

∗ψ̂(x). (1.18)

其中 ϕi(x) 便是单粒子的本征态波函数。利用场算符 ψ̂(x)，我们可以将二次量子化中的任意单粒子态 |Ψ(1)⟩ 映
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1.2 二次量子化方法简述

射到一次量子化波函数

ϕ(x) = ⟨Ω|ψ̂(x)|Ψ(1)⟩. (1.19)

将上式推广，我们可以在任意多体态中定义单粒子约化密度矩阵 ρ(x, x′)

ρ(x, x′) = N−1⟨Ψ|ψ̂†(x′)ψ̂(x)|Ψ⟩. (1.20)

其中，N 是多体态 |Ψ⟩ 的总粒子数，引入这一系数的目的是保证归一化条件
∫
dx ρ(x, x) = 1。为什么我们把

ρ(x, x′) 称为单粒子约化密度矩阵？对于单体态，容易发现 ρ(x, x′) = ϕ(x)ϕ(x′)∗，这一结果符合对单粒子纯态的

预期；对于 |Ψ⟩ = a†1a
†
2...a

†
N，计算得到

ρ(x, x′) =
1

N

∑
i

ϕi(x)ϕi(x
′)∗ = ⟨x|

[
N−1

∑
i

|i⟩⟨i|︸ ︷︷ ︸
ρ

]
|x′⟩. (1.21)

我们可以进一步将两粒子态的波函数 ϕ(x1, x2) 表达成

ϕ(x1, x2) = ⟨Ω|ψ̂(x1)ψ̂(x2)|Ψ(2)⟩/
√
2. (1.22)

这里，
√
2 保证了波函数的归一化条件

∫
dx1dx2 |ϕ(x1, x2)|2 = 1。对于玻色子系统，[ψ̂(x1), ψ̂(x2)] = 0，因此两

体波函数关于交换 x1, x2 对称；对于费米子系统，[ψ̂(x1), ψ̂(x2)]− = 0，因此两体波函数关于交换 x1, x2 反对称

——这就是我们在最初定义(1.11)时引入 ζ 的原因。类似的讨论很容易推广到任意多体波函数中。

� 练习 1.1三体波函数 按照上述单体、两体波函数定义构造三体波函数，验证结果与式(1.4)吻合。

1.2.2.3 一般算符与哈密顿量

最后，我们需要把哈密顿量用产生湮灭算符表达出来。我们假设哈密顿量只包括二次型动能项、外势能和

两体相互作用：

Ĥ =

N∑
i=1

p̂i
2

2
+

N∑
i=1

V (x̂i) +
∑
i<j

U(x̂i − x̂j). (1.23)

我们的策略是把每一项在其本征函数对应的产生湮灭算符下先表示出来，然后利用不同表象的变换关系推导出

一般情况下的二次量子化算符。对于动能项，假设我们取箱归一化（系统尺寸为L），其本征态就是平面波 ϕk(x) =

eikx/
√
L，对应的能量是 k2/2。当存在多个粒子，我们期待

N∑
i=1

p̂i
2

2
→
∑
k

k2

2
n̂k =

1

2

∫
dx ∂xψ̂

†(x)∂xψ̂(x) =

∫
dx ψ̂†(x)

p̂2

2
ψ̂(x). (1.24)
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1.3 自由费米子系统

这里等式右边 p̂ = −i∂x。对于势能部分，我们可以直接在实空间将能量写成

N∑
i=1

V (x̂i) →
∫
dx V (x)n̂(x) =

∫
dx V (x)ψ̂†(x)ψ̂(x). (1.25)

类似单粒子势能，两体相互作用也在实空间对角。简单起见，我们将空间坐标离散化成格点 x ∈ Z，最后再考虑

连续极限。对于 x格点和 y 格点之间的粒子，他们的相互作用能是

∑
x<y

U(x− y)n̂(x)n̂(y) =
1

2

∑
x ̸=y

U(x− y)n̂(x)n̂(y) =
1

2

∑
x ̸=y

U(x− y)ψ̂†(x)ψ̂†(y)ψ̂(y)ψ̂(x). (1.26)

对于同一个格点上的多个（玻色）粒子，结果则类似式(1.9)：

∑
x

U(0)
n̂(x)(n̂(x)− 1)

2
=

1

2

∑
x

U(0)ψ̂†(x)ψ̂†(x)ψ̂(x)ψ̂(x). (1.27)

把(1.28)和(1.27)相加，我们得到：

∑
i<j

U(x̂i − x̂j) =
1

2

∑
x,y

U(x− y)ψ̂†(x)ψ̂†(y)ψ̂(y)ψ̂(x) =
1

2

∫
dxdy U(x− y)ψ̂†(x)ψ̂†(y)ψ̂(y)ψ̂(x). (1.28)

最后，把所有项加在一起，二次量子化下的哈密顿量 H 写作

Ĥ =

∫
dx ψ̂†(x)

(
p̂2

2
+ V (x)

)
ψ̂(x) +

1

2

∫
dxdy U(x− y)ψ̂†(x)ψ̂†(y)ψ̂(y)ψ̂(x). (1.29)

� 练习 1.2玻色-费米映射 假设 ψ̂(x) 是费米子场算符，对于离散化的一维空间，构造算符

ψ̂′(x) = eiπ
∑

y<x ψ̂†(y)ψ̂(y)ψ̂(x), (1.30)

请证明

1. 对于 x ̸= y 满足对易关系 [ψ̂′(x), ψ̂′†(y)] = 0，[ψ̂′(x), ψ̂′(y)] = 0 和 [ψ̂′†(x), ψ̂′†(y)] = 0，说明 ψ̂′(x) 是玻色

型算符。

2. 场算符 ψ̂′(x) 满足 [ψ̂′(x), n̂′(x)] = [ψ̂′(x), ψ̂′†(x)ψ̂′(x)] = ψ̂′(x)，因此 ψ̂′(x) 导致粒子数 n̂′(x) 减小 1，仍然

有湮灭算符的物理含义。同时 ψ̂′(x)2 = 0 说明同一位置不能占据两个玻色子。

3. 验证如果原始哈密顿量只包括近邻相互作用 V n̂(x)n̂(x+ 1)，映射到 ψ̂′(x) 后仍只包含近邻相互作用。

这种玻色子被称为硬核（hard-core）玻色子，等价于在原始玻色子上加入相同格点的无穷大排斥能 U(0) = +∞。

该习题说明在一维玻色子和费米子没有本质区别。
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1.3 自由费米子系统

1.3 自由费米子系统

从这一节开始，我们用一些例子巩固一下二次量子化方法，同时介绍一些多体物理的基本计算。我们的第

一个例子是自由费米子系统，哈密顿量是

Ĥ =

∫
dr

∇ψ̂†(r) · ∇ψ̂(r)
2

=
∑
k

ϵkâ
†
kâk. (1.31)

这里，我们引入了色散 ϵk = k2/2。在零温，N 个费米子的多体系统的基态对应费米海，即所有能量小于费米能

EF = k2F /2 的态都被占据，这里 kF 被称为费米动量。我们主要关注三维情况，费米动量由下式确定

N = V n = V

∫
|k|<kF

dk

(2π)3
=
V k3F
6π2

. (1.32)

在二次量子化下，我们可以将费米海态 |FS⟩ 表达成

|FS⟩ =
∏

|k|<kF

â†k|Ω⟩. (1.33)

1.3.1 时域关联函数

作为示例，我们先来计算单粒子密度矩阵

C(r1, r2) = Nρ(r1, r2) = ⟨FS|ψ̂†(r2)ψ̂(r1)|FS⟩ = 1

V

∑
k,k′

eik·r1−ik
′·r2⟨FS|â†k′ âk|FS⟩. (1.34)

容易看出，当 k ̸= k′ 时，â†k′ âk|FS⟩ 和没有扰动的费米海态 |FS⟩ 的占据数肯定不同。因此，只有 k = k′ 的项才

会贡献。这就给出

C(r1, r2) =
1

V

∑
k

eik·(r1−r2)⟨FS|â†kâk|FS⟩ =
∫

d3k

(2π)3
eik·(r1−r2)nk

=

∫
|k|<kF

d3k

(2π)3
eik·(r1−r2) =

sin (r12kF )− r12kF cos (r12kF )

2πr312
.

(1.35)

完成一个计算时我们应该尽可能利用各种极限对结果进行验证。当我们取 r1 = r2 时，结果回到 n = N/V =

k3F /6π
2。这是因为系统有平移对称性，导致

∫
dr ρ(r, r) = V ρ(r, r) = 1。此外，平移对称性加上转动对称性还保

证 C(r1, r2) = C(r12) 只是距离的函数。在文献中，C(r1, r2) 也被常称为场算符的等时关联函数。

� 练习 1.3 C(r1, r2)的物理含义 假设我们通过实验方法在 r2 处湮灭了一个粒子，这时系统的态为 ψ̂(r2)|FS⟩/
√
n，

其中
√
n保证了态的归一化。请证明，在这个新的态上粒子密度和没有作用 ψ̂(r2) 时的差别为

∆n(r1) = −n−1|C(r1, r2)|2. (1.36)

这给出了等时关联函数的一个物理含义。此外，计算中我们会发现 ⟨ψ̂†
1ψ̂

†
2ψ̂3ψ̂4⟩ = ⟨ψ̂†

1ψ̂4⟩⟨ψ̂†
2ψ̂3⟩−⟨ψ̂†

1ψ̂3⟩⟨ψ̂†
2ψ̂4⟩，
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1.3 自由费米子系统

这就是自由粒子的 Wick 定理：

⟨ψ̂†
in
.̂..ψ†

i2
ψ̂†
i1
ψ̂i1 ψ̂i2 .̂..ψin⟩ =

∑
P

ζ |P |⟨ψ̂†
iP1
ψ̂i1⟩⟨ψ̂

†
iP2
ψ̂i2⟩...⟨ψ̂

†
iPn

ψ̂in⟩, (1.37)

这里 P 代表 (1, 2, .., n) 的一个置换操作，每个置换都可以用一系列最近邻的交换写出来，|P | 代表对应最近邻交

换的数目。例如，对于 P (1, 2, 3) = (2, 1, 3)，我们只进行了一次 1 和 2 的交换，对应 |P | = −1。

接下来，让我们考虑不同时刻的单粒子关联。Heisenberg 方程告诉我们，t时刻的算符可以写作

ψ̂(r, t) = eiĤtψ̂(r)e−iĤt =
1√
V

∑
k

eik·reiĤtake
−iĤt =

1√
V

∑
k

eik·r−iϵktâk. (1.38)

我们发现在时间演化下，单个场算符总是有着湮灭算符线性组合的形式，仍然满足 Wick 定理。这时无相互作用

系统的特性，物理上说明一个粒子不管怎么演化都仍然是一个粒子。对于相互作用系统，单个粒子可以通过散

射产生电子-空穴对，因此我们预期单个场算符演化后会包含多个产生湮灭算符乘积的贡献。类似之前的等时关

联，我们可以定义不同时刻的两点关联函数

C(r, t) = ⟨FS|ψ̂†(0, 0)ψ̂(r, t)|FS⟩ =
∫
|k|<kF

d3k

(2π)3
eik·r−iϵkt (1.39)

这里，我们已经利用了系统的时间和空间平移不变性。可以认为 C(r, t) 描述了不同时刻系统的关联性，我们也

可以推广练习1.3给 C(r, t) 一个更明确的物理含义。

1.3.2 Friedel震荡与 RKKY相互作用

在之前的练习1.3中我们考虑在某一时刻把一个局域的费米子湮灭，下面我们考虑一个略有不同的情况。我

们仍然想象加入一个局域的扰动，然而这个扰动是直接加在哈密顿量之中的

δĤ = λ n̂(0) = λ ψ̂†(0)ψ̂(0) (1.40)

由于 ψ̂†(0)ψ̂(0) 是密度的量纲 [x−3]，而哈密顿量是能量的量纲 [x−2]，因此 λ 应该是长度量纲 [x]。我们假设

λkF ≪ 1。δĤ 对应 r = 0 处有一个额外的外势场，实际系统中可能是由于杂质所引起的。在加入这个扰动后，

基态的改变可以利用微扰论进行分析。一阶微扰论公式写作

|n⟩ = |n⟩0 +
∑
m ̸=n

0⟨m|δĤ|n⟩0
E0
n − E0

m

|m⟩0 (1.41)

对于基态 |FS⟩，保留到 λkF 的一阶，我们得到

|G⟩ = |FS⟩+ λ

V

∑
|k|>kF

∑
|q|<kF

â†kâq
ϵq − ϵk

|FS⟩. (1.42)
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1.3 自由费米子系统

让我们计算 λ带来的对费米子密度的修正，容易得到

∆n(r) =
λ

V 2

∑
k,q

nF (ϵq)(1− nF (ϵk))

ϵq − ϵk

(
ei(k−q)·r + ei(q−k)·r

)
=λ

∫
dq

(2π)3
dk

(2π)3
nF (ϵk−q)− nF (ϵk)

ϵk−q − ϵk
eiq·r

(1.43)

这里我们引入了费米分布 nF (ϵ)。在零温，它正好保证了式(1.42)中的求和限制。首先，对 k 的积分给出

χ(q) =

∫
dk

(2π)3
nF (ϵk−q)− nF (ϵk)

ϵk−q − ϵk
= − kF

2π2

[
1

2
+

(
1− x2

)
4x

ln

(
1 + x

|1− x|

)]
(1.44)

这里，我们引入了 x = q/2kF。可以看到，最后实空间的响应函数是 χ(q) 的傅立叶变换，因此 χ(q) 就是给定

动量的密度波 n(q) =
∫
drn(r)e−iq·r 对外势能的响应。由于扰动也对应密度算符，我们常称之为密度-密度响应。

最后，傅立叶变换给出

∆n(r) = λ

∫
dq

(2π)3
χ(q)eiq·r = λ

k4F
2π3

R cosR− sinR

R4
, (1.45)

这里 R = 2rkF。首先，容易验证这一表达式量纲正确。在很小的 r，密度扰动为 −λk4F /6π3r。直观看来，这是

因为外势能是正的，会把原点周围费米子排斥开来。在远处，密度随着距离正负震荡，对应波矢 (2kF )
−1，这被

称为 Friedel 震荡。在 STM 实验中，常常观测到的杂质周围的环状电子密度条纹正是这个原因，这也是测量费米

动量的一个途径。在后续章节，我们将会用场论方法重新推导这一结果。

� 练习 1.4积分练习 请推导上述结果(1.44)以及(1.45)，必要时可以借助 Mathematica 等数学软件。

Friedel 震荡还在磁性材料的研究中有重要的应用。现在我们考虑费米子携带自旋 1/2。因此，我们应该对自

旋 σ =↑, ↓ 的费米子分别定义湮灭算符 âp,σ 或场算符 ψ̂σ(x)。自由粒子的哈密顿量就是把(1.31)复制两份：

Ĥ =
∑
σ

∫
dr

∇ψ̂†
σ(r) · ∇ψ̂σ(r)

2
=
∑
k

ϵkâ
†
k,σâk,σ. (1.46)

我们假设不同自旋的费米能相等，都在 EF = k2F /2。现在，我们可以考虑在原点处有一个磁性杂质。杂质的磁

矩正比于其自旋 S1，耦合到局域的费米子自旋：

δĤ = µ S1 ·

(
1

2

∑
σσ′

ψ̂†
σ(0)σσσ′ ψ̂σ(0)

)
. (1.47)

这里，σ = {σx, σy, σz} 是泡利矩阵。为了简单起见，我们假设自旋是经典的。利用转动对称性，我们总可以把

自旋选取在 z 方向。因此

δĤ =
µ

2
Sz1 (n̂↑(0)− n̂↓(0)) . (1.48)

这时，可以看到不管在(1.46)中还是围绕哈密顿量中，自旋 ↑ 和 ↓ 都没有耦合。因此他们对扰动的响应可以分别
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1.4 格点系统和费米 Hubbard模型

计算，各自对应一个 λ = ±µ
2S

z
1 的密度扰动。因此，我们可以直接写出 r 处局域自旋的变化：

s(r) = ⟨ŝ(r)⟩ =
〈1
2

∑
σσ′

ψ̂†
σ(r)σσσ′ ψ̂σ(r)

〉
=
µ

2

k4F
2π3

R cosR− sinR

R4
Sz1 ẑ. (1.49)

这时，如果在 r 处正好有另一个自旋 S2，我们就发现它和 S1 之间产生了等效的相互作用能

δĤ ′ = µ S2 ·

(
1

2

∑
σσ′

ψ̂†
σ(r)σσσ′ ψ̂σ(r)

)
≈ µ2

2

k4F
2π3

R cosR− sinR

R4
S1 · S2. (1.50)

这里，我们把算符近似成了微扰论下的期望值。这一结果表明费米子诱导了两个自旋杂质之间的相互作用——

被称为 RKKY（Ruderman–Kittel–Kasuya–Yosida）相互作用。值得注意，由于系数随着距离 r 震荡，这一项有时

倾向于让两个自旋平行来降低系统总能量，对应铁磁型相互作用，有时倾向于让它们反平行，对应反铁磁相互

作用。

1.4 格点系统和费米 Hubbard模型

在固体材料中，电子并非处于自由状态，而是处在原子核以及其他电子所形成的环境之中。首先，库仑相互

作用就会贡献一个外势场。我们以一维为例，假设晶格势有完美的周期性，可以近似简单的 cos 函数：

Ĥ0 =
∑
σ

∫
dx ψ̂†

σ(x)

(
−∇2

2
− V cos(2πx)

)
ψ̂σ(x). (1.51)

对于 V 很小的情况，这一模型可以通过（近）简并微扰进行分析，可以参考固体物理教材。

1.4.1 紧束缚模型

这里，我们主要关心 V 很大的极限。量子多体物理研究的对象常常是低温系统，因此我们常常关注于系统在

低能下的行为。在目前问题中，最低能量的粒子被局域在势能最低点，即整数 x = n附近。具体来看，在 x ≈ 0，

我们有

Ĥ ′
0 ≈

∑
σ

∫
dx ψ̂†

σ(x)

(
−∇2

2
+ 2π2V x2

)
ψ̂σ(x), (1.52)

形式类似于一个谐振子。根据(1.2)，谐振子能量为 ϵn = 2π
√
V (n+ 1

2 )。对于很大的 V，我们可以只保留 n = 0

部分的贡献。这时，原始模型 Ĥ0 中的场算符可以近似成

ψ̂σ(x) =
∑
n∈Z

ϕ0(x− n)ân,σ. (1.53)

其中 ϕ0(x− n) 是在 x = n附近的谐振子基态波函数。把(1.53)带入 Ĥ0，我们就得到了不同位置的谐振子基态湮

灭算符 ân 的哈密顿量

Ĥ ′
0 =

∑
σ,m,n

[∫
dx ϕ0(x−m)

(
−∇2

2
− V cos(2πx)

)
ϕ0(x− n)

]
a†m,σan,σ (1.54)
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1.4 格点系统和费米 Hubbard模型

由于谐振子基态波函数 ϕ0(x) 随着 |x| 增大呈高斯型衰减，宽度大约是 V −1/4。在 V 很大时，我们忽略所有形如

â†m,σân,σ 的项中 |m− n| > 1 部分的贡献，得到

Ĥeff = −t
∑
n,σ

(â†n,σân+1,σ + H.C.) + ϵ0
∑
n,σ

â†n,σân,σ. (1.55)

其中，ϵ0 对应单粒子能量的零点，在 V 很大的极限下，我们期待 ϵ0 ≈ π
√
V 等于谐振子基态能量。由于我们的

系统有粒子数守恒，（在正则系综中）这一项只是哈密顿量中一个常数，可以被忽略。

这一有效哈密顿量 Ĥeff 可以通过离散傅立叶变换进行求解。我们引入 ân,σ = 1√
L

∑
|k|<π e

iknâk,σ，这时

Ĥeff = −2t
∑

σ,|k|<π

cos k â†k,σâk,σ. (1.56)

这里，我们要求 |k| < π 在第一布里渊区。这是由于如果 n取整数，我们发现 eikn = ei(k−2π)n。换言之，我们无

法区分相差 2π的动量 k和 k−2π。对比之前的式(1.31)，我们发现唯一的区别就是现在 ϵk = −2t cos k ∈ [−2t, 2t]

——与自由空间中不同，晶格中的粒子能量存在上界。另一方面，如果我们关注于 |k| ≪ 1，可以作展开 ϵk ≈

tk2 = k2/2meff，这里有效质量meff = 1/2t可以和费米子真实质量差很多。

我们这里的推导展示了多体物理中的重要概念——有效理论。任何实际系统都是非常复杂的，不论是固体

材料、冷原子系统、或者夸克胶子等离子体。我们在试图理解这些系统的特定物理性质（常常是低能性质）的时

候，常常首先要理解对这些性质最重要的自由度（常常是低能自由度），分析出只包含这些自由度的哈密顿量，

从而进行计算。马上我们会看到有效理论的另一个例子。

1.4.2 费米 Hubbard模型

下面我们来在无相互作用的格点模型(1.56)中加入相互作用。一般说来，相互作用项可以同时包括不同格点

的算符

Ĥint =
1

2

∑
σ,σ′

∫
dxdy U(x− y)ψ̂†

σ′(x)ψ̂
†
σ(y)ψ̂σ(y)ψ̂σ′(x)

=
1

2

∑
σ,σ′

∑
n1,n2,n3,n4

∫
dxdy U(x− y)ϕ0(x− n1)ϕ0(y − n2)ϕ0(y − n3)ϕ0(x− n4)â

†
n1,σâ

†
n2,σân3,σân4,σ.

(1.57)

然而，如果假设 U(x)随着距离 x衰减的足够快，我们仍然可以类比单粒子部分，假设最重要的贡献来自于 n1 =

n2 = n3 = n4。同时，σ = σ′ 的部分由于泡利不相容原理 â2n,σ = 0 所以等于 0，我们就得到

Ĥint = Uâ†n,↑ân,↑â
†
n,↓ân,↓ = U

∑
n

n̂n,↑n̂n,↓. (1.58)

这样最简单的相互作用项被称为 Hubbard 相互作用。再加上单粒子跃迁部分，完整的费米 Hubbard 模型就写作

Ĥ − µN̂ =
∑
n

[
−t
∑
σ

(â†n,σân+1,σ + H.C.)− µ
∑
σ

â†n,σân,σ + Un̂n,↑n̂n,↓

]
. (1.59)

这里我们加入了化学势 µ。这一项有什么作用？如果我们只考虑确定的粒子数N ，化学势的贡献只是一个常数。

另一方面，加入化学势允许我们考虑巨正则系综：这个时候我们问系统基态的时候并非限制在某个粒子数的子
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1.4 格点系统和费米 Hubbard模型

空间，而是要对比不同粒子数 N 的子空间之中的基态，选取其中能量最低的一个。而选出的基态是哪个，对应

的粒子数 N 是多少，都是通过调节化学势来选择的。

对于费米 Hubbard 模型，每个格点上填充数最大是 2，我们就将每个格点平均填充一个粒子的情况称为半填

充，这时总粒子数则等于格点数 L。在这个练习里，我们将证明半填充严格对应 µ = U/2，且这时系统有 SO(4)

对称性。这一结论适用于任何二分晶格：把所有格点分成 A、B 两类，哈密顿量只包含费米子在 A与 B 之间跃

迁的项；对于一维系统，我们可以选取 A、B 分别为奇数、偶数格点。

� 练习 1.5半填充费米 Hubbard模型的 SO(4)对称性 在这个练习中，我们进一步分析半填充的费米 Hubabrd 模型

1. 验证 µ = U/2 的费米 Hubbard 哈密顿量在粒子-空穴变换 ân,σ → (−1)nâ†n,σ 下不变，解释这说明 µ = U/2

对应系统半填充
∑
n,σ⟨nσ,n⟩ = L。

2. 对于任意 µ，证明费米 Hubbard 模型在 SU(2) 自旋转动变换下不变，即 [Ŝ, Ĥ] = 0。这里，我们定义了总自

旋算符（即转动变换生成元）Ŝ =
∑
n ŝ(n)。

3. 对于 µ = U/2的半填充情况，如果我们只对 ↑做粒子-空穴变换，验证这一变换等价于哈密顿量中U → −U。

容易发现变换后哈密顿量仍然具有 SU(2) 自旋转动对称性，它们对应于变换前的什么对称性？这些新的对

称操作的生成元 η̂ 是什么？

综合上述所有结果，我们可以得知半填充费米 Hubbard 模型具有 SU(2)×SU(2)=SO(4) 的对称性，这一对称性对

费米 Hubbard 模型的相图有很重要的限制。

现在，我们在半填充下考虑U ≫ t的极限。当我们忽略 t，每个格点间解耦合；单个格点上有四个态 {|0⟩, |↑⟩ =

â†↑|0⟩, |↓⟩ = â†↓|0⟩, |2⟩ = â†↑â
†
↓|0⟩}，能量分别是

Ĥ|0⟩ = 0, Ĥ |↑⟩ = −U
2
|↑⟩ , Ĥ |↓⟩ = −U

2
|↓⟩ , Ĥ|2⟩ = 0. (1.60)

类似之前晶格哈密顿量的讨论，在 U 很大的情况下，我们可以假设每个格点只能处于 |↑⟩ 或 |↓⟩ 上。这样，一个

费米子模型的等效自由度就变成了自旋自由度。自旋的哈密顿量是什么？回答这一问题的方式还是利用微扰论

方法计算跃迁 t带来的能量修正。在量子力学课程中的简并微扰论中，我们需要推导简并空间 S = {|i⟩} 中的有

效哈密顿量，在二阶，这是由于空间中的态与其他态的耦合导致的

⟨i1|δĤeff|i2⟩ = ⟨i1|δĤ|i2⟩+
∑
a/∈S

⟨i1|δĤ|a⟩⟨a|δĤ|i2⟩
Ei − Ea

. (1.61)

对于我们目前的问题，跃迁 δĤ = −t
∑
σ(â

†
n,σân+1,σ+H.C.)只耦合相邻格点。因此，我们可以用两个格点n = 1, 2

作为例子进行计算。其中 |i⟩ 对应每个格点分别取 |↑⟩ 或 |↓⟩ 的四个直积态。直接计算得到

δĤeff = −2t2

U
(|↑↓⟩ − |↓↑⟩)(⟨↑↓| − ⟨↓↑|) = 4t2

U

(
ŝ1 · ŝ2 −

1

4

)
= J

(
ŝ1 · ŝ2 −

1

4

)
. (1.62)

这里，计算中重要的观察就是只有相邻自旋反平行时跃迁才能发生，导致能量降低。具体推导中需要注意费米

子算符交换带来的负号。我们看到跃迁引发了自旋-自旋相互作用，倾向于让相邻自旋反平行——这一现象被称
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1.5 Heisenberg模型

为超交换。将所有最近邻的自旋相互作用加起来，除去常数部分，我们得到

ĤHS = J
∑
n

ŝn · ŝn+1. (1.63)

这一自旋模型被称为 Heisenberg 模型，是量子自旋模型研究的基础。我们在费米 Hubbard 模型中得到的是自旋-

1/2 的反铁磁 Heisenberg 模型，然而一般来说，我们可以考虑任意自旋 S 的铁磁/反铁磁模型。下面的练习给出

了铁磁 Heisenberg 模型的一个来源。

� 练习 1.6带自旋的玻色 Hubbard模型 我们假设玻色子系统，每个玻色子也携带等效自旋-1/2 自由度，并且系统

在 SU(2) 自旋转动下不变。类似费米 Hubbard 模型，我们引入带自旋的玻色 Hubbard 模型

Ĥ − µN̂ =
∑
n

[
−t
∑
σ

(b̂†n,σ b̂n+1,σ + H.C.)− µ
∑
σ

b̂†n,σ b̂n,σ +
U

2
(n̂n,↑ + n̂n,↓)(n̂n,↑ + n̂n,↓ − 1)

]
. (1.64)

为了区分，我们把湮灭算符写作了 b̂n,σ。现在，让我们假设 t = 0 时，我们已经调节 µ 和 U 让系统处于每个格

点一个粒子的状态。请证明 t≪ U 时自旋的有效哈密顿量可以用于实现铁磁的 Heisenberg 模型。

1.5 Heisenberg模型

本章的最后，我们以 Heisenberg 模型为例，介绍二次量子化方法在研究自旋模型中的应用。具体来说，我

们可以把任意自旋-S 的自旋算 {ŝx, ŝy, ŝz}符用玻色子产生湮灭算符 {b̂, b̂†}表达出来。我们先来回顾自旋算符的

非零矩阵元。定义 ŝ± = ŝx ± iŝy，所有非零矩阵元包括

⟨m+ 1|ŝ+|m⟩ =
√

(S +m+ 1)(S −m), ⟨m|ŝz|m⟩ = m. (1.65)

其中，m ∈ {−S,−S +1, ..., S} 是磁量子数。为了将自旋空间用粒子数空间表达出来，我们首先定义粒子的真空

|Ω⟩a = |S⟩。此外，粒子数的增长对应着自旋的减小，即 ŝz = S − b̂†b̂。我们可以将 ŝ+ 的矩阵元重新表达成

a⟨S −m− 1|ŝ+|S −m⟩a =
√
(S +m+ 1)(S −m) = a⟨S −m− 1|

√
2S − b̂†b̂ b̂|S −m⟩a (1.66)

因此，我们得到完整的对应关系

ŝ+ =

√
2S − b̂†b̂ b̂, ŝ− = b̂†

√
2S − b̂†b̂, ŝz = S − b̂†b̂. (1.67)

对于一般的 S 这个映射高度非线性，导致并不好用。一般我们都用它来处理大 S 的极限。假设粒子数仍然

不大，我们有

ŝ+ ≈
√
2S b̂, ŝ− =

√
2S b̂†. (1.68)

同时，ŝz = S − b̂†b̂告诉我们在这一近似下自旋基本指向 z 方向（处于 |S⟩ 态），只在附近有小涨落。
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1.5 Heisenberg模型

下面，我们用这一近似来处理 Heisenberg 自旋模型。为了方便，我们假设系统是一维。对于铁磁模型，分析

容易推广到任意维度中的任意晶格；对于反铁磁模型，则要求系统晶格可二分，即不存在几何阻错。

1.5.1 铁磁模型

对于铁磁的 Heisenberg 模型，所有自旋指向 z 方向的 |FM⟩ = |S⟩ ⊗ |S⟩ ⊗ ... ⊗ |S⟩ 正好是系统严格的基态。

这是由于

−|J |
∑
n

ŝn · ŝn+1 = −|J |
∑
n

(
ŝznŝ

z
n+1 +

1

2
ŝ+n ŝ

−
n+1 +

1

2
ŝ−n ŝ

+
n+1

)
, (1.69)

而可能改变自旋构型的后两项作用在 |FM⟩ 上正好等于 0。因此我们有 ĤHS|FM⟩ = −|J |S2L|FM⟩。因此，直接对

每个格点上的自旋算符应用展开式(1.68)就可以很好的描述系统在基态附近的涨落。计算给出

ĤHS = −|J |S2L+ JS
∑
n

(b̂†n+1 − b̂†n)(b̂n+1 − b̂n). (1.70)

傅立叶变换到频率空间，我们得到

ĤHS = −|J |S2L+ 2JS
∑
|k|<π

(1− cos k)b̂†k b̂k. (1.71)

和之前讨论一致，基态对应的正是玻色子的真空态。在基态上的低能激发态是 b̂k 粒子的单粒子态，在 k = 0 附

近展开给出二次型色散 ϵk = 2J(1 − cos k) ≈ JSk2。这些激发被称为磁子 (Magnon)，又被称为自旋波，对应自

旋在 z 方向附近的小偏移。

值得注意，在 k = 0 时磁子的激发能为 0。这是由于系统的 SU(2) 对称性：我们选取的基态 |FM⟩ 只是指向

不同方向的很多基态中的一个，本身不在转动下不变——这被称为对称性自发破缺。因此，如果我们把所有自

旋沿着某个方向进行转动，系统能量不变——这正是 k = 0 的自旋波。更一般的来说，如果基态破缺了连续对

称性，我们都可以考虑一个作用在系统整体上（k = 0）的无穷小对称变换，这个变换不改变系统的能量，却对

系统的状态进行了微扰。这就说明系统存在某种激发模式，在 k → 0 时有 ϵk → 0；这时，我们称系统没有能隙。

这一现象被称为 Goldstone 定理，和超流体、超导体、乃至标准模型中给予基本粒子质量的 Higgs 机制都息息相

关。另一方面，如果系统破缺的是离散的对称性，我们无法构造无穷小的变换，因此系统不会存在无能隙的激

发模式。

1.5.2 反铁磁模型

现在我们考虑反铁磁 Heisenberg 模型。这时我们不能直接在
∑
n ŝn · ŝn+1 中把所有自旋用(1.68)带入：这是

因为反铁磁的基态并非所有自旋指向 z 方向。与之相对的是，我们期待基态可以近似写成 |AFM⟩ = |S⟩ ⊗ | −

S⟩ ⊗ ...⊗ |(−1)L−1S⟩。值得注意，这并非哈密顿量的严格基态，例如 ŝ−1 ŝ
+
2 |AFM⟩ ̸= 0。即使如此，我们仍然尝

试在 |AFM⟩ 附近进行展开来研究系统的低能性质。

因此，在利用(1.68)把自旋写成玻色子前，我们对所有偶数格点自旋进行一次沿 x轴的 π 旋转，这一变换使
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1.5 Heisenberg模型

得 (ŝx, ŝy, ŝz) → (ŝx,−ŝy,−ŝz)，从而将反铁磁态 |AFM⟩ 映射成 |FM⟩ 态。这时，哈密顿量变成

ĤHS = −|J |
∑
n

(
ŝznŝ

z
n+1 −

1

2
ŝ+n ŝ

+
n+1 −

1

2
ŝ−n ŝ

−
n+1

)
(1.72)

带入(1.68)式，我们得到

ĤHS = −|J |S2L+ |J |S
∑
n

(
2b̂†nb̂n + b̂n+1b̂n + b̂†nb̂

†
n+1

)

= −|J |S2L− |J |SL+ |J |S
∑
k

(
b̂†k b̂−k

) 1 cos k

cos k 1

 b̂k

b̂†−k

 .

(1.73)

这时，我们发现系统中出现了两个产生算符相乘的项。这也暗示我们旋起的态并非严格基态，在这个态上作用

哈密顿量会产生激发。这样的哈密顿量在量子多体系统中非常常见，其求解需要额外的技巧，被称为 Bogoliubov

变换。在后续章节，我们也会从路径积分的角度再次回顾这一问题。

1.5.3 Bogoliubov变换

让我们先考虑以下的两模式玻色子模型

Ĥ = ϵ1b̂
†
1b̂1 + ϵ2b̂

†
2b̂2 + λ(b̂†1b̂

†
2 + b̂1b̂2) =

(
b̂†1 b̂2

)ϵ1 λ

λ ϵ2

b̂1
b̂†2

− ϵ2. (1.74)

我们希望通过把中间的 2× 2 矩阵（计作 h）对角化，这样就不再有两个产生算符相乘的项。为了这一目的，我

们尝试定义 b̂1
b̂†2

 = T

β̂1
β̂†
2

 ,

ϵ1 λ

λ ϵ2

→ T †

ϵ1 λ

λ ϵ2

T =

e1 0

0 e2

 . (1.75)

我们还希望在变换后 (β̂1, β̂2)仍然是一组玻色子湮灭算符，这样系统的激发谱就是产生对应的粒子。这就要求变

换保持玻色子的对易关系：

σz =

β̂1
β̂†
2

 ,
(
β̂†
1 β̂2

) = T

b̂1
b̂†2

 ,
(
b̂†1 b̂2

)T † = TσzT † (1.76)

这可以和我们一般的幺正矩阵做一个对比：对于行列式为 1 的二维幺正矩阵 U 满足 UU † = UIU † = I，即保持

二维单位矩阵不变，对应的群被称为 SU(2)。对于 T 矩阵，我们则要求变换保持 σz 不变，和单位矩阵相比多了

一个负号，构成的群被称为 SU(1,1)。这也非常类似 3+1 维时空洛伦兹群 SO(3,1) 和四维空间转动群 SO(4) 之间

的关系。上式可以写成 TσzT †σz = I，或者 T−1 = σzT †σz。因此，我们知道

T−1

 ϵ1 λ

−λ −ϵ2

T =

e1 0

0 −e2

 , (1.77)
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1.5 Heisenberg模型

因此，e1，−e2 可以由 σzh的本征值求出。哈密顿量就可以写成

Ĥ = e1β̂
†
1β̂1 + e2β̂

†
2β̂2 + e2 − ϵ2. (1.78)

即基态能量是 e2 − ϵ2，激发包括能量为 e1 和 e2 的两种玻色子模式。上述讨论容易推广到更一般情况。对于费

米子系统，重要区别区别是(1.76)中我们应该考察反对易子，这时 σz 变成了单位矩阵 I，导致费米子 Bogoliubov

变换中矩阵 U 就是幺正矩阵。

� 练习 1.7 Bogoliubov变换下的基态 变换后，基态 |G⟩ 是 β̂ 粒子的真空。但是，如何在原来 b̂ 粒子的基下把 |G⟩

表达出来？考虑我们已经求解得到变换关系 β̂1 = Ab̂1 +Bb̂†2，验证 β̂1|G⟩ = 0 说明

|G⟩ ∝ e−
B
A b̂

†
1b̂

†
2 |Ω⟩. (1.79)

这里 |Ω⟩ 是 b̂粒子的真空态，应用在 Heisenberg 反铁磁中就能给出基态的修正。

把这一方法应用到反铁磁系统中，我们就得到了最后的结果：

ĤHS = −|J |S2L− |J |SL+ 2|J |S
∑
k

| sin k|
[
β̂†
kβ̂k +

1

2

]
(1.80)

容易看出，在这一近似下基态的能量修正对应 |J |S
∑
k(| sin k| − 1)，对应磁子的真空能减去忽略 b̂2 和 (b̂†)2 项

时的真空能。类似铁磁模型，反铁磁模型的色散在 k → 0 和 k → π 都满足 ϵk → 0。这时因为我们曾经对偶数格

点做了 x方向的转动，导致原始模型中自旋沿 y 轴的均匀转动 (k → 0) 被映射到了 (k → π)。

我们还发现铁磁和反铁磁色散在 k 很小的行为不同：反铁磁有两支线性色散（ϵ ∼ k）的激发，铁磁只有一

只二次型激发（ϵ ∼ k）。然而，铁磁和反铁磁基态都破缺了沿 x、沿 y 的两个转动对称性。这一结果暗示线性色

散激发谱数目 n1、二次型激发谱数目 n2、破缺对称性数目 nssb 应该满足

n1 + 2n2 = nssb. (1.81)

在高能物理中，洛伦兹对称性要求所有无能隙粒子都只能是线性色散，导致 n1 = nssb。对于凝聚态系统，则一

般不存在这样的对称性要求。

最后，需要指出这一节的近似是一个非常粗糙的估计，在低维系统中往往由于量子涨落比较强导致不适用。

我们虽然以一维 Heisenberg 反铁磁模型为例，事实上相关分析对于二维或更高维的基态才是比较准确的。真正

理解一维的反铁磁问题需要结合重整化群、场论的拓扑项、和一维严格解这一系列方法。最终结果表明，一维反

铁磁系统的基态性质依赖于自旋 S 是整数还是半整数：对于整数自旋，系统基态有能隙，这一节的分析完全不

适用；只有对于半整数自旋，系统才没有能隙。
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第 2章 多体系统的路径积分

内容提要

h 单粒子路径积分

h 经典量子对应

h 相干态路径积分

h Noether定理

h Matsubara求和

2.1 为什么需要路径积分？

我们在上一章已经把多体系统用二次量子化中的产生湮灭算符表示了出来。下一步，我们其实可以开始学

习如何从二次量子化哈密顿量出发，进行我们所关心的物理量的计算——事实上，在上一章的后几节，我们已

经给了好几个费米子系统和自旋系统中的例子；很多量子统计、固体理论乃至量子多体物理的课程也确实依照

这个思路。然而，在这门课程中，我们要更进一步把二次量子化哈密顿量的统计物理问题改写成路径积分的形

式，然后再利用路径积分方法进行物理量的计算。一个自然的问题是，为什么我们需要绕这个弯路？

首先，我们必须承认，对微观模型来说，大部分基于路径积分的计算都可以翻译成二次量子化哈密顿量的

计算，反之亦然。很多时候，使用哪种方法进行计算主要取决的个人喜好。这就类似我们在考虑单粒子在势阱

中散射问题时、可以使用波函数计算、也可以通过 Lippmann-Schwinger 方程求解。当然，不同方法在处理不同

问题上难易程度不同，灵活性的选择使用的方法往往事半功倍。比如，对于自由粒子问题，直接利用算符表示

进行计算往往足够简单；而对于微扰论计算，路径积分方法可以方便的把贡献相同的项组织起来，从而节约大

量时间。另一方面，由于路径积分方法自然的把（虚）时间和空间放在了平等的地位，能更好的揭示系统的时空

对称性，方便的给出系统中的各种恒等式。

此外，正如我们在上一章所提到的，我们对量子多体理论的研究不只局限在微观模型，还需要讨论系统低

能下的普适性质。这时，我们需要基于系统对称性，构造描述低能自由度的最一般模型（事实上，粒子物理中的

很多研究也是基于同样的思路），并分析哪些项对低能物理有着最重要的贡献。前一步最方便的方法就是把拉氏

量密度对量子场进行梯度展开；而后一步正好对应于量子场论中的重整化群——这一方法在研究量子多体理论

中取得了巨大的成功，是研究相与相变的基石。另一些成熟的理论工具如副本（Replica）方法、大 N 展开等也

可以直接应用在路径积分中，大大扩充了多体物理研究的“工具箱”。

2.2 单粒子路径积分

在量子力学中，我们常常关系系统的动力学演化，因此研究的是如何利用路径积分表达演化算符 Û = e−iĤT。

在这门课程，我们最终希望研究量子多体系统的统计性质，因此我们考虑配分函数

Z = tr
(
e−βĤ

)
. (2.1)

这里，我们可以将 β 看成是把演化算符中的 T 代换成了 −iβ，因此我们可以把 e−βĤ 称为虚时演化。我们先来

回顾单粒子系统的路径积分方法——我们将会看到多体系统的相干态路径积分可以看做单粒子路径积分的直接



2.2 单粒子路径积分

推广。单粒子哈密顿量写作

Ĥ =
p̂2

2
+ V (x̂). (2.2)

2.2.1 路径积分推导

路径积分的基本思路是把量子系统的演化表示成对不同经典路径的加权求和。我们将演化算符拆分成

e−βĤ = e−δτĤ ...e−δτĤe−δτĤ . (2.3)

这里 β = δτN。然后，我们就可以通过在不同小段之间插入 x̂和 p̂算符的本征态将算符代换成数。为了更好的

类比多体系统的相干态路径积分，我们将单位算符表达成

Î =

(∫
dxn |xn⟩⟨xn|

)(∫
dpn |pn⟩⟨pn|

)
=

∫
dxndpn√

2π
eipnxn |xn⟩⟨pn|. (2.4)

插入到(2.3)中，我们得到

∫ ∏
n

[
dxndpn√

2π
eipnxn

]
e−δτĤ ...|xn+1⟩⟨pn+1|e−δτĤ |xn⟩⟨pn|...e−δτĤ |x1⟩⟨p1|e−δτĤ |x0⟩⟨p0|, (2.5)

其中

⟨pn+1|e−δτĤ |xn⟩ ≈
[
1− δτ

(
p2n+1

2
+ V (xn)

)]
e−ipn+1xn

√
2π

≈ 1√
2π
e−ipn+1xn−δτH(pn+1,xn). (2.6)

加入哈密顿量中包含更一般的项，如 x̂p̂+ p̂x̂，为了将其用本征值带入，我们就要先利用对易关系把 p̂移动到 x̂

的最左边，即 x̂p̂+ p̂x̂ = 2p̂x̂+ i。然后对应的经典哈密顿量 H(p, x) 应该取成 2px+ i。这种把 p̂永远放在 x̂左

边的约定被称为正规序（normal order）。带入到(2.5)中，我们有

Z = tr
(
e−βĤ

)
=

∫
PBC

∏
n

[
dxndpn

2π

]∏
n

(
eipn+1(xn+1−xn)−δτH(pn+1,xn)

)
. (2.7)

其中，我们利用 tr 把 ⟨p0| 移动到了最左侧，导致周期性边界条件 pN+1 = p0。路径积分的最后一步是取连续极

限 N → ∞。如果我们假设在极限下 xn 可以用某个定义在 τ ∈ [0, β) 的连续函数 x(τ) 描述，就得到

Z =

∫
PBC

DxDp exp

(∫ β

0

dτ [ip(τ)ẋ(τ)−H [p(τ), x(τ)]]

)
≡
∫

PBC
DxDp exp (−S [p(τ), x(τ)]) . (2.8)

这里，Dx和 Dp是被称为泛函积分，即对 x(τ) 和 p(τ) 的函数形式进行求和。对于物理学研究者，我们将其理

解成离散积分的极限就足够了。这就是单粒子路径积分的一般形式。

� 练习 2.1高斯积分公式 A 高斯积分是路径积分计算的核心，需要不断的熟悉巩固。
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2.2 单粒子路径积分

1. 对于 z = x+ iy 和 z̄ = x− iy，证明

∫
dzdz̄ e−az̄z ≡

∫ ∞

−∞
dxdy e−a(x

2+y2) = π/a, (2.9)

这同时也说明
∫∞
−∞ dx e−ax

2/2 =
√

2π/a。

2. 通过对角化和配方法，对于 n个实数变量 x = (x1, x2, ..., xn) 和 n× n对称矩阵 A = Aij，证明有

∫ ∏
i

dxi e
−xTAx/2+JTx =

√
(2π)n

det|A|
eJ

TA−1J/2. (2.10)

3. 类似的，证明对于 n个复变量 z = (z1, z2, ..., zn) 和 n× n厄米矩阵 H = Hij，证明有

∫ ∏
i

dzidz̄i e
−z̄Hz+ūz+z̄u =

πn

det|H|
eūH

−1u. (2.11)

当应用在量子场论中时，绝大部分时候我们不需要考虑 2π 或者 π 这些常数因子。

对于式(2.2)中的简单哈密顿量，其动量依赖形式比较简单。我们可以进一步计算 p(τ) 的泛函积分。在多体

物理的语言中，这一操作常被称为“把 p场积掉”。这一积分在离散化 τ 之后可以看成(2.10)的特例，我们得到

Z =

∫
PBC

Dx exp

(
−
∫ β

0

dτ

[
ẋ(τ)2

2
+ V [x(τ)]

])
≡
∫

PBC
Dx exp (−S[x(τ)]) . (2.12)

其中 S[x(τ)] 是系统在虚时间的作用量；值得注意，在虚时间作用量中的势能前面是正号。如果我们进行代换

τ → it，上式就回到了实时间的结果

−Sτ = −
∫
dτ

[
ẋ(τ)2

2
+ V [x(τ)]

]
= i

∫
dt

[
ẋ(t)2

2
− V [x(t)]

]
= iSt. (2.13)

这里，我们给作用量加入下标来区分虚时间和实时间情况。

2.2.2 经典量子对应

事实上，形如(2.12)的模型在经典物理中一样会出现。比如我们考虑一个经典的一维原子链。每个原子处于

整数位置 n ∈ Z 附近。简单起见，我们先不考虑原子的动能；每个原子的能量只依赖于他们相对于整数位置的

偏移，计作 xn。每个原子在一个外势场中，对应势能函数为 V (xn)；同时，相邻原子之间存在二次型排斥势能

（等效于相邻原子间连着一个弹簧）。这样，系统的能量可以写作

E =
∑
n

[
k

2
(xn − xn+1)

2 + V (xn)

]
. (2.14)

我们假设系统包含 L个格点，满足周期边界条件，这个经典系统的配分函数写作

Z =

∫ L∏
n=1

dxne
−βE({xn}) =

∫ L∏
n=1

dxn e
−β

∑L
n=1[ k2 (xn−xn+1)

2+V (xn)]. (2.15)
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2.2 单粒子路径积分

接下来，我们假设低温极限 βk ≫ 1，这时，由于相互作用的限制，相邻原子的位置差别不大。类似之前的讨论，

我们引入连续变量 x(τ) 作为 {xn} 的连续极限。这样，我们得到

Z ≈
∫

PBC
Dx exp

(
−
∫ L

0

dτ

[
βk
ẋ(τ)2

2
+ βV [x(τ)]

])
(2.16)

我们看到，除了一些系数，结果和单粒子路径积分(2.12)一致。如果我们把原子动能的贡献也考虑进来，结果也

只需要额外乘以常数 (
∫
dpe−βp

2/2)L。

这个推导告诉我们，量子力学中单个粒子的配分函数和某个经典原子链的配分函数一致。类似的，我们可

以想象如果出发点是一个满足量子力学的一维的原子链，仍然可以按照上一小节的方法推导路径积分表示。如

果把空间方向记做 y，连续化后我们将得到在 (y, τ) 空间上的二维场 x(y, τ) 的泛函积分，又可以联系到一个二

维的经典原子模型。更一般说来，一个D 维量子系统的配分函数可以联系到一个D + 1 维的经典系统。这就是

由于对于量子系统在推导路径积分时我们需要把虚时间演化算符 e−βĤ 离散化成很多段，这一离散化引入了新

的空间（虚时间）方向 τ；而对于经典系统，坐标与动量对易，因此可以直接进行泛函积分。

这一关系有深刻的物理结果。我们可以通过对于经典系统的相和相变的理解，直接得到对量子系统相和相

变的预言。例如，统计物理的计算指出，经典 Ising 模型在一维不存在相变，然而对于二维 Ising 模型，严格解指

出在系统尺寸趋于无穷的热力学极限下存在 Z2 对称性破缺的相变。我们假设某个量子模型，称为量子 Ising 模

型，对应于经典 Ising 模型。一般来说，调节温度对应于调节量子系统哈密顿量参数。这样，我们知道在一维无

限长量子 Ising 模型中，基态（对应零温 β = ∞）存在调节哈密顿量参数导致的相变——被称为量子相变。另一

方面，如果量子 Ising 处于有限温度，τ 方向的长度 β 是有限的，只有原始的空间方向 y 是无穷大的。值得注意，

在讨论相变时，我们要把所有维度都趋于无穷大。因此，一维有限温度的量子 Ising 更类似一个一维的经典模型，

故不存在量子相变。这样的讨论也可以适用于连续对称性破缺、格点规范理论⋯⋯

� 练习 2.2量子 Ising模型 一维经典 Ising 模型的配分函数写作

Z =
∏
n

( ∑
σn=±1

eβJ
∑

n σnσn+1

)
. (2.17)

证明它正比于单个量子自旋 Ĥ = h σ̂x 的配分函数。思路是在离散化(2.3)中插入 z方向完备基 I =
∑

± |±1⟩ ⟨±1|。

请推导出 βJ 和 ∆τh间的关系。事实上，这一计算可以推广到任意维度，给出 D 维量子 Ising 模型

Ĥ = −g
∑
r

σ̂xr − J
∑
⟨r,r′⟩

σ̂zr σ̂
z
r′ . (2.18)

这里 ⟨r, r′⟩ 代表 r 与 r′ 处于最近邻格点。在一般维度，量子模型所对应的经典 Ising 模型在 τ 方向和其他方向相

互作用强度是不同的，存在各向异性。
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2.2 单粒子路径积分

2.2.3 路径积分中的关联函数

除了配分函数，路径积分还能帮助我们计算物理量之间的关联。这一节中我们来讨论路径积分的关联函数

如何对应到算符表象下的关联函数。在算符表象中，我们把关联函数定义为

⟨Ô1Ô2...⟩Op =
1

Z
tr
(
e−βĤÔ1Ô2...

)
. (2.19)

这里 Op 代表算符表象，后文中大多时候我们将会省略这一下标；另一方面，在路径积分中，关联函数的定义为

⟨O1(τ1)O2(τ2)...⟩PI =
1

Z

∫
DxDp e−S[x(τ),p(τ)] O1(τ1)O2(τ2)... (2.20)

这里 PI 代表路径积分。该定义类似于在概率论中对随机变量求期望值。

首先值得注意的是，在路径积分里 x(τ) 和 p(τ ′) 都是数。因此，它们的位置可以任意交换。例如

⟨x(τ1)x(τ2)p(τ3)⟩PI = ⟨x(τ2)x(τ1)p(τ3)⟩PI = ⟨x(τ2)p(τ3)x(τ1)⟩PI = ... (2.21)

然而，在量子系统的算符表象中，不同算符之间往往不对易，因此一般不允许相互交换 ⟨Ô1Ô2⟩Op ̸= ⟨Ô2Ô1⟩Op。

那如何把路径积分表示下的关联函数表达成算符的期望值呢？事实上，我们只需要回顾2.2.1小节中路径积

分的推导过程。当我们在泛函积分中插入 x(τ)，这对应着离散化后在 n = τ/δτ 处插入了一个额外的 xn。类

比(2.6)，我们预期

xne
−ipn+1xn−δτH(pn+1,xn) ≈ ⟨pn+1|e−δτĤ x̂|xn⟩. (2.22)

对 pn 也可以类似推导。因此，假设 τ1 > τ2，路径积分的两点关联函数可以写作

⟨x(τ1)p(τ2)⟩PI =
1

Z
tr
(
e−(β−τ1)Ĥ x̂e−(τ1−τ2)Ĥ p̂e−τ2Ĥ

)
= ⟨x̂(τ1)p̂(τ2)⟩Op. (2.23)

这里，我们推广了实时间的 Heisenberg 演化

Ô(t) = eiĤtÔe−iĤt → Ô(τ) = eĤτ Ôe−Ĥτ ,
dÔ(τ)

dτ
= [Ĥ, Ô(τ)]. (2.24)

反之，对于 τ1 < τ2，我们则发现

⟨x(τ1)p(τ2)⟩PI =
1

Z
tr
(
e−(β−τ2)Ĥ p̂e−(τ2−τ1)Ĥ x̂e−τ1Ĥ

)
= ⟨p̂(τ2)x̂(τ1)⟩Op. (2.25)

对于更一般的情况，我们形式化的引入虚时间的编时算符 Tτ，它的作用就是把形如 Ô1(τ1)Ô2(τ2)...的算符相乘

中重新按照虚时间顺序把算符进行排列。这样，我们得到

⟨O1(τ1)O2(τ2)...⟩PI = ⟨Tτ Ô1(τ1)Ô2(τ2)...⟩Op. (2.26)

即路径积分的关联函数总是对应于按照演化次序编时的算符关联函数。此外，我们容易看出，对于同一时刻的

算符应当按照正规序进行排列。
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2.2 单粒子路径积分

2.2.4 路径积分与对易关系

即然我们可以把路径积分的关联函数联系到算符关联函数，那是不是也能在路径积分中看出算符之间的对

易关系呢？尤其是，如何在路径积分中得到 [x̂, p̂] = i？为了回答这一问题，我们首先要把对易关系写成关联函

数的形式：对于任意 τ0 和算符 Ô1(τ1)Ô2(τ2)...，都应该满足

−i⟨Tτ [x̂, p̂](τ0)Ô1(τ1)Ô2(τ2)...⟩Op = ⟨Tτ Ô1(τ1)Ô2(τ2)...⟩Op. (2.27)

方便起见，我们假设只有两个算符 Ô1 = Ô2 = x̂，并且 τ0 ̸= τ1 ̸= τ2。我们希望把等式两边写成路径积分关联函

数的形式，这时遇到的第一个问题是并不能直接把 [x̂, p̂](τ) 拆开

⟨Tτ [x̂, p̂](τ0)x̂1(τ1)x̂2(τ2)⟩Op ̸= ⟨Tτ x̂(τ0)p̂(τ0)x̂1(τ1)x̂2(τ2)⟩Op − ⟨Tτ p̂(τ0)x̂(τ0)x̂1(τ1)x̂2(τ2)⟩Op = 0, (2.28)

这是由于正规序永远保证在同一时刻算符中 p̂在 x̂的左侧。因此，正确的写法应该是

⟨Tτ x̂(τ)p̂(τ0)x̂1(τ1)x̂2(τ2)⟩Op|τ→τ+
0
− ⟨Tτ x̂(τ)p̂(τ0)x̂1(τ1)x̂2(τ2)⟩Op|τ→τ−

0
= ⟨Tτ Ô1(τ1)Ô2(τ2)...⟩Op. (2.29)

左边对应关联函数在 τ 在 τ0 附近的不连续性。这时，所有关联函数都已经编时，我们可以把它们写在路径积分

中，将结果表示成对 τ 求微分的形式

−i d
dτ

⟨x(τ)p(τ0)x(τ1)x(τ2)⟩PI = δ(τ − τ0)⟨x(τ1)x(τ2)⟩PI + Reg. (2.30)

其中 Reg. 代表在 τ → τ0 附近不会出现奇异行为的部分，类似第一项的贡献这种正比于 δ(x) 的贡献常常被称作

接触项 (contact term)。

因此，在路径积分中证明对易关系转变成了对式(2.30)的证明。如何在路径积分中对这样严格的等式关系进

行证明？为了解释这里面的技巧，我们先来看一个任意的定积分

C0 =

∫ ∞

−∞
dx f(x)e−S(x). (2.31)

假设积分有足够好的收敛性，我们可以对 x做任意的变换，都不应该改变积分的值 C0。特别的，我们可以对 x

平移一个常数 a，这告诉我们

∫ ∞

−∞
dx f(x)e−S(x) −

∫ ∞

−∞
dx f(x+ a)e−S(x+a) = 0. (2.32)

现在，假设 a很小。保留到 a的一阶，我们就得到了恒等式

∫ ∞

−∞
dx [∂xf(x)− f(x)∂xS(x)]e

−S(x) = 0. (2.33)

将这一推导推广到多变量情况就可以给出(2.30)。在多变量情况下，我们积分的对象是 p(τ) 和 x(τ) 的函数

形式。因此，对于单变量积分的变量代换 x→ x+ a现在对应于平移一个函数

x(τ) → x(τ) + δx(τ), p(τ) → p(τ) + δp(τ). (2.34)
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2.3 相干态路径积分

值得指出，在平易之后我们还是对 x(τ) 和 p(τ) 进行泛函积分，δx(τ) 和 δp(τ) 的部分只是一个常函数。我们也

可以把 τ 离散化，这样上式就对应于平移 xn → xn + an。任意关联函数应该在这一变换下不变。让我们考虑

δx(τ) = 0 的特例，这时

0 =δ

(
1

Z

∫
DxDp e−S p(τ0)x(τ1)x(τ2)

)
=

1

Z

∫
DxDp e−S x(τ1)x(τ2)

(∫
dτδp(τ)p(τ0)[iẋ(τ)− p(τ)] + δp(τ0)

)
=

1

Z

∫
DxDp e−S x(τ1)x(τ2)

∫
dτδp(τ)

(
p(τ0)[iẋ(τ)− p(τ)] + δ(τ − τ0)

)
.

(2.35)

由于上式应对任意函数 δp(τ) 成立，这就要求

−i⟨ẋ(τ)p(τ0)x(τ1)x(τ2)⟩PI = δ(τ − τ0)⟨x(τ1)x(τ2)⟩PI − ⟨p(τ)p(τ0)x(τ1)x(τ2)⟩PI. (2.36)

可以看到，结果正满足我们要求的形式(2.30)。

� 练习 2.3编时关联函数的微分 我们同样可以在算符表示中证明(2.36)。

1. 我们先以两点函数为例。由于编时算符的存在，思考如下事实

〈
dO1(τ1)

dτ1
O2(τ2)

〉
PI
=

d

dτ1
⟨O1(τ1)O2(τ2)⟩PI =

d

dτ1
⟨Tτ Ô1(τ1)Ô2(τ2)⟩Op ̸=

〈
Tτ
dÔ1(τ1)

dτ1
Ô2(τ2)

〉
Op

. (2.37)

2. 具体来说，请利用编时算符定义证明

d

dτ1

〈
Tτ Ô1(τ1)Ô2(τ2)

〉
Op

=

〈
Tτ
dÔ1(τ1)

dτ1
Ô2(τ2)

〉
Op

+ δ(τ1 − τ2)
〈
Tτ [Ô1, Ô2](τ2)

〉
Op
. (2.38)

3. 推广上述关系，证明等式(2.36)。

2.3 相干态路径积分

在上一节中我们已经对路径积分有了基本的认识，相关讨论都很容易推广到多体系统中。我们现在就来推

导多体系统的路径积分。对于玻色子系统，我们甚至可以猜出最后的答案：我们可以先将空间离散化成格点模

型，不同模式的场算符之间满足对易关系 [ψ̂(x), ψ̂†(y)] = δxy，我们可以类比 [x̂, p̂] = i，把不同位置的 ψ̂(x) 当作

一系列广义坐标，把 iψ̂†(x) 当成对应的广义动量。假设我们把他们的本征值记做 ψ(x) 和 ψ̄(x)，带入到(2.8)中，

并取连续极限就得到了

Z =

∫
Dψ̄Dψ exp

(
−S

[
ψ̄, ψ

])
, S =

∫ β

0

dτ

[∫
dx ψ̄∂τψ +H[ψ̄, ψ]

]
. (2.39)
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2.3 相干态路径积分

H[ψ, ψ̄] 的定义就是在正规序（这里即要求 ψ̂† 在 ψ̂ 的左边）下把形如(2.40)式的哈密顿量中的算符代换成本征

值：

H[ψ, ψ̄] =

∫
dx ψ̄(x, τ)

(
p̂2

2
+ V (x)− µ

)
ψ(x, τ) +

1

2

∫
dxdy U(x− y)ψ̄(x, τ)ψ̄(y, τ)ψ(y, τ)ψ(x, τ). (2.40)

其中，我们加入了化学势项。此外，场在虚时间方向满足周期性边界条件

ψ(x, β) = ψ(x, 0), ψ̄(x, β) = ψ̄(x, 0). (2.41)

我们下面就来更仔细的证明上面基于类比的结果是正确的。

2.3.1 玻色子相干态路径积分

在上述类比中，不严格的地方就在于没有详细讨论所使用的场算符本征态，验证是否有形如(2.4)的完备性

关系和内积 ⟨p|x⟩ = e−ipx。由于玻色子不同模式完全独立，我们这里以单格玻色子模式 â为例。事实上，产生/湮

灭算符对应的本征态确实和坐标、动量的本征态有一定区别——它们并非厄米算符，并不一定可以在幺正变换

下进行对角化；并且对同一算符左本征态和右本征态并不互为共轭。例如，如果我们在粒子数空间写下产生算

符 â† 的右本征矢量方程

â†(
∑
c

cn|n⟩) = ψ̄(
∑
c

cn|n⟩), →

cn
√
n+ 1 = ψ̄cn+1 (n > 0)

0 = c0ψ̄

. (2.42)

容易看出，方程不存在非平庸的解，因此我们无法谈论 â† 的右本征态。另一方面，对湮灭算符 â则有

â(
∑
c

cn|n⟩) = ψ(
∑
c

cn|n⟩), →
√
n+ 1cn+1 = ψcn. (2.43)

这一递推关系的解可以写作

|ψ⟩ =
∞∑
n=0

ψn√
n!
|n⟩ = eψâ

†
|0⟩, â|ψ⟩ = ψ|ψ⟩. (2.44)

这里，我们没有对 |ψ⟩ 进行归一化，ψ 是任意复数。该本征态 |ψ⟩ 被称为相干态。对上式取厄米共轭，容易验证

⟨ψ̄|â† = ⟨ψ̄|ψ̄, ⟨ψ̄|ψ⟩ = eψ̄ψ. (2.45)

这就证明了，⟨ψ̄|ψ⟩ = eψ̄ψ 正好和 ⟨p|x⟩ = e−ipx 在带入 (x, p) = (ψ, iψ̄) 后完全一致。类似的，我们可以证明相

干态满足完备性关系

1

π

∫
dψ̄dψ e−ψ̄ψ|ψ⟩⟨ψ̄| = Î . (2.46)
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2.3 相干态路径积分

这一等式可以通过将本征值写成 ψ = reiθ 来证明

L.H.S. =
1

π

∫
rdrdθ e−r

2 ∑
mn

1√
m!n!

rm+nei(m−n)θ|m⟩⟨n| =
∑
n

1

n!

∫ ∞

0

dr2 e−r
2

r2n|n⟩⟨n| = R.H.S.. (2.47)

和(2.4)相对比，相干态完备关系中只相差一个 π−1 因子，可以吸收到对场的泛函积分测度 Dψ 和 Dψ̄ 中——我

们并不需要认真讨论这个积分测度的定义，这个常数因子不会改变任何可观测量。因此，当存在多个激发模式，

我们对每个模式分别引入相干态，依照2.2.1节的推导，我们就能得到形如(2.39)的结果。

� 练习 2.4相干态路径积分 利用上述结果，在包含多个模式的玻色子系统中完成相干态路径积分的完整推导。

2.3.2 费米子相干态路径积分

对于费米子，情况就更加复杂。这是因为即使对于湮灭算符

â(c0|0⟩+ c1|1⟩) = ϕ(c0|0⟩+ c1|1⟩), → c1|0⟩ = ϕ(c0|0⟩+ c1|1⟩) (2.48)

也不存在非平庸解。事实上，这与不同费米子模式的交换反对称息息相关。假如费米子湮灭算符存在本征态，我

们就会发现如下矛盾

−ψ2ψ1|ψ1, ψ2⟩ = −â2â1|ψ1, ψ2⟩ = â1â2|ψ1, ψ2⟩ = ψ1ψ2|ψ1, ψ2⟩. (2.49)

这说明费米子算符的本征值 ψ 本身不能是通常的数，而应该是满足交换反对称的一种全新的数学结构，被称为

Grassmann 代数；与之相对，我们把传统的数称为 c 数，这里 c 代表对易。

Grassmann 数满足一整套全新的运算规则。首先，Grassmann 数 ψ 和费米子算符一样，满足交换反对称

ψiψj = −ψjψi, ψiâj = −âjψi. (2.50)

将这一关系应用到 i = j 的情况，我们就发现 ψ2
i = 0，这和 â2i = 0 也是一致的。由于这一性质，我们知道任意

Grassmann 数的函数等价于泰勒展开到一阶，例如

ec0ψ1ψ2 = 1 + c0ψ1ψ2. (2.51)

Grassmann 数的导数和通常的导数规则类似，我们有

∂ψ 1 = 0, ∂ψ ψ = 1. (2.52)

唯一要注意的是由于 ∂ψ 改变了 Grassmann 数的数目，它也应该满足和所有 Grassman 场、产生湮灭算符的反对

易关系。例如

−ψ2 = −∂ψ1
(ψ1ψ2) = ∂ψ1

(ψ2ψ1) = −ψ2∂ψ1
ψ1 = −ψ2. (2.53)
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Grassmann 数的积分则和通常很不同，定义是

∫
dψ 1 = 0,

∫
dψ ψ = 1. (2.54)

事实上，容易发现这和导数的定义(2.52)非常相似。例如

∫
dψ f(ψ) =

∫
dψ [f(0) + f ′(0)ψ] = f ′(0) = ∂ψf(ψ). (2.55)

� 练习 2.5高斯积分公式 B 在这个练习中，我们来推导 Grassmann 数的高斯积分公式。

1. 对于独立的 Grassmann 变量 ψ 和 ψ̄（他们之间不存在“共轭”关系），证明

∫
dψ̄dψ e−ψ̄aψ = a. (2.56)

2. 验证 Grassmann 积分测度在变量变换下满足

1). ψ = ψ′ + ψ0, dψ = dψ′,

2). ψi =
∑
j

Mijψ
′
j , dψ′

n...dψ
′
2dψ

′
1 = det|M| dψn...dψ2dψ1.

(2.57)

其中 ψ0 是 Grassmann 常量，Mij 是通常的 c 数。

3. 证明对于多个 Grassmann 变量的高斯积分，满足

∫ ∏
i

(dψ̄idψi) e
−ψ̄Hψ+ψ̄η+η̄ψ = det|H|eη̄H

−1η. (2.58)

利用 Grassmann 变量 ψ，我们可以引入费米子湮灭算符的相干态

â|ψ⟩ = ψ|ψ⟩, |ψ⟩ = |0⟩ − ψ|1⟩ = e−ψâ
†
|0⟩, ⟨ψ̄|ψ⟩ = 1 + ψ̄ψ = eψ̄ψ. (2.59)

此外，我们可以证明完备性关系

∫
dψ̄dψ e−ψ̄ψ|ψ⟩⟨ψ̄| = Î . (2.60)

结合(2.59)和(2.60)，我们发现费米子相干态满足和玻色子相同的关系。因此，费米子路径积分的推导中大部分计

算都和玻色子系统没有区别。结果我们就再次得到

Z =

∫
Dψ̄Dψ exp

(
−S

[
ψ̄, ψ

])
, S =

∫ β

0

dτ

[∫
dx ψ̄∂τψ +H[ψ̄, ψ]

]
. (2.61)
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然而，由于 Grassman 数的特性，费米子路径积分的边界条件与玻色子不同。这是由于

tr
(
e−βĤ

)
=
∑
n

⟨n|e−βĤ |n⟩ =
∑
n

∫
dψ̄dψ e−ψ̄ψ⟨n|ψ⟩⟨ψ̄|e−βĤ |n⟩

=
∑
n

∫
dψ̄dψ e−ψ̄ψ⟨ψ̄|e−βĤ |n⟩⟨n| − ψ⟩ =

∫
dψ̄dψ e−ψ̄ψ⟨ψ̄|e−βĤ | − ψ⟩

(2.62)

在证明这一关系时，我们需要注意到只有在 |ψ⟩ 和 |ψ̄⟩ 都取 |0⟩ 或都取 |1⟩ 的时候，贡献才不为 0。这时，才能利

用 Grassmann 变量的反对易性推导出等式第二行。该结果说明，对于费米子场，我们应该选取反周期边界条件

ψ(x, β) = −ψ(x, 0), ψ̄(x, β) = −ψ̄(x, 0). (2.63)

2.3.3 多体系统的关联函数

路径积分方法的一个好处就是方法的普适性。我们之前在单粒子路径积分中建立起的理解都可以直接推广

到多体系统的相干态路径积分中。例如，路径积分的关联函数与二次量子化算符的关联函数仍然满足

⟨ψ(x1, τ1)ψ(x2, τ2)ψ̄(x3, τ3)ψ̄(x4, τ4)⟩PI = ⟨Tτ ψ̂(x1, τ1)ψ̂(x2, τ2)ψ̂†(x3, τ3)ψ̂
†(x4, τ4)⟩OP. (2.64)

不过，需要注意的是对于费米子，不管是路径积分表象还是算符表象，我们都要记入交换反对易所带来的负号。

在路径积分中，这对应

⟨ψ(x1, τ1)ψ(x2, τ2)ψ̄(x3, τ3)ψ̄(x4, τ4)⟩PI = ζ⟨ψ(x2, τ2)ψ(x1, τ1)ψ̄(x3, τ3)ψ̄(x4, τ4)⟩PI

=⟨ψ(x2, τ2)ψ̄(x3, τ3)ψ(x1, τ1)ψ̄(x4, τ4)⟩PI = ζ⟨ψ(x2, τ2)ψ̄(x3, τ3)ψ̄(x4, τ4)ψ(x1, τ1)⟩PI = ...
(2.65)

注意，Grassmann数也是数，交换只是出一个负号——这和算符不同：费米子算符的反对易关系 ψ̂(x1, τ1)ψ̂(x2, τ2) =

−ψ̂(x2, τ2)ψ̂(x1, τ1) 只对 τ1 = τ2 才成立。对于算符表象，需要注意编时算符在调整算符顺序时也要考虑负号。

例如，对于 τ2 > τ1，我们有

Tτ ψ̂†(x1, τ1)ψ̂(x2, τ2) = ζ ψ̂(x2, τ2)ψ̂
†(x1, τ1). (2.66)

由于我们之前证明了 Grassmann 数也可以做变量代换，2.2.4小节引入的技巧对费米子也同样适用。例如，通过

考虑 ψ̄(x, τ) 的一个扰动，可以证明

−∂τ ⟨ψ(x, τ)ψ̄(x′, τ ′)⟩PI =− δ(x− x′)δ(τ − τ ′)− µ⟨ψ(x, τ)ψ̄(x′, τ ′)⟩PI −
∇2

2
⟨ψ(x, τ)ψ̄(x′, τ ′)⟩PI

+

∫
dy U(x− y)⟨ψ̄(y, τ)ψ(y, τ)ψ(x, τ)ψ̄(x′, τ ′)⟩PI.

(2.67)

� 练习 2.6关联函数的严格等式 请分别按照2.2.4小节介绍的路径技巧和练习2.3中介绍的算符方法推导上式。
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2.4 对称性与守恒律

对称性对量子多体系统的性质有很强的限制。自从本科的理论力学课程，我们就知道量子力学的守恒律来

自于系统作用量的对称性——即 Noether 定理。然而，在之前的课程中，我们主要关注满足经典运动方程的系统。

现在，利用路径积分表示，我们可以方便的将讨论推广到量子系统中。在量子力学中守恒律是什么？一般来说，

通常的守恒律由守恒方程描述 ∂µĴ
µ = 0，这里我们引入 xµ = (τ, x)，而 Ĵµ 是满足 Heisenberg 方程的算符。类

比之前对易关系的证明，我们预期在路径积分表示中有

∂µ⟨Jµ(xµ)O(xµ1 )O(xµ2 )⟩PI = δ(xµ − xµ1 )⟨[J0, O](xµ1 )O(xµ2 )⟩PI + δ(xµ − xµ2 )⟨O(xµ1 )[J
0, O](xµ2 )⟩PI (2.68)

这里，等式右边 [J0, O] 的含义是先把场改写成算符，计算对易子，再变回新算符所对应的场。事实上，这一对

易子正是算符 O 在局域对称操作下的变换形式。这种对称性保证的等式被称为 Wald 恒等式，在凝聚态物理的

输运问题、高能物理的散射问题中都有重要应用。

作为最简单的例子，让我们考虑接触相互作用的玻色子系统，即 U(x− y) = Uδ(x− y)。这时有

Z =

∫
Dψ̄Dψ exp

(
−
∫
dxµ

[
ψ̄(∂τ − µ)ψ +

1

2
∂xψ̄∂xψ +

U

2
ψ̄ψ̄ψψ

])
, (2.69)

我们看到作用量中每一项都包含相等数目的ψ和 ψ̄。因此，假设我们引入ψ(x, τ) = eiθψ′(x, τ)，作用量对ψ′(x, τ)

依赖形式和原始 ψ(x, τ) 场的形式一致。这个时候，我们就称这个变换是一个对称性。在这里，由于变换由一个

相位 eiθ 描述，通常被称为 U(1) 对称性。

利用这一对称性，我们可以推导形如(2.68)的恒等式，思路十分类似2.2.4小节，其核心仍然是任何路径积分

表达式应该在场的变换下不变。我们将对称变换中的常数 θ 改成一个时空坐标的函数 θ(x, τ)，要求 Z 在变换

ψ(x, τ) = eiθ(x,τ)ψ′(x, τ) 下不变。保留到 θ(x, τ) 的一阶，我们有

0 =

∫
Dψ̄Dψ

(
i

∫
dxµ(∂τθ)ψ̄ψ − 1

2
(∂xθ)ψ̄∂xψ +

1

2
(∂xθ)∂xψ̄ψ

)
exp

(
−S[ψ, ψ̄]

)
≡
∫
Dψ̄Dψ

(
−i
∫
dxµ(∂µθ)J

µ

)
exp

(
−S[ψ, ψ̄]

)
= −

∫
Dψ̄Dψ

(
−i
∫
dxµθ ∂µJ

µ

)
exp

(
−S[ψ, ψ̄]

)
.

(2.70)

这样，利用 θ(x, τ) 的任意性，我们就得到了 ∂µ⟨Jµ⟩PI = 0。这里

Jτ = iψ̄ψ, Jx = − i

2
ψ̄∂xψ +

i

2
∂xψ̄ψ (2.71)

在这个推导中，最重要的事实在于当我们将对称性参数 θ 从常数改成场 θ(x, τ)，作用量的变化将只会包含正比

于参数导数 ∂µθ(x, τ)（或更高阶导数）的项。这是由于如果存在正比于 θ(x, τ) 的部分，当我们假设 θ(x, τ) 是常

数时，作用量发生了改变，与对称性定义矛盾。如果我们的出发点不是 Z，而是类似 ⟨ψ(x1, τ1)ψ̄(x2, τ2)⟩PI 关联

函数，则会多出场 ψ 和 ψ̄ 在变换下的贡献，对应部分给出接触项。

在这个例子里，我们只考虑了对场本身的变换，更一般的讨论应该包括场和坐标的同时变化，这对转动、平

移这类时空对称性是必不可少的。然而，基本推导思路并没有什么变化。值得指出的是，虽然在大部分情况下

我们都不用考察泛函积分测度Dψ̄Dψ 的变换，在一些特例中他们的贡献非零。对于这类系统，经典运动方程仍

然满足守恒律（研究经典方程只需考虑作用量而不存在对场的泛函积分），然而量子力学中守恒律不再成立——

这时候我们称对称性出现了量子反常。
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2.5 自由粒子系统

我们对路径积分基本框架的介绍到此告一段落。熟悉一个新理论工具的最好方法就是把它用在已经学过的

简单系统中，无相互作用系统就是最常用的例子。因此，在进入下一章之前我们来尝试用路径积分方法计算无

相互作用系统的配分函数以及单粒子场 ψ、密度场 ψ̄ψ 的关联函数。

2.5.1 配分函数

我们首先考虑巨正则系综配分函数的计算。假设没有出现玻色-爱因斯坦凝聚，统计物理中的答案是

βF = − lnZ = ζ
∑
k

ln
(
1− ζeβ(µ−ϵk)

)
. (2.72)

无相互作用系统的作用量 S 是 ψ 的二次型。因此，在路径积分中计算配分函数就是计算高斯积分

Z =

∫
Dψ̄Dψ exp

(
−
∫
dτdx

[
ψ̄(∂τ − µ)ψ +

1

2
∂xψ̄∂xψ

])
. (2.73)

核心就是利用对高斯积分公式(2.11)和(2.58)取 u = ū = 0 或 η = η̄ = 0 得到。除去一个常数因子，我们需要

计算的都是 det|H| = det|∂τ − µ − ∂2x/2|。在这样的表达式中，我们定义了算符的行列式。最朴素的理解还是

在把时间和空间离散化，这时导数就会变成一个矩阵，可以计算行列式。例如在远离边界处，我们有 (∂τ )ij =

(δτ)−1(δi,j+1 − δi,j−1)。在实际计算中，更简单的方法是首先变换到算符的本征函数空间，这时算符就变成了一

个数。在自由粒子系统中，作用量具有时间和空间平移对称性，我们可以做傅立叶变换

ψ(x, τ) =
1√
βL

∑
k

∑
n

ψk,ωne
ikx−iωnτ ,

ψ̄(x, τ) =
1√
βL

∑
k

∑
n

ψ̄k,ωn
e−ikx+iωnτ .

(2.74)

值得注意的是频率 ωn 的取值。对于玻色子系统，周期性边界条件要求

ωn =
2π

β
n, n ∈ Z. (2.75)

对于费米子系统，反周期性边界条件导致

ωn =
2π

β

(
n+

1

2

)
, n ∈ Z. (2.76)

这样的 ωn 被称为 Matsubara 频率。在零温极限下，β → ∞ 导致离散频率的间隔为 0，ωn 的取值布满整个实轴。

将(2.74)式带入到(2.73)中，我们就得到

Z =

∫ ∏
k,n

[
dψ̄k,ωn

dψk,ωn

]
exp

(
−
∑
k

∑
n

(−iωn + ϵk − µ) ψ̄k,ωn
ψk,ωn

)
. (2.77)
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图 2.1: 费米子系统配分函数计算中 Matsubara 频率求和对应围道示意图，黑色叉对应 z = iωn 位置的极点，红色
对应 z = ξ 处的极点。

我们看到，在频率空间不同 ωn, k 的模型相互独立。高斯积分公式给出

βF = − lnZ = ζ
∑
k,n

ln (−iωn + ϵk − µ) + cons. (2.78)

首先我们尝试利用极限下的已知结果确定常数部分。在 µ→ −∞ 时，系统中不存在任何粒子，导致巨配分

函数 Z = 1。因此，我们可以将上式改写成

βF = −ζ
∑
k

∫ µ

−∞
dµ′
∑
n

1

−iωn + ϵk − µ′ ≡ −ζ
∑
k

∫ µ

−∞
dµ′
∑
n

h(iωn, ϵ− µ′). (2.79)

接下来，我们来计算对 n的求和。不幸的是，这个求和实际上不收敛，这是因为级数在 n很大时按照 1/n发散。

在后续章节我们将会看到在计算相互作用修正中的频率求和时这种发散大都不会出现。出现这个问题的原因主

要在于连续极限，在离散化的路径积分中不会出现。因此，解决这个问题的一个思路是把 h(z, ξ) 先替换成离散

化下的 h̃(z, ξ)，求和后再取 δτ → 0。

� 练习 2.7配分函数的正规化 为了让(2.79)中的求和收敛，我们来计算连续化之前的配分函数表达式。简单起见，

我们假设单个能量为 ϵ的模式。依照(2.7)式，我们有

S =
∑
n

[
ψ̄n+1(ψn+1 − ψn) + (ϵ− µ)δτ ψ̄n+1ψn

]
. (2.80)

这里 ψn = ψ(nδτ) 是离散化的场。请证明上式对应于

βF = −ζ lim
δτ→0

∫ µ

−∞
dµ′
∑
n

1

(e−iωnδτ − 1)/δτ + ϵ− µ′ ≡ −ζ lim
δτ→0

∫ µ

−∞
dµ′
∑
n

h̃(iωn, ϵ− µ′). (2.81)

这里，h̃(z, ξ) 在极限 z → −∞ 下指数收敛到 0，在极限 z → ∞ 下收敛到 ξ−1。
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接下来，让我们尝试计算

I(ξ) = lim
δτ→0

∑
n

h̃(iωn, ξ). (2.82)

这种级数求和常被称为 Matsubara 求和，计算通用的思路是把求和转变成复变量 z = iωn 的围道积分

I(ξ) =
∑
n

Res[h̃(z, ξ)g(z)]
∣∣∣
z=iωn

=
1

2πi

∮
C1

dz h̃(z, ξ)g(z), (2.83)

这里，C1 围道逆时针环绕每个 z = iωn 一圈，见图2.1。该等式要求辅助函数 g(z) 在 iωn 处有极点，且对应留数

都为 1。除去一个可加常数，解析函数由其所有极点和留数唯一确定。因此，如果我们进一步假设 g(z) 在复平

面其他地方都是解析的，就得到：

g(z) =

a+
β

eβz−1
Boson,

a− β
eβz+1

Fermion.
(2.84)

这里 a是一个常数，它的选取依赖于 h̃(z, ξ) 的渐进行为。我们看到这个结果已经和玻色/费米分布非常像了。

为了方便，让我们尝试直接取连续极限 δτ = 0，这时 h(z, ξ) 只包含一个在 z = ξ 处的极点。因此，为了计

算 I，希望将围道 C1 连续变化成图2.1中的 C2 围道，包含一个在 z = ξ 附近的小圆和远处的大圆。我们希望选

取 a使得大圆贡献是 0。对于未正规化的 h(z, ξ)，这是没法做到的。因为 h(z, ξ) 在很大 z 的极限下正比于 1/z，

而 g(z) 在 z → ±∞ 下分别趋于 a和 a− ζβ。因此无论如何选择，h(z, ξ)g(z) 在大 z 下总会呈现 1/z 的行为，导

致大圆弧贡献非零。然而，在我们计入离散化的修正之后发现 h̃(−∞, ξ) = 0。因此，我们只需要选取 g(∞) = 0，

对应 a = 0。这样我们得到

I(ξ) =
1

2πi

∮
C2

dz h̃(z, ξ)g(z) = − Res[h̃(z, ξ)g(z)]
∣∣∣
z=ξ

= ζ
β

eβξ − ζ
. (2.85)

带入(2.79)中进行积分，结果正是

βF = − lnZ = ζ
∑
k

ln
(
1− ζeβ(µ−ϵk)

)
. (2.86)

2.5.2 两点关联函数

下面我们考虑ψ的两点关联函数。对于平移不变的系统，我们引入G(x12, τ12) = ⟨ψ(x1, τ1)ψ̄(x2, τ2)⟩PI（在不

同教材和文章中虚时间两点函数定义可能会差一个负号，要额外小心）。由于 τ1, τ2 ∈ [0, β]，我们有 τ12 ∈ [−β, β]。

转换到算符表示中，该关联函数写作

G(x12, τ12) = ⟨Tτ ψ̂(x1, τ1)ψ̂†(x2, τ2)⟩OP =

Z−1tr
(
e−(β−τ12)Ĥ ψ̂(x1)e

−τ12Ĥ ψ̂†(x2)
)

τ12 > 0,

ζZ−1tr
(
e−(β+τ12)Ĥ ψ̂†(x2)e

τ12Ĥ ψ̂(x1)
)

τ12 < 0.

(2.87)
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这一结果表明 G(τ) = ζG(β + τ)，事实上该关系适用于任意算符的两点函数，被称为 KMS（Kubo-Martin-

Schwinger）条件。进一步，类似(1.39)的计算给出

G(x, τ) = L−1
∑
k

eikx−(ϵk−µ)τ (ζn(ϵk − µ) + θ(τ)) (2.88)

这里 n(ξ) 对应自由粒子的玻色/费米分布 (eβξ − ζ)−1。

下面我们尝试在路径积分中重新推导这一结果。在高斯积分中，一般的两点函数可以通过对高斯积分公

式(2.11)和(2.58)作用导数算符 ∂ūj
∂ui

或 ∂η̄j∂ηi，并取 u = ū = 0 或 η = η̄ = 0 来计算。其结果都会得到

⟨ziz̄j⟩ = ⟨ψiψ̄j⟩ = H−1
ij . (2.89)

因此，我们可以把结果形式化的写作

G(x12, τ12) = ⟨ψ(x1, τ1)ψ̄(x2, τ2)⟩PI = (∂τ − ∂2x/2)
−1
x1,τ1;x2,τ2 . (2.90)

类似上一小节的计算，等式右边最方便的算法是变换到频率空间再利用(2.89)，结果是

G(x, τ) =
1

βL

∑
k,n

eikx−iωnτG(k, ωn) =
1

βL

∑
k,n

eikx−iωnτ
1

−iωn + ϵk − µ
. (2.91)

我们再次遇到了形如
∑
n hG(iωn) 的求和。和之前不同的是，对于 τ ̸= 0，求和中多了震荡因子 e−iωnτ，因

此是收敛的，不需要回到离散化情况（对于 τ = 0，结果则类似上一小节）。我们就得到

∑
n

e−iωnτ

−iωn + ϵk − µ
= − Res[hG(z, ξ)g(z)]|z=ξ = e−(ϵk−µ)τg(ϵk − µ) (2.92)

最后我们需要讨论的是函数 g(z) 中常数 a的选取。事实上，选取依赖于时间 τ：对于 τ > 0，容易看到 hG(z, ξ)

在 z → ∞ 为 0，因此需要选择 a = β 让 g(−∞) = 0。类似的，对于 τ < 0，需要选择 a = 0。综上所述，我们可

以把求和的最终结果写成

∑
n

e−iωnτ

−iωn + ϵk − µ
= βe−(ϵk−µ)τ (ζn(ϵk − µ) + θ(τ)). (2.93)

将上式带入到(2.91)中，结果就和(2.88)式一致。

2.5.3 密度-密度关联

最后，我们考虑系统的密度-密度关联函数

Gn(x, τ) = ⟨ψ̄(x, τ)ψ(x, τ)ψ̄(0, 0)ψ(0, 0)⟩PI. (2.94)
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2.5 自由粒子系统

我们记得在自由粒子系统中，Wick 定理(1.37)保证四点函数可以写成两点函数的组合。在路径表示中，这可以从

高丝积分公式(2.11)和(2.58)直接得到。例如

⟨ziz̄jzkz̄l⟩ = ∂ūi
∂uj

∂ūk
∂ul

eūH
−1u
∣∣∣
u=0

= H−1
ij H

−1
kl +H−1

il H
−1
kj . (2.95)

对于费米子情况，则需要对注意由 Grassmann 变量交换导致的负号，结果正好对应(1.37)式。这样，我们得到

Gn(x, τ) = ⟨ψ(x, τ)ψ̄(x, τ)⟩PI⟨ψ(0, 0)ψ̄(0, 0)⟩PI + ζ⟨ψ(x, τ)ψ̄(0, 0)⟩PI⟨ψ(0, 0)ψ̄(x, τ)⟩PI (2.96)

这里，第一项中不包含不同时刻场之间的关联，被称为非连通部分（dis-connected part），其结果等于 n2，这里

n是系统的密度；第二项则被称为连通项（connected part），常常用下标 c来标注

Gn(x, τ)c = ⟨ψ̄(x, τ)ψ(x, τ)ψ̄(0, 0)ψ(0, 0)⟩PI,c = ζ⟨ψ(x, τ)ψ̄(0, 0)⟩PI⟨ψ(0, 0)ψ̄(x, τ)⟩PI (2.97)

很多时候，我们更关心的是在动量/频率空间的密度-密度关联。在傅立叶变换下，我们有

Gn(q, ωn) =

∫
dx

∫ β

0

dτ e−iqx+iωnτGn(x, τ). (2.98)

值得注意的是，不论 ψ 是玻色场还是费米场，密度场本身都是玻色型的（如包含两个费米型场的乘积）。因此，

密度场满足周期性边界条件，需要选取 ωn = 2πn/β。对于 q, ωn ̸= 0，容易发现非连通部分并不贡献。这时，将

ψ 场也用傅立叶分量展开，我们得到

Gn(q, ωn) = Gn(q, ωn)c =
ζ

Lβ

∑
m,k

⟨ψk,ωm
ψ̄k,ωm

⟩⟨ψk+q,ωn+ωm
ψ̄k+q,ωn+ωm

⟩. (2.99)

这里 ωm 对应 ψ 的频率，则需要依照(2.75)和(2.76)区分玻色还是费米子系统。最后的计算请大家在练习中完成，

其中我们还将看到最终结果和 Friedel 震荡有直接的关系。

� 练习 2.8密度关联中的Matsubara求和 我们在这个练习里计算上式中对频率m的求和。

∑
m

⟨ψk,ωm
ψ̄k,ωm

⟩⟨ψk+q,ωn+ωm
ψ̄k+q,ωn+ωm

⟩ =
∑
m

1

−iωm + ϵk − µ

1

−iωm − iωn + ϵk+q − µ
(2.100)

1. 直接计算证明结果为

∑
m

1

−iωm + ϵk − µ

1

−iωm − iωn + ϵk+q − µ
= −g(ϵk − µ)− g(ϵk+q − µ)

iωn + ϵk − ϵk+q
(2.101)

验证这里 a取值任意，并解释其中的理由。

2. 容易看出，如果取 ωn = 0，上述结果对于玻色子系统与(1.43)式一致。这说明 Friedel 震荡计算其实可以

转化为零频率的密度-密度关联函数计算。请直接在路径积分框架中解释这一关系（在作用量中加入微扰

λ ψ̂†(0)ψ̂(0) 对应的项，计算局域密度发生的变化）。这给出了零频率关联函数连通部分的一个物理解释。
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第 3章 实验测量与响应函数

内容提要

h 线性响应理论

h Lehmann谱表示

h 涨落耗散定理

h 多体系统中的电导

3.1 多体系统的实验探测

在上一章，我们把多体系统的配分函数表达成了路径积分的形式，并计算了路径积分下的关联函数。变换

到算符表象下，这些关联函数对应于在虚时间演化 e−Ĥτ 下的多点函数。那么，虚时间格林函数是否存在直接的

物理意义呢？事实上，答案是否定的——实际系统的演化对应 τ = it的实时间演化 e−iĤt。因此，我们应该做的

是先在虚时路径积分中计算关联函数，然后通过一定的理论方法，变换出有明确物理意义的实验可测量。这就

是这一章中将会介绍的内容。为了这一目的，我们先来介绍一下对于理论物理工作者来说，多体物理的实验到

底在测量什么量。

3.1.1 热力学量测量

首先，传统的统计物理实验包含对热力学函数的测量。例如，实验上常常测量系统的比热CV = ∂E/∂T |V,N，

即在温度变化下能量的改变；磁化率 χ = ∂M/∂H |T,V，即在外磁场变化下系统磁化强度的改变；和压缩率

κ = −V −1∂V/∂p
∣∣
T,N

，即在压强变化小体积的改变。这些实验都可以用来探测系统的基础性质，例如低温下比

热随温度的关系可以揭示多体系统的低能激发是玻色子还是费米子；热力学量随着系统参数的奇异性标志着多

体系统发生了相变。

比热CV 和磁化率χ在理论中的描述比较直接：原则上我们只需要对于给定计算（巨）自由能F (V, T, µ,H) =

−T lnZ，然后通过对系统参数求导就可以得到它们——这是我们在热力学课程中学过的内容。值得注意的是，

一般我们都在保持化学势不变巨正则系综中进行计算，因此当我们在粒子数不变的约束下求导数时，应当先用

N = −∂µF 求解出 µ与 N 的关系。对于压缩率 κ，更常用的方法是利用

κ = −V −1 ∂V

∂p

∣∣∣∣
T,N

= −n∂n
−1

∂p

∣∣∣∣
T

=
∂n

∂µ

∣∣∣∣
T

(3.1)

这里，我们用到了热力学关系 dp = sdT + ndµ。上式有很直观的物理意义：压缩率等于巨正则系综中粒子密度

随着化学式的变化。

然而，很多时候直接计算自由能不一定是最方便的做法。对于磁化率 χ 和压缩率 κ 这类定义为观测量对哈

密顿量参数（磁场或化学势）导数的量，我们也可以将其表达成虚时间的零频关联函数，类似上一章中对密度-密

度关联与 RKKY 计算的讨论。假设参数 λ在哈密顿量中对应 δĤ = λÔ2，对于 ∂⟨O1⟩/∂λ

⟨O1⟩ =
1

Z(λ)

∫
Dψ̄Dψ O1(τ) exp

(
−S0 − λ

∫ β

0

dτ ′ O2(τ
′)

)
(3.2)



3.1 多体系统的实验探测

这里 τ 可以取任意值。值得注意，分母的配分函数 Z 中也包含 δĤ 的项，因而也是 λ的函数。因此，我们得到

∂⟨O1⟩
∂λ

= −
∫ β

0

dτ ′ [⟨O1(τ)O2(τ
′)⟩ − ⟨O1(τ)⟩⟨O2(τ

′)⟩] = −GO1,O2
(ωn = 0)c. (3.3)

等式右边正好是虚时间零频格林函数的连通部分。

3.1.2 线性响应实验

另一种常见的实验方式是首先制备一个处于平衡态的系统，然后在 t = 0 时刻向系统上加入强度较弱的外

场，然后测量系统在外场下的变化。这类测量中最著名的例子是电导率测量：研究系统在外加直流或交流电场

下产生的电流大小。类似的实验测量还有热传导系数、自旋扩散系数等等。一般来说，假设外场对应哈密顿量中

δĤ(t) =

∫
dx λ(x, t)Ô2(x), (3.4)

在 t ≤ 0 时，系统处于平衡态，密度矩阵为 ρ = e−βĤ/Z。在 t > 0，我们可以在相互作用绘景里把系统密度矩

阵的演化表示成

ρ(t) = UI(t) ρ UI(t)
†, UI(t) = T exp

(
−i
∫ t

0

dt′
∫
dx λ(x, t′)Ô2(x, t

′)

)
. (3.5)

这里，所有算符按照未加外场的原哈密顿量 Ĥ 进行演化。这时，我们测量系统中O1 算符。保留到 λ的一阶得到

δ⟨O1(x, t)⟩ = −i
∫ t

0

dt′
∫
dx′ λ(x′, t′)tr

(
ρ
[
Ô1(x, t), Ô2(x

′, t′)
])

≡
∫ t

0

dt′
∫
dx′ GRO1O2

(x− x′, t− t′)λ(x′, t′).

(3.6)

这里，期望值是对于平衡态密度矩阵 ρ定义的。我们假设系统存在平移对称性，定义了推迟 (retarded) 格林函数

GRO1O2
(x, t) = −iθ(t)

〈[
Ô1(x, t), Ô2(0, 0)

]〉
。如果不存在平移对称性，推迟格林函数将是两个时间变量和两个空

间变量的函数。θ 函数的引入预示着系统响应的因果性：在 t = 0 作用的扰动只会影响系统在 t > 0 时候的行为。

因此，对于费米子算符，我们应当将对易子改成反对易子。这一将系统响应和推迟格林函数联系起来的结果被

称为 Kubo 公式。利用傅立叶变换，我们还可以定义系统对于给定频率、动量外场的响应函数 GR(p, ω)：

GR(p, ω) =

∫
dxdt e−ipx+iωtGR(x, t). (3.7)

人们常常还会引入提前 (advanced) 格林函数 GAO1,O2
≡ iθ(−t)

〈[
Ô1(x, t), Ô2(0, 0)

]〉
。容易看到，组合 GR −GA

正好对应于对易子
〈[
Ô1(x, t), Ô2(0, 0)

]〉
。

3.1.3 谱学实验

谱学实验也是探测系统激发模式的常用手段：一般会对系统施加光或其它粒子束，然后监测入射粒子和多

体系统发生散射的速率，从而推断多体系统性质。理论上，散射发生的速率可以用费米黄金规则近似。我们仍

然假设系统初态在平衡态 ρ = e−βĤ/Z，并将 Ĥ 本征态记做 |En⟩。一般来说，发生散射时多体系统的能量、动

量会发生变化，我们将对应能量、动量转移记做 ω、p。从算符的角度来说，这说明系统和粒子束发生作用的形
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3.1 多体系统的实验探测

式为

δĤ(t) =
λ

L

∑
p

â†k−pâk

∫
dx eipx−iωtÔ†(x) + H.C. =

λ√
L

∑
p

â†k−pâkÔ
†
pe

−iωt + H.C. (3.8)

âk 是粒子束对应的湮灭算符，Ô†
p 对应某个给定动量的算符 Ô†

p = L−1/2
∫
dx eipxÔ†(x)。这样，假设系统处于能

量本征态 |En⟩，动量为 k 的入射粒子被散射到 k − p动量的速率正比于越迁速率

Γn(p, ω) =
∑
m

2π|⟨Em|Ô†
p|En⟩|2δ(Em − En − ω). (3.9)

然后，我们对所有初态 |En⟩ 按照对应出现概率 e−βEn/Z 进行加权，最后得到热平衡态的跃迁速率

SO(p, ω) =
1

Z
∑
m,n

2πe−βEn |⟨Em|Ô†
p|En⟩|2δ(Em − En − ω). (3.10)

这里 S(k, ω) 被称为动力学结构因子 (dynamical structure factor)，这便是理论上需要计算的物理量。我们也可以

把它写在实空间，结果得到

SO(x, t) =
1

L

∑
p

∫
dω

2π
eipx−iωtSO(p, ω) = tr

(
ρ Ô(x, t)Ô†(0, 0)

)
. (3.11)

� 练习 3.1量子气体中的 Bragg谱 在超冷原子气体中，密度算符对应的动力学结构因子可以通过对系统施加两束

拉曼激光完成。略去其中的原子物理细节，我们直接把微扰哈密顿量写成

δĤ = λe−iωtn̂−p + λeiωtn̂p. (3.12)

这里，n̂p 是密度算符的傅立叶变换。冷原子实验上，可以探测系统的总动量 P 来监测系统越迁的速率。请证明，

对于很小的 λ，费米黄金规则表明动量 P 满足

dP

dt
= λ2p(1− e−βω)Sn(p, ω). (3.13)

事实上，我们将会看到组合 ρO(p, ω) = (1− e−βω)SO(p, ω) 和推迟格林函数直接相关，被称为谱函数。

3.1.4 STM实验

STM，即扫描隧道显微镜，是利用电子隧穿现象对固体系统局域电子能态进行探测的方法。我们想象用一

个金属探针接近一个材料表面的 x0 处，二者间距非常近，以至于出现了由于电子在探针与材料间跃迁导致的耦

合项

δĤ = −
∑
i

λ ψ̂†(x0)ψ̂tip,i + H.C. (3.14)
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3.2 从虚时间到实时间：频域方法

<latexit sha1_base64="+eVKtxQl81gk/efI5DFgq37KjPk="></latexit>

V = 0

<latexit sha1_base64="0i6agirbXTqK/AXULcf9axA6YjE="></latexit>

System
<latexit sha1_base64="yV/Rvz40EuXhwdHrihYp8g4lUIk="></latexit>

Tip
<latexit sha1_base64="0i6agirbXTqK/AXULcf9axA6YjE="></latexit>

System
<latexit sha1_base64="yV/Rvz40EuXhwdHrihYp8g4lUIk="></latexit>

Tip

<latexit sha1_base64="uEm+MoQGSrYtK1GGZFG/D3+f8J8="></latexit>

V 6= 0

<latexit sha1_base64="0i6agirbXTqK/AXULcf9axA6YjE="></latexit>

System
<latexit sha1_base64="yV/Rvz40EuXhwdHrihYp8g4lUIk="></latexit>

Tip

<latexit sha1_base64="OZWBBFjlLgug8xvw+DUAp7Faadg="></latexit>

V

<latexit sha1_base64="m2XoKKfnrwq1WafNmdWVBONfdA0="></latexit>

0
<latexit sha1_base64="m2XoKKfnrwq1WafNmdWVBONfdA0="></latexit>

0
<latexit sha1_base64="m2XoKKfnrwq1WafNmdWVBONfdA0="></latexit>

0

<latexit sha1_base64="OZWBBFjlLgug8xvw+DUAp7Faadg="></latexit>

V

<latexit sha1_base64="m2XoKKfnrwq1WafNmdWVBONfdA0="></latexit>

0

<latexit sha1_base64="Tbr0F7O25WfkRRvE4YUezYXoEY8="></latexit>

dI/dV

图 3.1: STM 实验对应的理论模型示意图。

这里 ψ̂tip,i 对应探针上模式 i 的湮灭算符。我们考虑低温极限 β → ∞，并假设探针上的电子间不存在相互作用，

模式 i 的态对应能量即 ϵi，其态密度 D(ϵi) = D 为常数。这时系统和探针上的电子填充如图3.1所示。我们可以

通过给探针加电压 V 调节探针上的占据数，这时系统和探针存在电压差，产生的电流还是可以用费米黄金规则

估计

I =2π
∑

{i|ϵi∈[0,V ]}

∑
m

λ2|⟨Em|ψ̂†(x0)|G⟩|2δ(Em − E0 − ϵi)

=2πλ2D

∫ V

0

dϵ
∑
m

|⟨Em|ψ̂†(x0)|G⟩|2δ(Em − E0 − ϵ).

(3.15)

这里我们假设 V > 0，|E0⟩ = |G⟩ 对应系统基态。对单粒子能量的积分从 0 到 V，这是由于泡利不相容原理保证

只有这部分粒子可以从探针跃迁到系统中。实验上常常关心的是微分电导 dI/dV，对应

dI

dV
= 2πλ2D

∑
m

|⟨Em|ψ̂†(x0)|G⟩|2δ(Em − E0 − V ). (3.16)

类似的，对于 V < 0，可以计算得到

dI

dV
= 2πλ2D

∑
m

|⟨Em|ψ̂(x0)|G⟩|2δ(Em − E0 + V ). (3.17)

我们可以把等式右边的结果统一记作分段函数 λ2Dρψ(V )，ρψ(V ) 被称作（零温下的）局域单粒子谱函数。

3.2 从虚时间到实时间：频域方法

在上一节，我们总结了各种多体物理实验的理论描述。其中热力学量实验可以直接联系到虚时间路径积分

的计算，而其它实验手段都对应于实时间关联函数，包括推迟格林函数、动力学结构因子和谱函数。下面，我们

就介绍如何从虚时间关联函数出发，利用解析延拓的方法得到各种可观测量。事实上，这个问题有两种路径：

1. 从虚时间的时域格林函数出发，傅立叶变换得到频域格林函数，然后解析延拓得到实时间的频域格林函数

G(τ) → G(ωn) → {GR(ω), S(ω), ρ(ω)}. (3.18)

37



3.2 从虚时间到实时间：频域方法

2. 从虚时间的时域格林函数出发，解析延拓得到实时间的时域格林函数，然后傅立叶变换

G(τ) → G(t) → {GR(ω), S(ω), ρ(ω)}, (3.19)

在这里最重要的是时间的变换，简单起见我们不再标明算符对应的动量。这一小节中，我们先介绍第一种方法；

第二种方法将在下一小节介绍。对于具体的问题，采用哪种方法主要取决于计算的难易程度。值得指出的是，我

们也可以直接在实时间将多体系统的演化改写成路径积分的形式，这时则需要用到 Schwinger-Keldysh 围道方法。

3.2.1 Lehmann谱表示

为了将虚时间格林函数和实时间格林函数联系在一起，我们需要建立它们之间的严格关系。基本思路就是

把不同格林函数在本征态下分别进行展开，然后进行对比。我们的出发点是

G(τ) = tr
(
ρ Tτ Ô1(τ)Ô2(0)

)
,

GR(t) = −iθ(t)tr
(
ρ[Ô1(t), Ô2(0)]ζ

)
,

GA(t) = iθ(−t)tr
(
ρ[Ô1(t), Ô2(0)]ζ

)
.

(3.20)

这里，当 Ô1 和 Ô2 都是玻色/费米型算符，我们取 ζ = ±1。接下来，我们在算符 Ô1 左右分别插入哈密顿量 Ĥ

本征态构成的完备基 Î =
∑
n |En⟩⟨En|。对于 τ > 0，利用 Ĥ|En⟩ = En|En⟩ 可以将虚时间格林函数写作

G(τ) =
1

Z
∑
mn

e−βEne−τEmn⟨En|Ô1|Em⟩⟨Em|Ô2|En⟩. (3.21)

这里，Emn = Em − En。傅立叶变换后，我们得到频域空间的展开结果，即 Lehmann 谱表示：

G(ωn) =

∫ β

0

dτ eiωnτG(τ) =
1

Z
∑
m,n

⟨En|Ô1|Em⟩⟨Em|Ô2|En⟩
e−βEn − ζe−βEm

−iωn + Emn
. (3.22)

接下来，我们考虑实时间格林函数 GR/A。类似(3.21)式，我们得到

GR/A(t) = ∓iθ(±t) 1
Z
∑
mn

⟨En|Ô1|Em⟩⟨Em|Ô2|En⟩e−iEmnt
(
e−βEn − ζe−βEm

)
. (3.23)

我们看到，因子
(
e−βEn − ζe−βEm

)
已经和(3.22)中一致。当我们试图进一步变换到频率空间时，就需要计算形

如 e−iEt 函数的傅立叶变换。这里的技巧是给积分加一个无穷小的收敛因子 e−ϵ|t|，完成积分后令 ϵ→ 0+。这样

就给出

∓i
∫ ∞

−∞
dt θ(±t)eiωte−iEt = ∓i lim

ϵ→0+

∫ ∞

−∞
dt θ(±t)eiωte−iEte−ϵ|t| = lim

ϵ→0+

1

ω − E ± iϵ
. (3.24)

利用这一结果，我们可以得到实时间格林函数的 Lehmann 谱表示

GR/A(ω) = lim
ϵ→0+

1

Z
∑
m,n

⟨En|Ô1|Em⟩⟨Em|Ô2|En⟩
e−βEn − ζe−βEm

ω − Emn ± iϵ
. (3.25)

这里的 ϵ也常常被直接写成 0+。
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3.2 从虚时间到实时间：频域方法

� 练习 3.2 θ函数的傅立叶变换 请通过对(3.24)式右边进行逆傅立叶变换验证等式成立。

现在，我们就可以对比(3.33)和(3.22)来总结如何从将虚时间格林函数联系到实时间格林函数。结果表明，在

计算 G(ωn) 后，我们可以定义 z = iωn 将函数解析延拓，再加上一个额外的负号就得到

F (z) = −G(−iz) = 1

Z
∑
m,n

⟨En|Ô1|Em⟩⟨Em|Ô2|En⟩
e−βEn − ζe−βEm

z − Emn
. (3.26)

推迟格林函数和提前格林函数分别对应 F (z) 在实轴上方/下方无穷小处的取值，即

GR(ω) = lim
ϵ→0+

F (ω + iϵ), GA(ω) = lim
ϵ→0+

F (ω − iϵ). (3.27)

实际操作时，我们还需要注意以下两点

1. 严格来说，这里第一步的解析延拓是不唯一的。这是由于数学上解析延拓需要我们已知函数在一个连续区

域的行为；然而，在我们的问题中 G(ωn) 只定义在离散的 Matsubara 频率上。例如，对于自由费米子，上

一章的计算给出

G(ωn) =
1

−iωn + ϵ− µ
=

1

−iωn + ϵ− µ

f(eiβωn)

f(−1)
, (3.28)

这里，我们加入了 −1 = eiβωn 的任意函数 f。然而，当我们解析延拓时，我们试图将所有 ωn 带成 −iz，这

时就多出了 f(eβz)/f(−1) 的贡献。f 任意性就说明这一解析延拓方案的实效。为了解决这一问题，很多时

候我们可以在进行代换的同时要求在 |z| ≫ 1 时满足边界条件 G(z) ∼ −1/z。这样，才能得到正确的自由

粒子推迟格林函数

GR/A(ω) =
1

ω − ϵ+ µ± i0+
. (3.29)

2. 对于 ωn ̸= 0，虚时格林函数的展开式(3.22)中分母不会等于 0，因此 G(ωn) 不会发散。然而，从解析延拓

后的式(3.26)容易看出 F (z) 在实轴上，即 z = Emn 处，存在奇异性——这一奇异性把上半平面和下半平

面分割开来，导致 F (z) 在上下半平面可能有不同的表达式。因此，如果我们想要计算的是GR，需要利用

ωn > 0 的 G(ωn) 进行解析延拓；如果想计算的是 GA，则需要利用 ωn < 0 的 G(ωn) 进行解析延拓。

3. 类似的，利用谱表示容易看出GR/A(z) 分别在上半平面 Im[z] > 0 和下半平面 Im[z] < 0 解析。事实上，这

对保证因果性至关重要。以 GR 为例，我们可以考虑对于 t < 0 计算

GR(t) =

∫
dω

2π
GR(ω)e−iωt =

∮
C

dz

2π
GR(z)e−izt. (3.30)

这里 C 包含实轴上和一个沿着上半平面无穷远处的大圆弧。这是由于在 t < 0 时大圆弧出的函数值随着半

径增大指数趋于 0。利用 GR(z) 在上半平面解析的特点，我们才能得到 GR(t) = 0。
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3.2 从虚时间到实时间：频域方法

� 练习 3.3有限寿命准粒子的格林函数 为了更好的理解上面的讨论，我们考虑下式所示的虚时间格林函数

G(ωn) =
1

−iωn + ξ − isgn(ωn)Γ/2
. (3.31)

计算实时间格林函数 GR(ω) 和 GA(ω)，并傅立叶变换到时域 t。验证这时 |GR(t)| ∼ θ(t)e−Γt/2，物理上这说明

所对应的准粒子寿命为 1/Γ。

� 练习 3.4实时间编时格林函数 在粒子物理中，人们常常关心真空（零温下）中散射振幅的计算。这个时候常常

用到的是实时间的编时格林函数：

GT (t) = −itr
(
ρ TtÔ1(t)Ô2(0)

)
. (3.32)

请利用Lehmann谱表示将这一关联函数在频率空间表示出来，证明它在零温下对应解析延拓 iωn → ω+isgn(ω)0+。

对于相对论性系统，ω 常常以平方形式出现，因此我们也可以写作 ω2 + i0+。例如，Klein-Golden 场的实时间编

时格林函数通常写作 (ω2 − p2 + i0+)−1。

3.2.2 谱函数与结构因子

描述谱学实验和 STM 实验的可观测量都和费米黄金规则相关，出现的矩阵元都形如 |⟨Em|O|En⟩|2，这就启

发我们考虑 Ô1 = Ô†
2 = Ô。这时，我们得到

GR/A(ω) = lim
ϵ→0+

1

Z
∑
m,n

|⟨En|Ô|Em⟩|2 e
−βEn − ζe−βEm

ω − Emn ± iϵ
. (3.33)

容易发现，GR(ω) = GA(ω)∗。它们的差给出了 F (z) 在实轴上下岸的不连续性

ρO(ω) = i
[
GR(ω)−GA(ω)

]
= −2 Im[GR(ω)] =

2π

Z
∑
m,n

e−βEn |⟨En|Ô|Em⟩|2(1− ζe−βω)δ(ω − Emn). (3.34)

这里，我们利用了关系 limϵ→0+ [(x + iϵ)−1 − (x − iϵ)−1] = −2πiδ(x)。事实上，ρO(ω) 就是多体系统中算符 Ô

的谱函数谱函数，大部分时候下标 O 都被省略。如果选取 Ô = ψ̂(x0)，并考虑低温极限 β → ∞，结果正好

与(3.16)和(3.17)一致。同时，对照(3.10)容易发现结构因子 SO(ω) 可以写作

SO(ω) =
ρO(ω)

1− ζe−βω
. (3.35)

对于玻色子算符 ζ = 1，这正是练习3.1中提到的关系。这种关联函数和谱函数间的比例关系有时被称为涨落耗

散定理。关联函数自然描述了系统中的涨落，那么为什么谱函数对应耗散呢？这是由于它正好是响应函数的虚

部，一般对应系统从外界扰动中提取能量/动量的速度，练习3.1其实已经给出了一个很好的例子。
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3.2 从虚时间到实时间：频域方法

� 练习 3.5单粒子谱函数 在这里我们尝试理解单粒子产生湮灭算符的谱函数

1. 考虑练习3.3中单个模式的虚时间格林函数，计算对应的谱函数。结果说明谱函数对应在单粒子能量 ξ 附近

的一个峰，其宽度为粒子的衰减速率。当粒子寿命趋于无穷时，谱函数的峰趋于 δ 函数。

2. 对于更多模式的情况，则对应不同峰的叠加。请先验证对于 Ô = ψ̂(x0) 上述谱函数定义在 β → ∞ 下

与(3.16)和(3.17)一致。然后计算模型

Z =

∫
Dψ̄Dψ exp

(
−
∫
dτdx

[
ψ̄(∂τ − µ)ψ +

1

2
∂xψ̄∂xψ

])
. (3.36)

中的局域谱函数 ρψ(ω)。

事实上，我们可以认为谱函数是比格林函数更加基本的量，它描述了作用单个算符 Ô 后系统能量改变的分

布函数。对比(3.34)、(3.22)和(3.33)，我们可以把 GR/A(ω) 和 G(ωn) 都用对应算符的 ρ(ω) 表示出来

G(ωn) =

∫ ∞

−∞
dω′ ρ(ω′)

−iωn + ω′ , GR/A(ω) =

∫ ∞

−∞
dω′ ρ(ω′)

ω − ω′ ± iϵ
. (3.37)

有意思的是，这些等式把相互作用的格林函数表达成了类似自由粒子的形式：对于一个能量为 ω′ 的自由粒子，

G(ωn) 或GR/A(ω) 恰好就是 (−iωn+ω′)−1 或 (ω−ω′± iϵ)−1。上式说明一般系统的格林函数可以看成一系列自

由粒子的格林函数的叠加，叠加系数就是谱函数 ρ(ω)。特别是，对于费米子系统，我们看到谱函数的定义(3.34)保

证 ρ(ω) ≥ 0。这时，我们可以把谱函数看成一个经典的概率分布，描述不同能量粒子被激发的概率。对于玻色

子系统，对于 β > 0 的系统，当 ω > 0 时有 ρ(ω) > 0；而当 ω < 0 时，则有 ρ(ω) < 0。(3.37)式还常常被用于相

互作用系统的格林函数计算，例如，我们可以利用(2.101)式得到对于费米子算符的严格表达式

1

β

∑
m

G(ωm)G(ωn + ωm) =

∫ ∞

−∞

dω1

2π

∫ ∞

−∞

dω2

2π
ρ(ω1)ρ(ω2)

n(ω1)− n(ω2)

iωn + ω1 − ω2
. (3.38)

这里 n(ω) 是费米-狄拉克分布函数。

注意到谱函数中的 δ 函数，我们还能通过对谱函数的求和推导出一系列严格等式，这些关系被称为求和定

则 (sum rule)。例如，直接对谱函数进行积分，可以得到谱函数的归一化性质

∫ ∞

−∞

dω

2π
ρ(ω) =

1

Z
∑
m,n

e−βEn |⟨En|Ô|Em⟩|2(1− ζe−βω) = tr
(
ρ
[
Ô, Ô†

]
ζ

)
. (3.39)

特别是，对于产生湮灭算符，我们就得到
∫
dω
2π ρ(ω) = 1。事实上，我们还可以考虑计算 ω 的期望值，这时就会

得到

∫ ∞

−∞

dω

2π
ωρ(ω) =

1

Z
∑
m,n

e−βEn |⟨En|Ô|Em⟩|2Emn(1− ζe−βω) = tr
(
ρ
[
[Ô, Ĥ], Ô†

]
ζ

)
(3.40)

这里，我们利用了关系 (Em−En)⟨En|Ô|Em⟩ = ⟨En|[Ô, Ĥ]|Em⟩。我们可以把计算推广成考虑 ωn 在谱函数下的

期望值，结果则对应算符和哈密顿量的 n 阶导数。我们还可以推导与系统密度有关的求和定则，具体参考下面

的练习。
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3.3 从虚时间到实时间：时域方法

� 练习 3.6谱函数与粒子数密度 请证明，对于 Ô = ψ̂(x)，多体系统在 x处的密度 n = ⟨ψ̂†(x)ψ̂(x)⟩ 可以由谱函数

求和定则给出：

n =

∫
dω

2π
ρ(ω)n(ω). (3.41)

这一结果再次表明利用谱函数我们可以在两点函数层面把系统当作自由粒子系统。

3.3 从虚时间到实时间：时域方法

除了上述方法，我们也可以直接从时域的虚时格林函数 G(τ) 得到响应函数 GR/A(t) 或者动力学结构因子

S(t)。首先来回顾 G(τ) 的算符形式，我们有

G(τ) = ⟨Tτ Ô1(τ)Ô2(0)⟩ =

Z−1tr
(
e−(β−τ)ĤÔ1e

−τĤÔ2

)
τ > 0,

ζZ−1tr
(
e−(β+τ)ĤÔ2e

τĤÔ1

)
τ < 0.

(3.42)

现在，我们试着直接对 τ 进行解析延拓。类似频域格林函数在 ωn > 0 和 ωn < 0 处可能延拓出不同的结果，我

们看到这里 τ > 0 和 τ < 0 的表达式也截然不同。在 τ > 0 处进行解析延拓对应 τ → ϵ+ it，这时我们得到

iG>(t) = Z−1tr
(
e−(β−it)ĤÔ1e

−iĤtÔ2

)
= tr

(
ρ Ô1(t)Ô2(0)

)
. (3.43)

在 τ < 0 处做解析延拓 τ → −ϵ+ it则会得到

iG<(t) = ζZ−1tr
(
e−(β+it)ĤÔ2e

iĤtÔ1

)
= ζtr

(
ρ Ô2(0)Ô1(t)

)
. (3.44)

这里 G>(t) 和 G<(t) 是新的实时间格林函数，一般在 Schwinger-Keldysh 方法中比较常用。从(3.11)式容易看出，

动力学结构因子正好对应于 Ô1 = Ô†
2 = Ô 的 iG>(t)。我们也可以直接把 GR/A 和 ρ联系到 G>/<，依照定义有

GR/A(t) = ∓iθ(±t)tr
(
ρ[Ô1(t), Ô2(0)]ζ

)
= ±θ(±t)

(
G>(t)−G<(t)

)
. (3.45)

进而，利用时域版本的(3.34)式，我们就得到

ρ(t) = i(GR(t)−GA(t)) = i
(
G>(t)−G<(t)

)
. (3.46)

� 练习 3.7 G> 和 G< 的谱表示 我们在这里新遇到的实时间格林函数 G> 和 G< 也同样可以通过 Lehmann 谱表示

联系到对应算符的普函数。请证明

iG>(ω) = (1 + ζn(ω))ρ(ω), iG<(ω) = ζn(ω)ρ(ω). (3.47)

这里，n(ω) 是玻色/费米分布函数。
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3.4 电导率的理论计算

时域方法的最大好处是很容易推广到多点函数：我们只需要先通过调节算符虚时间位置保证算符插入的顺

序，然后就可以利用 τ = it得到对应的实时间格林函数。例如，当我们想要计算玻色子算符 {Ôj} 的四点函数

⟨Ô1(t1)Ô3(t3)Ô2(t2)Ô4(t4)⟩ = tr
(
ρ Ô1(t1)Ô3(t3)Ô2(t2)Ô4(t4)

)
. (3.48)

我们只需要在虚时间首先计算F (τ1, τ2, τ3, τ4) ≡ ⟨Tτ Ô1(τ1)Ô2(τ2)Ô3(τ3)Ô4(τ4)⟩，然后取 τ1 = it1+3ϵ，τ2 = it2+ϵ，

τ3 = it3 + 2ϵ，以及 τ4 = it4，最后取极限 ϵ→ 0+ 即可。

3.4 电导率的理论计算

在这一章的最后，我们来利用这一章学的知识计算电子系统的电导率。在固体物理中，电导率最简单的图

像被称为 Drude 模型。我们考虑电子在 x方向电场中 E 中运动，满足牛顿方程

dvx

dt
= E(t)− vx

τ
. (3.49)

这里等式右边第二项表示电子可能受到杂质、相互作用引发的散射从而导致速度的损耗。对于交流电场 E =

E0e
−iωt，方程的解写作

vx =
E0

−iω + τ−1
e−iωt, Jx = vxn =

n

−iω + τ−1
E0e

−iωt. (3.50)

利用电导率的定义 σ(ω) = Jx(ω)/E(ω)，我们就得到电导的 Drude 公式

σ(ω) =
n

−iω + τ−1
=

n

−iω + Γ
. (3.51)

在这一节，我们将会利用路径积分方法在量子多体系统中重新推导这一结果。

3.4.1 电导率的 Kubo公式

在量子力学中，电磁场的作用体现在哈密顿量中的标量势 ϕ(r, t) 和矢量势 A(r, t)。在二次量子化中，相应

的哈密顿量写作

Ĥ[A] =

∫
dr

1

2
[(i∇−A(r, t))ψ̂†(r)] · [(−i∇−A(r, t))ψ̂(r)] + ϕ(r, t)ψ̂†(r)ψ̂(r) (3.52)

加入了矢量势 A(r, t) 后，在一次量子化语言中运动学动量对应 (−i∇ −A(r, t))，与正则动量 −i∇ 不同。在二

次量子化语言里，这说明流算符(2.71)需要改写为

Ĵ(r) =
1

2
ψ̂†(r)(−i∇−A)ψ̂(r) +

1

2
(i∇−A)ψ̂†(r)ψ̂(r) (3.53)

这一结果仍然可以按照2.4小节中的方法得到，这里不再赘述。利用这一定义，我们可以将哈密顿量中 A 的线性

项表示成 δĤ = −
∫
dr A(r, t) · Ĵ(r)。
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3.4 电导率的理论计算

我们希望在系统中加入一个沿 x方向交变电场 E(t) = E0e
−iωtx̂。由于规范对称性，存在无穷种等效的标量

势 ϕ(r, t) 和矢量势 A(r, t) 的选取方式。这里，我们选定规范 ϕ(r, t) = 0，对应矢量势和电导率写作

A(r, t) = A(t) =
E0

iω
e−iωt x̂, σ(ω) =

⟨Ĵx(r, t)⟩
Ex(t)

=
1

iω

⟨Ĵx(r, t)⟩
Ax(t)

. (3.54)

这里 ⟨Jx(r, t)⟩ 就是外电场引发的电流。在3.1.2小节关于线性响应实验的一般讨论中，我们将观测量与扰动的比

例（类似 ⟨Jx(r,t)⟩
Ax(t) ）连系到了推迟格林函数。然而，值得注意的是我们现在对电导率的计算存在一个新的因素：

在加入扰动后不只有哈密顿量发生了变化，算符 Ĵx 本身也发生了改变。因此，结果中出现了额外的贡献：

⟨Ĵx(r, t)⟩
A(t)

= −⟨ψ̂†(r)ψ̂(r)⟩ −GRJxJx(0, ω) = −n−GRJxJx(0, ω). (3.55)

这里GRJxJx(q, ω)是动量/频率空间的流-流推迟格林函数，由于在这里我们只考虑了均匀电场，因此有 q = 0。多

出来的第一项中的密度 n = k3F /6π
2 常常被称为抗磁项，数学上来自于 δĴx/δAx。由于流算符 Ĵx 可以从哈密顿

量对 A 求导得到，抗磁项可以追溯到哈密顿量中 A2 的项。对于满壳层的原子，这一项贡献了原子的抗磁性。

值得指出的是，对于电导率的计算我们也可以采用其它规范。例如，我们可以考虑一个很小的空间动量 q =

qx̂，把电场对应到 E = −∇ϕ = −iq ϕ。由于标量势耦合到密度 ψ̂†(r)ψ̂(r)，我们需要计算地就不再是流-流关联

函数，而是电流-密度关联函数

σ(q, ω) =
⟨Ĵx(r, t)⟩
Ex(t)

=
1

−iq
⟨Ĵx(r, t)⟩
ϕx(t)

=
1

−iq
GRJxn(q, ω) (3.56)

这个新的 Kubo 公式和上面用流-流关联函数表示的公式（推广到有限 q）是否一致？它们等价要求 ωGRJxn(q, ω)−

qGRJxJx(q, ω) = qn事实上，这正是我们在上一章中介绍的 Wald 恒等式在频率空间的形式；而抗磁项 qn则正好

对应 Wald 恒等式中的接触项。此外，我们还可以进一步利用 Wald 恒等式把电流-密度关联改写成密度-密度关

联函数，这样就再次得到了一个新的电导率公式。当然，由于分母上的因子 q，计算(3.56)式过程中不能直接取

q = 0，导致计算更加复杂。方便起见，在这一节中我们还是使用(3.55)式。

3.4.2 流-流关联函数

接下来，我们按照频域方法，先在虚时间计算系统的流-流关联函数，然后解析延拓到推迟格林函数。在虚

时间，流-流关联函数写作

GJxJx(0, ωn) = −1

4

∫
dr

∫ β

0

dτeiωnτ
〈[
ψ̄(r, τ)∂xψ(r, τ)− ∂xψ̄(r, τ)ψ(r, τ)

]
[
ψ̄(0, 0)∂xψ(0, 0)− ∂xψ̄(0, 0)ψ(0, 0)

]〉
.

(3.57)

我们假设电子受到杂质、相互作用引发的散射主要贡献是让电子得到了有限的寿命，导致格林函数有练习3.3中

的形式；而在四点函数计算时则仍然可以用 Wick 定理来把它近似成两点函数的乘积。这样，对GJxJx(0, ωn) 的
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3.4 电导率的理论计算

计算其实就和上一章中无相互作用自由粒子的密度-密度关联函数(2.99)类似：

GJxJx(0, ωn) = − 1

V β

∑
m,k

k2x⟨ψk,ωm
ψ̄k,ωm

⟩⟨ψk,ωn+ωm
ψ̄k,ωn+ωm

⟩

= − 1

V β

∑
m,k

k2x
1

−iωm + ϵk − µ− isgn(ωm)Γ/2

1

−iωm − iωn + ϵk − µ− isgn(ωm + ωn)Γ/2

= − 1

V β

∑
m,k

k2

3

1

−iωm + ϵk − µ− isgn(ωm)Γ/2

1

−iωm − iωn + ϵk − µ− isgn(ωm + ωn)Γ/2
.

(3.58)

这里，我们利用转动对称性将
∑

k k
2
x 写成了

∑
k k

2/3。

我们首先考虑 ωn = 0 的极限。这时，我们有

GJxJx(0, ωn) = − 1

V β

∑
m,k

k2x

[
1

−iωm + ϵk − µ− isgn(ωm)Γ/2

]2
=

1

β

∑
m

∫
dkydkz
(2π)2

∫
dkx
2π

kx∂kx

[
1

−iωm + ϵk − µ− isgn(ωm)Γ/2

]
= − 1

β

∑
m

∫
dkydkz
(2π)2

∫
dkx
2π

[
1

−iωm + ϵk − µ− isgn(ωm)Γ/2

]
= ⟨ψ̄(r, τ)ψ(r, τ)⟩ = n.

(3.59)

在第三行，我们进行了分部积分。回忆起 GJxJx 在解析延拓成 GRJxJx 时还要填上一个负号，我们就发现 GRJxJx

中零频的部分正好与抗磁项抵消。因此，我们也可以将(3.55)式写成

⟨Ĵx(r, t)⟩
A(t)

= GRJxJx(0, 0)−GRJxJx(0, ω). (3.60)

接下来，我们就要计算有限频率 ω 部分的贡献。我们假设低温极限 βEF ≫ 1，并且外场频率 ω ≪ EF，这

时主要的响应来自于费米面附近的粒子。因此，我们将系统中电子的动量在费米面附近展开 k = (kF + δk)n̂，其

中 n̂为标志动量方向的单位矢量。这样，对动量的积分转变为

∫
dk

(2π)3
=

∫
dΩn̂

∫
(kF + δk)2dk

(2π)3
≈
∫
dΩn̂

∫ ∞

−∞

k2F dδk

(2π)3
. (3.61)

这里 dΩn̂ 代表对 n̂ 方位角的积分，我们将态密度在费米面附近进行展开，并把对 δk 的积分延伸到 −∞ 到 ∞。

在这一近似下，GJxJx(0, ωn) 可以表达成

δGJxJx(0, ωn) = − k4F
6π2β

∑
m

∫ ∞

−∞
dδk

1

−iωm + kF δk − isgn(ωm)Γ/2

1

−iωm − iωn + kF δk − isgn(ωm + ωn)Γ/2
.

(3.62)

在这一展开中，我们忽略了远离费米面的贡献——这些贡献会（近似的）给出一个常数部分。好在常数部分的贡

献我们已经在上面的计算中确定了，因此我们这里只关注于 ω 的依赖。在上式中，对 δk 的积分可以用留数定理

计算。被积式包含两个极点，分别在 kF δk = iωm + isgn(ωm)Γ/2 和 kF δk = iωm + iωn + isgn(ωm + ωn)Γ/2。如

果这两个极点都在实轴的同一边（假设都在上半平面），我们可以将积分改写成一个围绕下半平面的围道积分，

留数定理保证结果为 0；直接计算也可以得到相同的结果。因此，不为零的贡献要求两个极点分别在实轴两侧：

ωm > 0, ωn + ωm < 0, or ωm < 0, ωn + ωm > 0. (3.63)
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3.4 电导率的理论计算

为了最终得到推迟格林函数，我们假设 ωn > 0。结果给出

δGJxJx(0, ωn) = −n
β

∑
m

θ(−ωm)θ(ωn + ωm)
2πi

iωn + iΓ
= −n

β

ωn
2π/β

2πi

iωn + iΓ
= −n iωn

iωn + iΓ
(3.64)

这里我们用到了求和中正好有 ωn/(2π/β) 项不为零。最后，我们做解析延拓 iωn → ω，结果得到

σ(ω) =
1

iω

⟨Ĵx(r, t)⟩
Ax(t)

=
1

iω
(−n) ω

ω + iΓ
=

n

−iω + Γ
. (3.65)

这正是电导率的 Drude 公式。

然而，如果我们更加认真的进行思考，就会发现这个推导中的一个小问题：在准经典方程中，τ−1 对应的其

实是动量耗散的速率；然而，在我们刚刚利用格林函数完成的推导中，τ 对应着电子自身的寿命。事实上，这两

种时间尺度是不同的，都可以利用玻尔兹曼方程进行估计。那么这两个计算哪个更加准确呢？有趣的是，其实

玻尔兹曼方程 + 准经典图像其实更加准确。如果我们不简单假设费米子满足 Wick 定理，而是包含更多相互作用

的修正项，就可以在路径积分方法中得到和准经典图像相同、乃至超越准经典图像的结果。而如何在量子多体

系统中系统性的计入相互作用的修正正是我们下一章的主题。
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第 4章 微扰论与费曼图

内容提要

h 费曼图与费曼规则

h Replica技巧

h Schwinger-Dyson方程

h ϕ4 理论

h 正规化与重整化

h 相互作用费米子

4.1 近高斯积分的微扰论

在明确了要研究的量就是虚时间的配分函数和格林函数之后，我们就来介绍如何在弱相互作用系统里进行

微扰计算。回忆起相互作用系统在虚时间路径积分中可以写作

Z =

∫
Dψ̄Dψ exp

(
−S

[
ψ̄, ψ

])
, S =

∫ β

0

dτ

[∫
dx ψ̄∂τψ +H[ψ̄, ψ]

]
. (4.1)

其中 H[ψ, ψ̄] 的形式为

H[ψ, ψ̄] =

∫
dx ψ̄(x, τ)

(
p̂2

2
+ V (x)− µ

)
ψ(x, τ) +

1

2

∫
dxdy U(x− y)ψ̄(x, τ)ψ̄(y, τ)ψ(y, τ)ψ(x, τ). (4.2)

我们记得，对于无相互作用体系 U(x) = 0，这正好是一个高斯积分，所有关联函数都可以通过 Wick 定理进行计

算。然而，一旦 U(x) ̸= 0，对 ψ 场的积分就不再是高斯的，一般来说无法严格计算。这种时候，第一个想到的

办法就是考虑对相互作用的微扰论。正如前文所说，路径积分的一个优势就是给计算微扰论提供了一个系统性

方法——这就是这一章要介绍的内容。在这一节中，我们先考虑最简单的例子，即具有近似高斯形式的定积分

的微扰论计算。

4.1.1 单变量积分

作为最简单的例子，我们先来考虑定积分

Z =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dx e−

x2

2 − g
4!x

4

=

√
3

2πg
e

3
4gK 1

4

(
3

4g

)
. (4.3)

这里，我们已经在等式右边给出了积分的严格结果，其中Kn(x) 是第二类 Bessel 函数。我们下一小节将会看到

为什么这里要引入 4! 的系数。现在，我们尝试用微扰方法对 Z 进行计算，并与严格结果相对照。我们直接将

e−gx
4/4! 对 g 进行泰勒展开，其 n阶贡献记作

Zn =
1

n!

(
− g

4!

)n 1√
2π

∫ ∞

−∞
dx x4ne−

x2

2 ≡ 1

n!

(
− g

4!

)n
⟨x4n⟩0. (4.4)

这里，⟨x4n⟩0 正好对应于单变量高斯积分下的 4n 点关联函数。Wick 定理表明结果等于将所有 x 变量两两配对

时不同配对方式的个数。我们可以先关注于第一个 x，选择和它配对的 x一共有 4n− 1 个选项；在确定这一对

之后，剩余的部分对应于 ⟨x4n−2⟩。因此，我们得到 ⟨x4n⟩0 = (4n− 1)⟨x4n−2⟩0 = (4n− 1)(4n− 3)...。这一间距



4.1 近高斯积分的微扰论

为 2 的连乘通常记做 (4n− 1)!!。带入到 Zn 之中，我们就得到

Z =
∑
n

Zn =
∑
n

(4n− 1)!!

n!

(
− g

4!

)n
. (4.5)

可以验证，这与(4.3)中的严格结果在 g = 0 附近的展开一致。

如果我们仔细观察 Zn，就会发现级数并不收敛。利用 Stirling 公式 n! ≈ (n/e)n，我们可以估计

|Zn| =
(4n− 1)!

n!(4n− 2)!!

( g
24

)n
=

(4n− 1)!

n!(2n− 1)!22n−1

( g
24

)n
≈

[(
4n

e

)4
e

4n

( e

2n

)2 g

24

]n
=

(
2gn

3e

)n
. (4.6)

对于任意非零的 g，结果都在 n→ ∞ 时按照 n! 发散。这样的发散级数在量子体系的微扰中是很常见的，即使是

本科量子力学课程中的微扰论，一般也不是收敛的。即便如此，我们看到这个级数还是可以被“求和”成(4.3)式中

的第二类 Bessel 函数。为了理解这里如何定义发散级数的和，我们可以把刚刚的推导反过来看：假设我们首先

有一个发散级数 Zn，我们可以选择一个辅助分布 f(x) 和对应的 n阶矩 µn =
∫
dx xnf(x)，使得

Z(x) =
∑
n

Zn
µn

xn, (4.7)

收敛。这样，我们就可以把级数的和定义为 Z =
∫
dx f(x)Z(x)。这是对发散级数进行重求和的一个标准方法。

然而，上述的重求和需要我们对于任意 n 计算出 Zn 的表达式，在更复杂的积分中，这是不现实的，我们往往

只能得到 n很小的前几阶结果。出乎意料的是，即使级数不收敛，只保留前几阶的计算仍然能给出不错的近似。

这是因为 ∣∣∣∣∣Z −
Λ∑
n=0

Zn

∣∣∣∣∣ ≤ 1√
2π

∫ ∞

−∞
dx e−

x2

2

∣∣∣∣∣e− g
4!x

4

−
Λ∑
n=0

1

n!

(
−gx

4

4!

)n∣∣∣∣∣ ≤ |ZΛ+1|. (4.8)

这里我们用到了
∣∣∣e− g

4!x
4 −

∑Λ
n=0

1
n!

(
− gx4

4!

)n∣∣∣ ≤ 1
(Λ+1)!

(
gx4

4!

)Λ+1

。可以发现，对于不是那么小的 g = 0.5，计算

到 Λ = 1 阶剩余的误差已经只有 2%。

4.1.2 多变量积分

接下来，我们考虑一个更复杂的多变量积分

Z = Z0
−1

∫ ∏
i

dxi exp

−1

2

∑
ij

xi(G
−1
0 )ijxj −

g

4!

∑
i

x4i

 . (4.9)

这里，我们引入了归一化因子 Z0 使得积分在 g = 0 时为 1。这个复杂积分无法严格求解，我们来尝试用微扰论

将积分计算到 O(g2)。首先，在 g1，我们得到

Z1 = − g

4!

∑
i

⟨x4i ⟩0 = − g

4!
× 3×

∑
i

⟨x2i ⟩2 = −g
8

∑
i

G2
0,ii. (4.10)

这里,⟨...⟩0 对应在高斯分布 Z0
−1e−

1
2

∑
ij xi(G

−1)ijxj 下的期望值。这里，我们再次使用了 Wick 定理。类似于上一

小节，不同缩并的方式给出因子 3；同时两点关联函数 ⟨xixj⟩0 = G0,ij。
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4.1 近高斯积分的微扰论

为了让微扰计算更加直观，我们常常把上面这样的计算用图示的方式表达出来，即费曼图 (Feynman diagram)。

我们将期望值内每个变量 xi 表示成一个点，把每个缩并的两点函数 G0,ij 表示成一根线。例如，

⟨xixj⟩0⟨xkxl⟩0 =

j

l

i

k

= G0,ijG0,kl. (4.11)

这里，由于 G0,ij = G0,ji 是对称矩阵，我们不需要记录每根线的方向。人们常常形象的将一根连接 xi 和 xj 的

线解释成有一个“粒子”从 i 点跑到了 j 点，因此两点（格林）函数 G0,ij 也被称为传播子（propagator）。对于泰

勒展开给出的 − g
4!x

4
i，则会包含 4 个 xi 变量，可以连出四根传播子。我们将其表示成

−
∑
i

g

4!
x4i →

i
(4.12)

这样多个线交于一点的图都对应于积分的非高斯部分，也就是相互作用部分，被称为顶角（vertex）。利用这一

图示，Z1 的计算就对应于一个顶角在高斯积分下的期望值——我们只需要把从顶角延伸出的四条线利用传播子

两两相连，就能给出最后的结果

Z1 =
i

+ i + i = − g

4!
× 3×

∑
i

G2
0,ii = −g

8

∑
i

G2
0,ii (4.13)

这里，我们认为顶角对应系数 g/4!，而三种图贡献了因子 3。在图中所有指标 i自动求和。

然而，容易发现如果我们这样计算，和(4.10)相比并没有带来什么简化。在一般的费曼图计算中，人们常常

使用的是另一种思路：我们认为从同一个顶角中伸出的不同的线是等价的。因此，我们只需要找出所有拓扑不

等价的费曼图。在这一视角下，上式中三个图其实都是等价的——形象地说，我们可以把它们看成三维空间中

的绳结，在保持连接点不变的前提下可以通过连续形变相互转变——我们只取第一个图作为他们的代表。那么，

在这一视角下如何得到系数 g/8 呢？为了理解如何正确的得到费曼图的系数，我们先来考虑

− g

4!

∑
i

⟨x1x2x3x4x4i ⟩0,fc = −g
∑
i

G0,1iG0,2iG0,3iG0,4i =
i

1

2

3

4

(4.14)

这里 fc 代表全连通部分，即代表 (x1, x2, x3, x4) 的四个点全都经由传播子连接在了一起的部分；这里我们考

虑的图不包含任何闭合的圈，被称为树图。我们看到，在这个计算中所有常数因子都消掉了，这是因为每个

(x1, x2, x3, x4) 变量都是不同的，当我们把顶角和他们连接时，顶角上 xi 的选取给出了排列数 4!，和分母相消。

我们把这样所有跟顶角连线处不等价的情况选为标准，将顶角对应的系数定义成

= −g. (4.15)

这时，所有额外的数值因子都是来自于有些等价的 x 变量和同一顶角发生了连接。这样的等价性可以从费曼图

的对称性看出，导致最后的结果需要除以一个整数因子 S——S 被称为对称性因子。对于(4.16)中的第一个图，对

称性包含左边两根线的交换对称性、右边两根线的交换对称性、以及左右整体的交换对称性。每个交换对应一
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4.1 近高斯积分的微扰论

个因子 2，因此我们就得到了

Z1 = = −g
8

∑
i

G2
0,ii. (4.16)

可以看到，现在我们就通过把不同缩并方式整合在一起的方法简化了这个计算。

接下来，让我们进一步计算 Z2。这时，我们将指数上 g 的部分展开到二阶，对应 1
2!

g2

(4!)2x
4
ix

4
j，其中 2! 来自

于指数函数的泰勒展开。在费曼图上，这对应存在两个完全相同的顶角。类似之前的讨论，如果和两个顶角缩并

的点没有任何对称性，我们就会得到因子 2!× (4!)2。因此，我们也可以忽略指数函数泰勒展开带来的阶乘，这

一点对于更高阶计算也是成立的。通过对两个顶角进行连线游戏，我们就得到三种不等价的图，结果为

Z2 = + +

=
1

2
Z2

1 +
g2

24

∑
ij

G0,iiG0,jjG
2
0,ij +

g2

2× 4!

∑
ij

G4
0,ij

=
1

2
Z2

1 +
g2

16

∑
ij

G0,iiG0,jjG
2
0,ij +

g2

48

∑
ij

G4
0,ij .

(4.17)

在第一个图中两个顶角并没有相连，即非连通，结果正好正比于 Z2
1；其它两个图则对应于全连通图。

� 练习 4.1对称性因子巩固 1 在场论计算中，给出正确的对称性因子是非常重要的一步，需要多多练习。

1. 请检验(4.17)式中每个图的系数，解释每个对称性因子的来源。

2. 请用类似(4.10)式中直接对算式进行缩并的方法对结果进行验证。

在多体系统中，我们最终关心的物理量其实是自由能或巨热力势，对应于 lnZ。如果将对积分 Z 的展开转

变为对 lnZ 的展开，我们就会发现

lnZ = ln
(
1 + Z1 + Z2 +O(g3)

)
= Z1 +

(
Z2 −

1

2
Z2

1

)
+O(g3). (4.18)

值得注意，组合
(
Z2 − 1

2Z
2
1

)
正好把Z2 中第一个非连通图的贡献减掉了，只保留了连通图的贡献。可以证明，这

个事实对更高阶的贡献也是成立的，因此

lnZ = ln
(∑

n

Zn
)
=
∑
n

Zn,c, (4.19)

实际计算中，方便起见我们往往直接计算连通部分 Zn,c。

� 练习 4.2连通集团（linked cluster）定理 在这个练习中我们尝试证明上面给出的结论，即 lnZ 的展开中只包含

连通图的贡献。这里，我们利用的技巧被称为 Replica 技巧，常常被应用于无序系统或者熵的计算。
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4.1 近高斯积分的微扰论

1. 请证明，我们可以把 lnZ 表达成 lnZ = limR→0
ZR−1
R ，其中

ZR = Z0
−R
∫ ∏

i,n

dxni exp

−1

2

∑
ij,n

xni (G
−1
0 )ijx

n
j − g

4!

∑
i,n

(xni )
4

 . (4.20)

这里，类似于 Matsubara 频率的解析延拓，我们先对于所有自然数 R计算 ZR，然后解析延拓到 R→ 0。

2. 请说明：如果对 ZR 进行微扰计算，只有连通图的贡献正比于 R，其余图对应于 R 的高次项。因此，在

R→ 0 极限下 lnZ 只由连通图给出。

4.1.3 两点函数修正

我们接下来考虑关联函数的计算。由于分布函数在 xi → −xi 下不变，所有 xi 的奇数阶关联函数都为 0。因

此，我们首先考虑两点函数 Gij = ⟨xixj⟩。其中，不加下标 0 的期望值定义包含着非高斯项 g
4!

∑
i x

4
i：

Gij =
1

ZZ0

∫ ∏
k

dxk xixj exp

(
−1

2

∑
kl

xk(G
−1
0 )klxl −

g

4!

∑
k

x4k

)
. (4.21)

在无相互作用极限 g = 0，我们有 Gij = G0,ij。

我们考虑对Gij 的微扰计算。值得注意的是，分母的 Z 中也包含 g，因此也需要进行展开。事实上，计入分

母展开贡献正好对应于要求所有顶角与 (xi, xj) 相连通。例如，保留到一阶，我们有

Gij = ⟨xixj⟩0 −
g

4!

∑
k

(
⟨xixjx4k⟩0 − ⟨xixj⟩0⟨x4k⟩0

)
= ⟨xixj⟩0 −

g

4!

∑
k

⟨xixjx4k⟩0,c. (4.22)

事实上，这是连通集团定理的直接推论：我们可以在分布函数 e−
1
2

∑
kl xk(G

−1
0 )klxl− g

4!

∑
k x

4
k 的指数上引入 Jixi 的

源项，将对应的积分定义为 Z[J ]。这样，Gij 就对应于 lnZ 的二阶导数。由于 lnZ[J ] 只包含连通图，Gij 中就

也只包含连通图。

下面，我们来具体计算 Gij。在 O(g) 阶，只存在一个连通图：

G1,ij =
k

i j = −g
2

∑
k

G0,ikG0,kkG0,kj . (4.23)

这里，2 来自于中间连成圈的两根线间的交换对称性。值得注意的是，这里我们并不认为 ik 连线和 jk 连线有对

称性——他们来自于顶角和外加变量 (xi, xj) 的缩并，而外加变量应该被认为是不同的（即使 i = j 也一样）。我

们进一步考虑 O(g2) 的贡献，这时存在三个不同的图：

G2,ij =
k

i
l

j +
m

k
i j

+
k

i
l

j

=
g2

4

∑
kl

G0,ikG0,kkG0,klG0,llG0,lj +
g2

4

∑
km

G0,ikG
2
0,mkG0,mmG0,kj +

g2

6

∑
kl

G0,ikG
3
0,klG0,lj .

(4.24)
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4.1 近高斯积分的微扰论

� 练习 4.3对称性因子巩固 2 请验证并说明(4.24)式中所有对称性因子来源。

我们看到，类似 Z 的计算，在第二阶的图中第一项和一阶计算中的图非常类似。然而，他们都是连通图，都

会贡献到 Gij 之中。事实上，可以想像在计算任意阶时，都存在一个图，它来自于将 G1,ij 重复 n次：

...

i j
(4.25)

类似的，我们可以将G2,ij 中后两个图不断重复，得到一系列高阶的图。我们将形如G1,ij 或者G2,ij 中后两个图

的，更“基础”的图求和起来，记做

Σ
k

i
l

j =
∑
kl

G0,ikΣklG0,lj , Σ = + + + O(g3) (4.26)

Σ 被称为格林函数的自能。其中包含的图不能通过剪断一个格林函数被分为两个不连通的部分，这一性质被称

为单粒子不可约（one-particle irreducible），有时被记做 1PI。自能包含两个指标，上述费曼图等式可以写作表达

式：

Σkl = −g
2
G0,kkδkl +

g2

4

∑
m

G2
0,mkG0,mmδkl +

g2

6
G3

0,kl +O(g3). (4.27)

系统修正后的格林函数 Gij 可以包含任意个自能 Σ。用双线代表真实的格林函数，则有

i j = i j + Σi j + Σ Σi j + ...

= i j + Σi j

(4.28)

将格林函数和自能都表示为矩阵，我们就得到

G = G0 +G ·Σ ·G0, → G = (G−1
0 −Σ)−1. (4.29)

这一自能和格林函数间的关系被称为 Schwinger-Dyson 方程。我们发现，即使我们对于 Σ 只算到 g2 阶，在格林

函数 G中仍然会包含任意高阶的部分贡献。对于费米子系统，频率空间中格林函数 G−1
0 = −iωnI +H，因此，

在修正后的格林函数中 Σ 直接和 H 直接组合在一起，这正是它被称为自能的原因。

4.1.4 顶角修正

最后，我们考虑四点函数 ⟨x1x2x3x4⟩ 的计算。对于无相互作用极限，我们有

⟨x1x2x3x4⟩0 = G0,12G0,34 +G0,13G0,24 +G0,14G0,23. (4.30)

加上相互作用之后，关联函数的修正仍然对应连通图。需要注意的是，这里连通只要求相互作用和 (x1, x2, x3, x4)

中至少一个连接，而非所有点都要连接在一起（即(4.14)中所谓的全联通）。容易看出，非全连通的图正好对应于
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4.2 最简单的相互作用场论：ϕ4 理论

将(4.30)中无相互作用格林函数G0,ij 改成修正后的Gij。因此，我们只需要额外计算全联通的部分。我们引入修

正后的顶角 Γ

⟨x1x2x3x4⟩fc = Γ

1

2

3

4

i

j

k

l

= G1iG2jG3kG4lΓijkl (4.31)

保留到 g 的一阶，Γ 就是原始的相互作用顶角，对应 Γ1,ijkl = −gδijδjkδkl。在下一阶，我们则需要用两个顶角

和四根不等价的外线相连接，结果包含三个不同的图

Γ2,ijkl = Γ

i

j

k

l

= + +

=
g2

2

(
δijδklG

2
0,ik + δikδjlG

2
0,ij + δilδjkG

2
0,ij

)
.

(4.32)

这里三个图的区别对应哪两个变量先连接到一个顶角，这些不同的过程被称为不同的通道（channel）。在高能物

理中，顶角函数正比于粒子间的散射振幅：Γ 可以被解释成一个 xi 粒子和一个 xj 粒子散射，产生了一个 xk 粒

子和 xl 粒子。

4.2 最简单的相互作用场论：ϕ4理论

我们可以通过取连续极限，把多变量积分转换成最简单的虚时间量子场论。我们假设指标 i对应 (x, τ)，将

变量 xi 对应到场 ϕ(x, τ)，并考虑自由玻色子格林函数

G−1
0,ij → δ(x1 − x2)δ(τ1 − τ2)(−∂2τ2 −∇2

x2
+ r), (4.33)

我们假设这里 r > 0。这样，(4.9)就转化成了路径积分

Z =

∫
Dϕ(x, τ) exp

(
−
∫
dxdτ

[
1

2
(∂τϕ)

2 +
1

2
(∇ϕ)2 + r

2
ϕ2 +

g

4!
ϕ4
])

. (4.34)

在 g = 0 时，如果我们进行代换 τ = it，实时间的拉氏量密度正好写作 1
2 [(∂tϕ)

2 − (∇ϕ)2 − rϕ2]，对应的运动方

程是 (∂2t −∇2 + r)ϕ = 0——这一方程被称为 Klein-Gordan 方程，描述了相对论性的自由标量玻色子（这里标量

指的是场 ϕ不携带任何时空指标，因此不带有自旋），其质量为m =
√
r > 0。因此，这一系统存在能隙。

我们很容易将之前的计算都转化成 ϕ4 理论的结果。以两点函数为例，(4.34)系统存在平移对称性，因此

G0,i1i2 → G0(x1, τ1;x2, τ2) = G0(x12, τ12). (4.35)

其中，G0(x12, τ12) 可以表示成

G0(x, τ) = ⟨x, τ | 1

−∂2τ −∇2 + r
|0, 0⟩ = 1

β

∑
n

∫
dk

(2π)D
eik·x−iωτ

1

ω2
n + k2 + r︸ ︷︷ ︸
G0(k,ωn)

. (4.36)
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4.2 最简单的相互作用场论：ϕ4 理论

利用这一代换，我们得到

G1(x, τ) =
x′, τ ′

x, τ 0, 0 = −g
2

∫
dτ ′dx′G0(x− x′, τ − τ ′)G0(x

′, τ ′)G0(0, 0). (4.37)

然而，对照(4.36)容易发现，其中 G0(0, 0) 在三维其实在 k → ∞ 发散的。为了理解如何处理这种发散，我们先

来思考形如(4.34)这样的理论是如何出现的。

4.2.1 场论的正规化

ϕ4 理论作为最简单的场论模型，广泛的出现在各种物理问题之中。例如，我们可以构造类似2.2.2小节的谐

振子晶格模型：在一个D 维晶格中，考虑每个格点存在一个量子振子，其广义坐标对应 ϕ̂x。系统整体的哈密顿

量写作

Ĥ =
∑
x

(
p2x
2

+
1

2
ω2ϕ̂2x +

g

4!
ϕ̂4x

)
+
∑
⟨x,y⟩

1

2
ω′2(ϕ̂x − ϕ̂y)

2. (4.38)

这里，我们假设每个振子对应的势能包括简谐部分 1
2ω

2ϕ̂2x 及非简谐修正 g
4! ϕ̂

4
x。哈密顿量最后一项描述了不同振

子间的耦合。对哈密顿量 Ĥ 重复路径积分的推导，我们就得到

Z =

∫ ∏
x

dϕx exp

−
∫
dτ
∑
x

(
1

2
(∂τϕx)

2 +
1

2
ω2ϕ2x +

g

4!
ϕ4x

)
+
∑
⟨x,y⟩

1

2
ω′2(ϕx − ϕy)

2

 (4.39)

在这一模型中，空间仍然是离散的。容易发现，如果我们取连续极限，就得到了 ϕ4 理论。需要特别指出的是，在

取连续极限前，格林函数 G0(x, τ) 可以写作

G0(x, τ) =
1

β

∑
n

∫
k∈B.Z.

dk

(2π)D
eik·x−iωτ

1

ω2
n + 2ω′2(1− cos(ka)) + ω2

. (4.40)

这里，a是晶格长度。我们看到对动量的积分限制在了第一布里渊区，因此不会出现任何发散。我们可以把量子

振子的格点模型叫做 ϕ4 理论的一个紫外完备（UV-complete）版本。在连续极限下 a→ 0，导致我们进行了泰勒

展开 1− cos(ka) = k2a2/2。然而，这一展开只对于 k ≪ 1/a才是成立的，我们不应该真的认为表达式(4.36)适用

于任意大动量 k，ϕ4 理论是一个低能有效场论。因此，在计算有效场论模型时，我们应该对动量取截断 |k| < Λ。

对于从微观晶格模型得到的参数 r = ω2、g，我们应该认为截断 Λ ≈ 1/a。

这种利用某种技巧将发散积分转变成有限值的做法在场论中被称为正规化（regularization）。比起动量截断，

高能物理中更常使用的是维数正规化——将积分的积分维度 D 进行解析延拓，在实际的整数值附近展开，从而

得到有限的结果。这一方法特别适用于处理规范理论，我们这里不再更多讨论。值得指出的是，人们的希望是

不同的正规化方案能给出同样的物理结果，然而数学上这并没有什么保障——我们不如把正规化方法当成理论

定义的一部分。

� 练习 4.4 Ising模型与 ϕ4理论 在这个练习中，我们将会看到统计物理的 Ising 模型也可以近似成 ϕ4 理论。铁磁
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4.2 最简单的相互作用场论：ϕ4 理论

Ising 模型的配分函数是

Z =
∏
x

∑
σx=±1

e
∑

⟨x,y⟩ βJσxσy ∝
∫ ∏

x

[
dσx δ(σ

2
x − 1)

]
e
∑

⟨x,y⟩ βJσxσy . (4.41)

这里 x 是一个 D + 1 维度晶格。在 Ising 模型中，δ 函数要求 σ 的取值只能是 ±1。我们用一个场论中常见的技

巧，那就是把取值的硬性要求转变成能量的约束 δ(σ2
x − 1) → e−

g
4! (σ

2
x−1)2。请验证在这一近似后，再取连续极限

下就得到了 ϕ4 理论（这里，τ 对应某个空间方向）。请确定 ϕ4 理论中各个参数与微观参数的关系。由于 D + 1

维的经典 Ising 模型与 D 维量子 Ising 模型对应，我们也就知道了 ϕ4 理论也可以描述量子 Ising 模型。

当然，需要指出的是，场论模型更多时候也不是从微观模型“推导”得到的，而是基于对称性分析从直接写出

——ϕ4 理论具有 ϕ → −ϕ的 Z2 对称性，并且包含着在对称性要求下能写出的最简单的相互作用 ϕ4，因此描述

了各种具有 Z2 对称性的系统在相变附近的低能普适性质，包括 Ising 模型。而想要完全理解我们为什么可以只

保留最简单的相互作用项则需要用到重整化群的知识，将在课程最后介绍。

4.2.2 场论的重整化

知道了如何处理发散，我们就可以继续进行计算。简单起见，我们关注于 β = ∞ 的零温极限。这时，频率

也变成连续的，我们不再需要区分时间方向和空间方向，我们将它们统一记做一个 d = D+1 维的矢量 x。对于

d = 4，我们得到

G0(0) =

∫
k<Λ

dk

(2π)d
1

k2 + r
=

Ωd
(2π)d

∫
kd−1

k2 + r
dk =

Ωd
(2π)d

(
Λ2

2
+
r

2
ln

r

Λ2

)
+O(Λ−2). (4.42)

这里 Ωd = 2πd/2/Γ(d/2) 是 d维立体角。

为了更好的理解 G1 对格林函数的修正，我们可以将费曼图的计算变换到动量/频率空间：这时，每根传播

子都有确定的动量 k。每个顶角处的
∫
dx 则保证了连接到统一顶角的粒子满足动量守恒。以 G1 为例，结果为

G1(k) =
q

k k

= −g
2
G0(k)

2

∫
dq

(2π)d
G0(q) = −g

2

Ωd
(2π)d

(
Λ2

2
+
r

2
ln

r

Λ2

)
G0(k)

2. (4.43)

在这里，任意的动量 q 都满足动量守恒，因此要对它进行积分
∫

dq
(2π)d

；对于更一般的费曼图，自由动量的个数

等价于图的圈数，每个自由动量都应该被独立的积分。值得指出，虽然我们为了表明动量的方向标注了箭头，ϕ4

理论仍然对应实标量场，在计算对称性因子时不应考虑箭头的方向。

G1(k) 的结果可以对应到 Σ1(k) = − g
2

Ωd

(2π)d

(
Λ2

2 + r
2 ln

r
Λ2

)
。利用 Schwinger-Dyson 方程，我们就得到

G(k)SD,1 =
1

k2 + r − Σ(k)
=

1

k2 + r + g
2

Ωd

(2π)d

(
Λ2

2 + r
2 ln

r
Λ2

) . (4.44)

容易看出，Σ1(k) 修正就是直接改变了 r。如果我们重新定义 r′ = r + g
2

Ωd

(2π)d

(
Λ2

2 + r
2 ln

r
Λ2

)
，就可以把这一修

正，尤其是对截断 Λ 的依赖，吸收到参数 r 的定义之中——这样把截断的信息藏在场论原始参数中的过程被称

为重整化（renormalization）。如果一个理论中所有可观测量都可以利用这一方法消除截断依赖，这个理论就被称

为可重整的。如果一个理论可重整，这就说明 Λ 其实是冗余的参数，因为它的依赖总可以被吸收到其他参量中；
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4.2 最简单的相互作用场论：ϕ4 理论

另一方面，从微观格点模型的角度来看，一个理论不可重整，无非也就是要保留物理量对参数 Λ 的依赖，也并

没有太大问题。

接下来，让我们尝试将 Σ2(k) 表示出来。在动量空间，我们有

Σ2(k) =
q2

q1 q1

+

q1

q2

k − q1 − q2

=

∫
dq1dq2

(2π)2d

[
g2

4
G0(q1)

2G0(q2) +
g2

6
G0(q1)G0(q2)G0(k− q1 − q2)

]
.

(4.45)

这里的积分就更加复杂。我们不再给出积分的严格结果，而是重点讨论可能的发散项。我们可以将结果对 k 进

行泰勒展开：

Σ2(k) =Σ2(0) + #g2
∫
dq1dq2

(2π)2d
1

q21 + r

1

q22 + r

1

[(q1 + q2)2 + r]2
k2

+#g2
∫
dq1dq2

(2π)2d
1

q21 + r

1

q22 + r

1

[(q1 + q2)2 + r]3
k4 +O(k6).

(4.46)

其中，Σ2(0) 的部分即使发散也可以被 r 吸收。如果我们考虑 d = 4，正比于 k2 的项被积函数正比于 [k]−8，而

积分也正好为 [k]8。因此我们预期会出现 lnΛ 发散；对于更高阶的 k4，被积函数正比于 [k]−10，因此我们预期

积分收敛。这样我们就得到

G(k)SD,2 =
1

(1 + #g2 ln Λ2

r )k2 + (r − Σ(0))− Σfinite
2 (k) +O(g3)

. (4.47)

事实上，k2 系数的发散暗示的是我们在作用量中引入的场 ϕ(x) 本身定义就不是有限的。事实上，在路径积分

中，我们可以任意对场强定义改变一个因子 ϕ→
√
Zϕ，这样格林函数就同样减小了一个因子 Z−1。我们可以选

取 Z = 1−#g2 ln Λ2

r ，使得

G(k)SD,2 ≈ 1

k2 + (r − Σ(0))− Σfinite
2 (k) +O(g3)

. (4.48)

这样重新定义被积场使得动能项 k2 系数有限的操作被称为场强重整化。

从这个计算中，我们可以归纳出如何预测可能出现的发散项。我们知道自能 Σ 有 [k]2 的量纲，这一特性在

任意高阶计算中都应该成立。对于一个耦合参量 g，假设它的量纲是 [k]a，在 gn 阶，除了 gn 因子之外的部分应

该贡献出 [k]2−an。如果 2− an > 0，这就说明在 Λ → ∞ 的极限下可能出现 Λ2−an,Λ2−an−2k2,Λ2−an−4k4...的

系列发散。如果 a ≥ 0，我们知道发散最多出现在前两阶，有希望用 r 的重整化和场强重整化吸收。然而如果

a < 0，在越高阶则会出现越高的发散，场论肯定不可重整——这一讨论适用于任意场论模型。在我们 ϕ4 理论

中，ϕ(x) 场对应维度为 [k](d−2)/2，导致 g 的维度为 [k]4−d，因此可重整要求 d ≤ 4。之后，我们还将从重整化群

的角度重新理解这一问题，我们会发现，量纲为负的不可重整的相互作用项在低能下不会贡献，因此我们可以

从最开始就不写出它们。

最后，让我们考虑 ϕ4 理论中顶角函数的计算。由于动量守恒，动量空间中的顶角函数由三个动量标记。例

如，对于 Γ1，我们有

Γ1(k1,k2,k3) =

k1

k2

k3

k4

= −g. (4.49)
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4.3 相互作用电子气

其中 k4 = k1 + k2 − k3。类似的，我们可以计算它的一圈图修正，由 Γ2 给出：

Γ2(k1,k2,k3) = Γ

k1

k2

k3

k4

= + +

=
g2

2

(∫
dq

(2π)d
G0(q)G0(k1 + k2 − q) + permutations

)
.

(4.50)

简单起见，我们关注于 k1 = k2 = k3 = k 且 d = 4 的特例。这时，我们可以得到

Γ2(k,k,k) =
g2

2

∫
dq

(2π)d

[
1

q2 + r

1

(2k− q)2 + r
+

2

(q2 + r)2

]
=
g2

2

∫ 1

0

dx

∫
dq

(2π)d

[
1

[x(2k− q)2 + (1− x)q2 + r]2
+

2

(q2 + r)2

]
=
g2

4

Ωd
(2π)d

[
−1− 2

√
k2 + r

k
tanh−1

(
k√

k2 + r

)
− 3 ln

( r

Λ2

)]
.

(4.51)

这里，我们利用了高能物理中圈图计算的常见技巧 1
A1A2

=
∫ 1

0
dx 1

[xA1+(1−x)A2]2
。可以看到，这里结果出现 lnΛ

发散，可以被参数 g 吸收。

4.3 相互作用电子气

接下来，我们转而考虑相互作用电子气的微扰计算。为了方便，我们再次写出其作用量

Z =

∫
Dψ̄Dψe

−
∫
dτdx ψ̄(x,τ)

(
∂τ−∇2

2 −µ
)
ψ(x,τ)− 1

2

∫
dτ

∫
dx

∫
dyψ̄(x,τ)ψ(x,τ)U(x−y)ψ̄(y,τ)ψ(y,τ)

. (4.52)

类似之前的多变量积分，我们对四次项泰勒展开来进行微扰计算。相比之下，相互作用电子系统有下述重要区

别：1. 包含 ψ 和 ψ̄ 两种场，只有它们之间的格林函数 ⟨ψψ̄⟩ 不为 0；2. 相互作用项不完全在同一空间点；3. 所有

场为 Grassmann 变量，交换时会出现额外的因子（-1）。我们先来介绍这三点区别如何体现在费曼图之中：

1. ψ和 ψ̄需要配对缩并物理上对应着系统存在粒子数守恒：我们可以形象地认为每个 ψ̄产生了一个粒子，在

传播一段时间后被 ψ 湮灭。因此，我们在费曼图上加上箭头来标记粒子的传播方向。例如，我们将无相互

作用的两点函数表示为

G0(k, ωn) = ⟨ψ(k, ωn)ψ̄(k, ωn)⟩ = k, ωn
ψ ψ̄ =

1

−iωn + ϵk − µ
. (4.53)

2. 由于相互作用顶角包含 x 和 y 点处的场，我们将它表示成

x1, τ x2, τ = −U(x12)

k3, ωn3

k1, ωn1

k4, ωn4

k2, ωn2

= −U(k13) (4.54)

这里，波浪线代表 U(x − y)；能动量守恒要求 (k1, ωn1) + (k2, ωn2) = (k3, ωn3) + (k4, ωn4)。我们可以形

象的认为 k1 动量的电子和 k2 动量的电子发生了一次散射，交换了动量 k13，对应的概率幅是 U(k13)。值

得注意的是，在这里 x 处的场和 y 处的场之间由交换对称性，因此和不等价的算符进行缩并时贡献了额外
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4.3 相互作用电子气

的因子 2，导致顶角不包含额外系数。

我们看到波浪线表现的非常像是一个玻色子场，对应的格林函数是 U(q)。事实上，利用(2.10)，可以证明

e−
1
2

∫
ψ̄ψ(x,τ)U(x−y)ψ̄ψ(y,τ) =

∫
Dϕ e−i

∫
ψ̄ψ(x,τ)ϕ(x,τ)− 1

2

∫
ϕ(x,τ)U−1(x,y)ϕ(y,τ). (4.55)

这里，额外的常数因子都被隐藏在Dϕ的定义之中。U−1(x,y) 是 U(x,y) 作为 (x,y) 的“矩阵”的逆，而非

1/U(x,y)。这样，在动量空间 U−1(x,y) 才正好对应于 1/U(q)。这样通过引入辅助场将四个场算符的相

互作用顶角分解的做法被称为 Hubbard-Stratonovich 变换。变换后的配分函数写作

Z =

∫
Dψ̄DψDϕ e

−
∫
ψ̄(x,τ)

(
∂τ−∇2

2 −µ+iϕ(x,τ)
)
ψ(x,τ)− 1

2

∫
ϕ(x,τ)U−1(x,y)ϕ(y,τ)

. (4.56)

我们将会看到，对于有些计算变换后的形式其实更加直观。

3. 除了上述规则，我们还需要在缩并时考虑费米子交换的符号。事实上，我们很难给出一般添加负号的规则，

一般情况最好通过泰勒展开的方法进行核实。这里我们只举两个例子。例如，当我们考虑四点函数的全连

接部分，会包含两个图

k3, ωn3

k1, ωn1

k4, ωn4

k2, ωn2

+

k3, ωn3

k1, ωn1

k4, ωn4

k2, ωn2

= −
∏
i

G0(ki, ωni
)(U(k13)− U(k14)). (4.57)

这里，U(k13) 和 U(k14) 之间的相对负号来自于费米子的交换。另一方面，考虑辅助场 ϕ的自能图

q, ωm

= (−1)(i)2
1

β

∑
n

∫
dp

(2π)D
G0(p, ωn)G0(p+ q, ωn + ωm). (4.58)

这里的 (−1) 也来自于费米子交换的负号。我们看到这个费曼图中存在一个费米子构成的圈，因此这个计

算常被解释成每个费米子圈对应一个负号。事实上，这里要特别注意费米子圈中箭头的方向。只有在圈中

箭头指向连续时，对应的图才会出现 (−1) 的因子。假设存在形如 e−(∆̄ψ1ψ2+∆ψ̄2ψ̄1) 的相互作用，∆ 场的

自能图

q, ωm

=
1

β

∑
n

∫
dp

(2π)D
G0(p, ωn)G0(−p+ q,−ωn + ωm). (4.59)

则不会存在额外的因子（−1）。此外，当存在 ∆ 这种场时，有些不包含费米子圈的图也会出现额外的因子

（-1），需要特别小心。

� 练习 4.5费米子的负号 请通过对相互作用顶角进行泰勒展开直接验证上述所有图中是否存在费米子场交换导致

的负号。
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4.3 相互作用电子气

4.3.1 自由能修正

我们先来考虑相互作用对系统自由能的修正。我们在2.5节已经利用场论方法计算了无相互作用极限 U = 0

的自由能，结果为

F0 = −β−1
∑
k

ln
(
1 + eβ(µ−ϵk)

)
→ −2Nµ

5
. (β → ∞) (4.60)

4.3.1.1 直接计算

我们首先考虑相互作用的一阶修正，连线后得到下面两个图

1

βV
δ1 lnZ = +

= − 1

2β2

∑
n,n′

∫
dk′

(2π)D
dk

(2π)D

[
U(0)− U(k− k′)

]
G0(k, ωn)G0(k

′, ω′
n).

(4.61)

这里，等式左边的 1/βV 保证了自由能是广延量；U(k− k′) 的额外负号就是来自于费米子圈；对称性因子 2 分

布来自于左图的左右交换对称性和右图沿中心转动 π 角的对称性。类似2.5中对自由粒子自由能的计算，在引入

正确的正规化后可以得到

1

β

∑
n

G0(k, ωn) = −n(ϵk − µ), (4.62)

其中 n(x) = (ex + 1)−1 是费米-狄拉克分布。因此，我们得到

F1 =
V

2

∫
dk′

(2π)D
dk

(2π)D

[
U(0)− U(k− k′)

]
n(ϵk − µ)n(ϵk′ − µ). (4.63)

这就是 Hatree-Fock 近似的结果。第一项被称为 Hatree 项，其结果等于 V U(0)n2

2 ，描述了密度为 n的系统的直接

相互作用能；第二项被称为 Fock 项，描述了费米子的交换相互作用。我们看到，和 ϕ4 理论不同的是，我们这里

的相互作用电子气模型计算并不会出现发散（只要 U(k) 有足够好的性质），这是因为与在低能极限下才得到的

有效模型不同，我们这里的模型可以看出一个微观模型，本身就有良好定义的。

接下来，我们考虑计算到二阶的结果。在第二阶，其实存在 5 个不同的图。这里，我们主要关注：

1

βV
δ2 lnZ = + + + ... (4.64)

其中，

= − 1

4β3

∑
n,m1m2

∫
dkdq1dq2

(2π)3D
U(q1)U(q2)G0(k, ωn)G0(k+ q1, ωn + ωm1)

×G0(k+ q1 + q2, ωn + ωm1 + ωm2)G0(k+ q2, ωn + ωm2).

(4.65)
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=
1

4β3

∑
m,n1n2

∫
dk1dk2dq

(2π)3D
U(q)2G0(k1, ωn1

)G0(k1 + q, ωn1
+ ωm)

×G0(k2, ωn2
)G0(k2 + q, ωn2

+ ωm).

(4.66)

= − 1

2β3

∑
n1n2n3

∫
dk1dk2dk3

(2π)3D
U(0)2G0(k1, ωn1

)G0(k3, ωn3
)G0(k2, ωn2

)2. (4.67)

这里，第一个图包含费米子圈，给出一个负号（-1）；同时 C4 转动对称性给出对称性因子 4。对于第二个图，包

含两个费米子圈；有整体的转动对称性和内外圈的交换对称性，因此对称性因子也是 4；对于图三，则只有左右

交换的对称性因子 2。

我们先来比较前两个图的贡献。事实上，我们可以说明在密度较大的极限下，第二个图贡献大于第一个图。

这是由于(4.53)式表明最主要的贡献来自费米子动量 |k| ≈ kF 的区域：对于图一，这就要求 |q1| 和 |q2| 都远小

于 kF，同时动量 |k| 在费米面附近；对于图二，我们只需要 |q| 远小于 kF，而动量 |k1|、|k2| 则可以在费米面附

近独立求和。因此，图二相比图一多了一个对费米面的求和，在大动量下起主导作用。容易发现，图二的贡献可

以写成

F2,RPA = − V

4β

∑
m

∫
dq

(2π)D
U(q)2

[
1

β

∑
n

∫
dk

(2π)D
G0(k, ωn)G0(k+ q, ωn + ωm)︸ ︷︷ ︸

Π(q,ωm)

]2

= − V

4β

∑
m

∫
dq

(2π)D
U(q)2Π(q, ωm)2.

(4.68)

这里 Π(q, ωm) 其实就正比于我们曾经计算过的密度-密度关联函数的连通部分。有趣的是，我们也可以把 Fock

项表示成 F1,RPA = − V
2β

∑
m

∫
dq

(2π)D
U(q)Π(q, ωm)。事实上，在任意高阶都存在类似的贡献

Fn,RPA = ... = − V

2nβ

∑
m

∫
dq

(2π)D
[U(q)Π(q, ωm)]

n
. (4.69)

这里，对称性因子贡献了系数 1/2n，其中 n 对应 n 个费米子圈间的轮换对称性。只保留这些项的近似被称为

RPA（random phase approximation），将它们求和我们就得到

FRPA =
∑
n

Fn,RPA =
V

2β

∑
m

∫
dq

(2π)D
ln
(
1− U(q)Π(q, ωm)

)
. (4.70)

最后，我们讨论第三个图。利用引入的 Π(q, ωn)，我们可以将其表示成

F2,D =
V U(0)2n2

2
Π(0, 0) =

V U(0)n2

2
U(0)Π(0, 0). (4.71)
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事实上，类似于 RPA 近似，我们也有无穷多个类似的图

Fn,D = ... =
V U(0)n2

2
[U(0)Π(0, 0)]n. (4.72)

这里，零阶的图就是 Hatree 项。将他们全部求和起来，我们就得到修正了的 Hatree 能量

FD =
∑
n

Fn,D =
V n2

2

U(0)

1− U(0)Π(0, 0)
=
V n2

2

1

U(0)−1 −Π(0, 0)
. (4.73)

4.3.1.2 有效作用量

现在，让我们换一个新的观点来计算自由能的修正。我们现在从(4.74)出发考虑相互作用对自由能的修正。

为了方便，我们将它复制过来

Z =

∫
Dψ̄DψDϕ e

−
∫
ψ̄(x,τ)

(
∂τ−∇2

2 −µ+iϕ(x,τ)
)
ψ(x,τ)− 1

2

∫
ϕ(x,τ)U−1(x,y)ϕ(y,τ)

. (4.74)

值得注意的是，在引入 ϕ场后，作用量对于 ψ 和 ψ̄ 的依赖变成了二次的，因此可以形式化的用高斯积分公式把

费米子“积掉”，结果写作

Z =

∫
Dϕ det

[
∂τ −

∇2

2
− µ+ iϕ(x, τ)

]
e−

1
2

∫
ϕ(x,τ)U−1(x,y)ϕ(y,τ)

=

∫
Dϕ e

ln det
[
∂τ−∇2

2 −µ+iϕ
]
− 1

2

∫
ϕ(x,τ)U−1(x,y)ϕ(y,τ) ≡

∫
Dϕ e−Sϕ .

(4.75)

这样，我们就把原始的 ψ 和 ψ̄ 的路径积分改写成了只对 ϕ的路径积分，代价就是对 ϕ来说作用量 Sϕ 形式非常

复杂——我们通常把 Sϕ 称为系统的有效作用量。

当然，即使进行了这个变化，我们还是不会严格计算 ϕ 的积分——我们会算的总是高斯积分以及附近的微

扰论。那么，我们不如就把 Sϕ 也写成类似(4.52)中二次项加上高次项的形式，然后对高次项进行微扰。我们将

ln det 的项对 ϕ进行展开，得到：

δSϕ =− ln det

[
∂τ −

∇2

2
− µ+ iϕ

]
= −tr ln

[
∂τ −

∇2

2
− µ+ iϕ

]
=− tr ln

[
∂τ −

∇2

2
− µ

]
− tr ln [1 + iG0 · ϕ]

(4.76)

进行这些推导时，最方便的方式就是把算符当作矩阵，并利用矩阵关系 tr lnA = log detA，可以通过将矩阵对

角化证明。第一项正好对应无相互作用的自由能 F0，我们主要关注包含 ϕ的部分。利用 ϕ在 x, τ 空间对角的性

质，我们有

δSϕ = −tr ln [1 + iG0 · ϕ] = −itr[G0 · ϕ]−
1

2
tr[G0 · ϕ ·G0 · ϕ] + ... = −i

∫
dτdx ⟨x, τ |G0|x, τ⟩ϕ(x, τ)

− 1

2

∫
dτ1dx1dτ2dx2 ϕ(x1, τ1)⟨x1, τ1|G0|x2, τ2⟩ϕ(x2, τ2)⟨x2, τ2|G0|x1, τ1⟩+ ...

= i

∫
dτdx nϕ(x, τ)− 1

2

∫
dτ1dx1dτ2dx2 ϕ(x1, τ1)Π(x12, τ12)ϕ(x2, τ2) + ...

(4.77)

这里，我们利用了在实空间中G(x12, τ12)G(x21, τ21) = Π(x12, τ12)。事实上，我们也可以通过费曼图方法得到同
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样的结果。我们只需要在积分 ψ 时对 ψ 和 ϕ的相互作用顶点进行微扰展开，并假装 ϕ是一个时空的函数而不进

行积分。我们保留的这两个贡献则对应于

(4.78)

这些图中都包含费米子圈，因此会有额外的（-1）。在之前的推导中，这就对应于我们对 Grassman 变量积分得到

的是 det 而非 c 数高斯积分的 det−1。

将 δSϕ 的贡献和 1
2

∫
ϕ(x, τ)U−1(x,y)ϕ(y, τ) 相加，我们看到 Π 正好和 U−1 组合成了 U−1 −Π。由于 U 就

是 ϕ 场的自由格林函数，Π 正好对应于 ϕ 的自能部分；同样的结论也可以直接从费曼图中得出。物理上，这对

应着由于激发电子空穴对产生的屏蔽效应：例如，如果我们考虑库仑势，则有 U(q) = 4πe2/q2。在考虑电子空

穴对的贡献之后，修正的相互作用顶点变成

1

U(q)−1 −Π(q, ωn)
≈ 1

U(q)−1 −Π(0, 0)
=

4πe2

q2 + κ2
. (4.79)

这里，我们只保留了自能中不依赖于动量和频率的部分。κ 的具体取值其实可以在(1.44)中取 x = 0 得到。傅立

叶变换回实空间，我们发现势能从长程的 e2/r 变成了短程的 e2e−κr/r。

最后，我们利用保留到 ϕ二次方的有效作用量计算自由能的修正。利用高斯积分公式容易得到

Z = Z0

∫
Dϕ e−in

∫
ϕ− 1

2

∫
ϕ(U−1−Π)ϕ = Z0

√
det(U−1)

det(U−1 −Π)
e
−V βn2

2
1

U−1−Π . (4.80)

我们手动加入了常数
√
det(U−1) 来保证相互作用趋于 0 时结果只包含无相互作用部分 Z0；我们也可以从引入

变换(4.55)时就保留这个因子。这一结果恰恰等价于

F = F0 +
V

2β

∑
m

∫
dq

(2π)D
ln
(
1− U(q)Π(q, ωm)

)
+
V n2

2

1

U(0)−1 −Π(0, 0)
= F0 + FRPA + FD. (4.81)

这里，我们用到了

tr ln
(
U−1 −Π

)
=
∑
q

∑
n

ln
(
U−1(q)−Π(q, ωn)

)
= V

∑
n

∫
dq

(2π)D
ln
(
U−1(q)−Π(q, ωn)

)
. (4.82)

4.3.2 费米子谱修正

对于无相互作用费米子，虚时间格林函数已经在(4.53)给出。正如我们上一章介绍的，相关的实验可观测量

其实是推迟格林函数，对应虚时间格林函数的解析延拓

GR0 (k, ω) =
1

ω − ϵk + µ+ i0+
≈ 1

ω − vF δk + i0+
. (4.83)

这里，由于在多体系统中低能响应主要来自费米面附近的贡献（例如上一章计算的电导率），我们将色散 ϵk 在

费米面附近进行展开 k = kF + δk，其中 vF = kF /m为自由粒子的费米速度。
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4.3 相互作用电子气

接下来，我们考虑相互作用对费米子格林函数的修正。在相互作用的一阶，自能包含

Σ1(k, ωn) = + =
1

β

∑
n′

∫
dk′

(2π)D

[
U(0)− U(k− k′)

]
G0(k

′, ωn′)

= −
∫

dk′

(2π)D

[
U(0)− U(k− k′)

]
n(ϵk′ − µ) ≡ −δϵk.

(4.84)

对于球对称的势能 U(r)，结果是一个实数，并且不依赖于频率 ω。我们将其记做 δϵk。容易看出，我们有 δϵk =

δF1/δnk。物理上，这说明由于 Hatree-Fock 能的存在，增加一个新的粒子会由于它与周围粒子的相互作用导致

色散关系 ϵk 受到修正——修正的格林函数写作

G(k, ωn)SD,1 =
1

−iωn + ϵk + δϵk − µ
, GR(k, ω)SD,1 =

1

ω − ϵk − δϵk + µ+ i0+
=

1

ω − v∗F δk + i0+
. (4.85)

即相互作用修正了费米速度 vF。

如果我们算到更高阶，一般 Σ(k, ωn) 一般既是动量 k，也是频率 ωn 的函数。这时，推迟格林函数的结果可

以形式化写成

GR(k, ωn) =
1

ω − ϵk − ΣR(k, ω)
. (4.86)

这里，ΣR(k, ω) = −Σ(k,−iω+0+) 是推迟格林函数的自能。我们一般不需要再写出 i0+，这是由于 ΣR(k, ω) 通

常有不为零的虚部（事实上，Lehmann 表示保证其虚部小于 0）。让我们首先将 ΣR(k, ω) 的虚部和实部分离，并

在费米面附近展开。这样，我们就得到

GR(k, ω) ≈ 1

ω + µ− ϵk − Re ΣR(k, 0)− ω ∂ωRe ΣR(k, 0)− i Im ΣR(k, ω)
+ ...

≈ Z

ω − ξ̃k + i Γk/2
+ ... ≈ Z

ω − v∗F δk + i Γk/2
+ ...

(4.87)

由于我们仍然主要关系费米面附近的性质，在第一行我们将自能实部在 ω = 0 附近进行了展开，其中 ...包含的

是单粒子激发之外的贡献，如多个电子和空穴的部分，常被称为非相干（incoherent）部分。然后，我们引入了

Z =
1

1− ∂ωRe ΣR(k, 0)
, ξ̃k =

ϵk − µ+ Re ΣR(k, 0)
1− ∂ωRe ΣR(k, 0)

, Γk = − 2Im ΣR(k, ξ̃k)

1− ∂ωRe ΣR(k, 0)
(4.88)

这里，由于自能虚部只在 ω = ξ̃k 时有重要贡献，我们将 Im ΣR 中频率带成 ω = ξ̃k。我们看到在费米面 ξ̃k = 0

附近，系统推迟格林函数的行为非常类似自由费米子——有这样费米子格林函数的理论被称为费米液体理论，

其中 Z 被称为准粒子留数 (quasi-particle residue)，它描述了零温下费米子占据数在费米面处的跳变：我们可以

将(4.87)对应到虚时间格林函数 G(k, ωn)（类似(3.3)式），并计算零温下的占据数：

nk = ⟨ψ̄(k, 0+)ψ(k, 0)⟩ = −
∫ ∞

−∞

dω

2π
G(k, ω)eiω0

+

=

∫ ∞

−∞

dω

2π

[
Z

iω − ξ̃k + i Γksgn(ω)/2
+ ...

]
eiω0

+

(4.89)

这里，因子 eiω0
+

要求在将实轴积分改成围道积分式，我们应该添加的是上半平面无穷远处的大圆弧。这样，我
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4.3 相互作用电子气

们只需要计入上半平面内的极点——因此，括号内第一项只在 ξ̃k < 0 的时候才有贡献。结果就给出

nk = Z θ(−ξ̃k) + reg. (4.90)

其中，我们假设 ...的贡献在 ξ̃k = 0 附近不会出现奇异性。这一结果就表明在零温下费米液体存在类似自由费米

子的费米面。

另一方面，Γk 对应准粒子的衰变速率，其结果正比于自能的虚部——这一关系被称为光学定理（optical the-

orem），我们在量子力学课程中的散射理论里也接触过类似的关系。如果想把 Γk 计算到微扰论最低阶，我们需要

把自能函数计算到相互作用的二阶，同时可以忽略分母中的 ∂ωRe ΣR(k, 0)。这个计算我们留到练习中完成，其

结果正好对应于费米黄金规则

Γk =
1

2

∫
dk1dk2

(2π)2D
|M(k,k1;k2,k3)|22πδ(ϵk + ϵk1 − ϵk2 − ϵk3)

× [n(ϵk1 − µ)(1− n(ϵk2 − µ))(1− n(ϵk3 − µ)) + (1− n(ϵk1 − µ))n(ϵk2 − µ)n(ϵk3 − µ)] .

(4.91)

这里我们考虑的是动量为 k 的电子和 k1 动量电子散射成 k2 和 k3 电子的过程，以及这一过程的逆过程。我们引

入了散射的顶角/散射振幅 M(k,k1;k2,k3)。方括号中第一项的 n(ϵk1 − µ) 说明发生散射要求存在一个 k1 动量

的电子，同时 (1− n(ϵk2 − µ))(1− n(ϵk3 − µ)) 要求 k2 和 k3 动量上没有电子占据。类似的，方括号中第二项则

描述了产生 k 动量电子的逆过程。系数 1/2 来自于末态相空间的全同性。

在零温极限下，我们可以估计 Γk 在费米面附近的行为：考虑 ϵk − µ > 0 且很小，这时如果希望散射过程

能够发生，首先 k1 必须被占据，因此要在费米面以下；其次，k1 对应的能量不能太负，否则散射之后我们无

法产生两个在费米面以上的电子 ϵk2 和 ϵk3。因此，我们要求 ϵk − µ > |ϵk1 − µ|。这时，散射末态 ϵk2 也应当满

足 ϵk − µ > |ϵk2 − µ|。因此，我们发现在(4.91)中的所有积分都被限制在了 ϵk − µ宽的球壳中，导致积分结果正

比于 |ϵk − µ| = δk2。特别是，这就导致衰变速率在费米面上趋于 0——零温下费米液体中费米面上的准粒子激

发有无穷长的寿命！如果考虑有限温度，类似的分析就会给出在费米面上 Γk ∼ T 2。回忆起电导率的公式(3.65)，

这说明低温下费米子的相互作用会贡献之流电阻率 ρ ∝ T 2。

� 练习 4.6费米子自能的两圈图修正 请画出相互作用 U 对费米子自能 Σ(k, ωn) 二阶贡献的所有费曼图，区分哪些

图包含频率 ωn 的依赖；对于包含频率依赖的图，完成其中的 Matsubara 频率求和，证明 ΣR(k, ϵk − µ) 的虚部和

费米黄金规则给出的结果一致。
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第 5章 平均场方法

内容提要

h 鞍点近似

h 1/N展开

h 玻色子超流

h Mermin–Wagner定理

h BCS理论

h Higgs机制

h 电荷/自旋密度波

h 费米面嵌套

5.1 鞍点近似与真空值

在上一章，我们介绍了对相互作用项进行微扰展开，从而计算多体系统性质的方法。最简答的例子就是4.1.1小

节中考虑的单变量积分

Z =

∫ ∞

−∞
dx e−r

x2

2 − g
4!x

4

. (5.1)

在当时，我们假设了二次项系数 r > 0。那么，当二次项系数小于零，我们又该怎么求解呢？容易发现我们现在

不能再直接把 gx4 进行泰勒展开，否则

Zn ∝ gn
∫ ∞

−∞
dx x4ne−r

x2

2 → ∞. (5.2)

当我们对 x作展开的时候，我们默认了对积分贡献较大的部分来自于 x = 0 附近。当 r < 0，这一假设不再

正确，我们应该先研究到底应该在哪个点 x0 附近进行展开。一个粗略的估计就是考虑指数上函数的极值：

∂

∂x0

(r
2
x20 +

g

4!
x40

)
= rx+

g

6
x3 = 0. (5.3)

对于 r < 0，我们可以解出 x0,± = ±
√

−6r/g。为了计算 x 在 x0,± 附近涨落的贡献，我们引入 x = x0,± + δx，

并对 δx进行展开：

S± =
r

2
(x0,± + δx)2 +

g

4!
(x0,± + δx)4 = −3r2

2g
− rδx2 ±

√
−gr
6
δx3 +

g

24
δx4. (5.4)

因此，原始积分可以被近似成近似成在 x0,± 处贡献之和

Z ≈
∑
±

∫ ∞

−∞
dδx e−S±

∣∣∣∣∣
finite order

= 2

∫ ∞

−∞
dδx e−S+

∣∣∣∣
finite order

. (5.5)

这里，我们对于在 δx的涨落只计算到前几阶，第二个等号利用了原始积分在 x→ −x的反射对称性。在最低阶，

我们忽略所有展开后的非高斯项。对于 r = −1，g = 0.5，近似解取值为 2
√
π/|r|e3r2/2g =≈ 71.2，而严格结果

给出 78.0。我们看到，这简单的零阶近似就对 Z 给出了还不错的估计。事实上，在 g → 0 的极限下，(5.5)式会



5.1 鞍点近似与真空值

变成严格的：我们可以令 x→ x/
√
g，这样

Z =
1
√
g

∫ ∞

−∞
dx e−

1
g (r

x2

2 + 1
4!x

4). (5.6)

在 g → 0 的极限下，远离极值点的贡献受到指数压制 e−#/g，因此上述展开可以适用。

我们可以从上面的分析总结出近似求解一大类积分的方法，被称为鞍点近似（saddle point approximation）或

者最速下降法（steepest descents）。考虑一个有如下形式的积分

Z =

∫ ∞

−∞

∏
i

dxi e
−NV (xi). (5.7)

我们假设积分有足够好的收敛性质，并尝试估计结果在N → ∞ 极限下的值。在上面的例子中，1/g 便充当了这

里参数 N 的角色，大 N 极限则对应于弱相互作用极限 g → 0。类似之前的讨论，积分主要的贡献来自于 V (xi)

的极小值。我们需要求解极值方程

∂xi
V (x0,i) = 0, (5.8)

这组方程可能有多个解，我们将其记为 x
(k)
0,i，k = 1, 2, ..., n。我们进而可以计算 V (x

(k)
0,i )，从而挑选出其中真正

的最小值。就像之前的例子一样，取得最小值的解可能不止一个——具体问题中往往和原始积分的对称性有关。

但简单起见，在这里假设最小值对应对应单个解 k = 1。依照之前的讨论，我们进而引入展开 xi = x
(1)
0,i + δxi：

V (xi) = V (x
(1)
0,i ) +

1

2

∑
ij

Aijδxiδxj +
1

3!

∑
ijk

Sijkδxiδxjδxk + ... (5.9)

其中，x
(k)
0,i 处取得局域极小值保证矩阵 Aij 正定。积分 Z 就可以近似为

Z ≈
∫ ∞

−∞

∏
i

dδxi e
−N

(
V (x

(1)
0,i )+

1
2

∑
ij Aijδxiδxj+

1
3!

∑
ijk Sijkδxiδxjδxk+...

)
. (5.10)

接下来，我们就可以利用上一章介绍为微扰论方法对 lnZ 进行计算。首先，容易看出极值 V (x
(1)
0,i ) 贡献了正比

于 N 的部分 −NV (x
(1)
0,i )；依照(2.11)式，二次型的高斯积分则贡献了 N0 的部分 − 1

2 ln detA。有趣的是，如果

我们进而考虑高阶的相互作用下对 lnZ 的修正，可以证明 1/N 的展开正好等价于费曼图圈数的展开。例如，三

阶顶角 Sijk 带来的最低阶的贡献形如

∝ N2 ×
(

1

N

)3

=
1

N
= N1−L. (5.11)

这里每个传播子贡献因子 1/N，每个顶角贡献因子 N；L = 2 对应费曼图的圈数。我们可以将这一计数规则推

广到任意圈图，我们知道一个图的 N 的幂次正好等于顶角数目 V 减去传播子数目 E——这里我们不需要区分

使用的是哪个顶角，因为在(5.10)中 δx的任意阶顶角都正比于 N。为了进一步将 V −E 和 L联系起来，让我们

想象费曼图来自一个有平移对称性的量子系统的路径积分。这时，圈数 L 正好对应于被独立积分的自由动量的

数目。另一方面，我们可以先把所有传播子给定一个动量 pi，然后在每个顶角处要求动量守恒。由于整体动量

为 0，总有一个动量守恒条件是冗余的，因此有效的约束个数是 V − 1，导致自由的积分个数 L = E − (V − 1)。

这样，我们就证明了任意费曼图对 lnZ 的贡献正比于 N1−L。这一结果表明，不考虑任意相互作用的贡献就已
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5.2 玻色子的超流理论

经给出了精确到 N0 的结果。类似的，我们也可以考虑两点函数的展开：保留到 N−1 阶，我们得到

⟨xixj⟩ = ⟨(x(1)0,i + δxi)(x
(1)
0,j + δxj)⟩ ≈ x

(1)
0,ix

(1)
0,j +

1

N
(A−1)ij . (5.12)

我们这一章的核心内容就是如何把上面的方法应用到虚时间场论中。对于一个被积分的玻色场 ϕ(x, τ)，将

其类比于多变量积分，我们就知道对于有些作用量，配分函数的主要贡献可能不来自于 ϕ(x, τ) = 0 附近，而是

来自于 ϕ(x, τ) = ϕ0。这时，我们将 ϕ0 称为 ϕ(x, τ) 的真空值，对应于不考虑涨落时场的取值。这种将场代替成

常数 ϕ0 的近似方法一般被称为平均场方法。接下来，我们将以弱相互作用的玻色子和费米子为例，介绍平均场

方法的代表性应用——玻色超流和 BCS 超导理论。

� 练习 5.1鞍点近似的应用 鞍点近似常常被应用于求解特殊函数的渐进行为。这里，让我们考虑 Gamma 函数

Γ(n+ 1) =

∫ ∞

0

dx xne−x. (5.13)

在 n→ ∞ 的极限下请利用鞍点近似证明斯特林公式 Γ(n+ 1) →
√
2πn(n/e)n。

5.2 玻色子的超流理论

我们先来考虑弱相互作用的玻色子系统。假设玻色子之间存在接触相互作用 U(r − r′) = Uδ(r − r′)，且相

互作用是排斥的 U > 0。这时

Z =

∫
Dψ̄Dψ exp

(
−
∫
dτdr

[
ψ̄(∂τ − µ)ψ +

1

2
∇ψ̄∇ψ +

U

2
ψ̄ψ̄ψψ

])
. (5.14)

我们主要关心系统在零温 β → ∞ 下的基态与基态附近的低能激发。首先需要指出，当我们取定接触相互作用，

模型已经不再是一个微观模型：物理上，我们知道实际系统的相互作用都是有一定力程的，不可能真的具有 delta

函数的形式。数学上，三维空间的 delta 势垒也不是良好定义的——假设我们考虑有限深度 U0 的球方势垒，力

程为 r0；delta 函数极限要求 U0r
3
0 在 r0 → 0 极限下保持不变，然而波函数的相因子积累对应组合

√
U0r0——我

们看到它们并不相融。因此，在考虑相互作用效应后，计算中会涉及到正规化与重整化。

5.2.1 BEC与非对角长程序

我们首先来考虑无相互作用极限，玻色分布写作

Nk =
1

eβ(ϵk−µ) − 1
. (5.15)

在高温极限下，化学势 µ < 0，分母不会出现奇异性。当我们降低温度，µ逐渐增大，最终在某个临界温度 Tc 时

取得 µ = 0，这时系统在零动量出现宏观占据数 N0，被称为发生玻色-爱因斯坦凝聚（BEC）：

N = N0 + V

∫
dk

(2π)3
1

eβϵk − 1
. (5.16)
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进一步降温到 β → ∞ 的基态后，所有粒子动量都为零：

|BEC⟩ = 1√
N !

(â†k=0)
N |Ω⟩. (5.17)

我们可以看到，无相互作用 BEC 的定义和单粒子态占据数息息相关。为了将这一定义推广到相互作用系统，

我们考虑在1.2.2.2小节引入的单粒子密度矩阵 ρ(r, r′)。对于无相互作用系统，直接计算给出：

Nρ(r, r′) = ⟨ψ̂†(r)ψ̂(r′)⟩ = N0ϕ0(r)ϕ0(r
′)∗ +

∫
dk

(2π)3
eik·(r−r′) 1

eβϵk − 1
. (5.18)

这里，ϕ0(r) = 1/
√
V 对应动量为 0 的单粒子波函数。和费米子基态上的结果(1.3.1)对比，我们发现这里最重要

的区别在于 ρ(r, r′) 在 r 和 r′ 距离趋于无穷时等于 N0/V，并不会衰减到 0。这是一个很重要的现象：ρ(r, r′) 描

述了系统在两个空间位置处的关联，不随 |r− r′| 衰减说明系统关联是无穷长程的，类似于（反）铁磁系统中的

自旋关联。我们可以将 r 和 r′ 离散化，当成 ρ 矩阵的行和列指标，这样 r ̸= r′ 的部分就对应矩阵的非对角元。

因此，这一长程关联被称为非对角长程序。

我们可以这样定义相互作用系统中的玻色-爱因斯坦凝聚：首先，我们把“矩阵”ρ(r, r′) 对角化，得到

Nρ(r, r′) =
∑
i

Niϕi(r)ϕi(r
′)∗. (5.19)

这里，Ni 可以看出矩阵的本征值，ϕi(r) 对应不同基之间的变换。我们取定归一化条件
∫
dr ϕi(r)ϕj(r

′)∗ = δij。

对于无相互作用体系，ϕi(r) 和 Ni 就对应于单粒子波函数和对应态的占据数。在热力学极限 N → ∞ 下，这组

本征值有以下几种可能：

1. 所有本征值 Ni 全部 O(1)，我们称系统未发生玻色-爱因斯坦凝聚。

2. 存在一个 N0 在热力学极限下 O(N)，这时我们称系统发生了简单（simple）玻色-爱因斯坦凝聚。

3. 存在多个Ni（i = 1, 2, ...）在热力学极限下 O(N)，这时我们称系统发生了碎片化（fragmented）玻色-爱因

斯坦凝聚。

对于情况 2 和 3，系统都存在非对角长程序。其中，情况 3 常常出现在多个内态的玻色子系统中。在这一节中，

我们所考虑的系统(5.14)不包含多个内态，在弱相互作用下其基态由简单玻色-爱因斯坦凝聚体所描述。这时，我

们期待单粒子密度矩阵可以写作

⟨ψ̂†(r)ψ̂(r′)⟩ = Nρ(r, r′) ≈ N0ϕ0(r)ϕ0(r
′)∗ + f(|r− r′|) = n0 + f(|r− r′|). (5.20)

这里，我们引入了 n0 = N0/V。类似自由粒子情形，我们可以把N0 看成是发散凝聚的玻色子的数目。函数 f(x)

描述了未发生凝聚的模式对关联函数的贡献，我们期待有 f(∞) = 0。在弱相互作用极限下，我们预期 f(x) ≪ n0，

即大部分原子处于凝聚状态。

5.2.2 低能激发与超流性

为什么相互作用玻色子系统会出现玻色-爱因斯坦凝聚？对比(5.12)，我们发现从路径积分的角度(5.20)式暗

示玻色子场 ψ(r, τ) 出现了非零的真空值
√
n0。在这一视角下，n0 部分的贡献来自于常数部分，而 f(|r− r′|) 来
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自于 ψ 场在
√
n0 附近的涨落 δψ：

⟨ψ̄(r)ψ(r′)⟩ = ⟨[
√
n0 + δψ̄(r)][

√
n0 + δψ(r′)]⟩ = n0 + ⟨δψ̄(r)δψ(r′)⟩ = n0 + f(|r− r′|). (5.21)

而类似上一节的分析，ψ 场出现非零的真空期望值是由于作用量在 ψ ̸= 0 处取到了极小值。对于(5.14)，这就说

明

∂ψ̄

(
−µψ̄ψ +

U

2
ψ̄ψ̄ψψ

)∣∣∣∣
ψ=ψ̄=

√
n

= 0. (5.22)

这就得到关系 µ = Un0 > 0。可以看到，弱相互作用玻色子路径积分的形式和(5.1)式高度类似：作用量都包含一

个负的二次项，导致极小值处的 ψ 非零。类似(5.1)，玻色子的平均场理论可以看成对相互作用 U 的展开。同时，

我们也发现 U > 0 是系统稳定的关键——对于 U < 0，能量在大 ψ 处以四次方趋于负无穷，导致系统不存在稳

定的基态。另一方面，玻色子路径积分和(5.1)有一个重要的区别，那就是对称性不同。(5.1)式变量 x为实数，因

此只具有 x → −x 的 Z2 对称性；玻色子路径积分中场 ψ 是复数，存在连续的 U(1) 对称性 ψ → eiθψ。容易发

现，我们所选取的 ⟨ψ(r, τ)⟩ = √
n0 破坏了这一对称性，说明在玻色-爱因斯坦凝聚时多体系统发生了连续对称性

的自发破缺。

� 练习 5.2 Gross–Pitaevskii方程 如果玻色子系统处于外势能 V (r) 中，作用量取得极小值的 ψ 就不再是均匀
√
n0，

而是某个时空的函数 ψ = φ0(r)。

1. 请证明 φ0(r) 的极值方程对应于非线性方程

µφ0(r) = −∇2

2
φ0(r) + V (r)φ0(r) + U |φ0(r)|2φ0(r). (5.23)

一般被称为静态 Gross–Pitaevskii 方程。

2. 从任意一个初始函数 φ(r) 出发，我们作 τ 方向的演化

−∂τφ0(r) =

(
−∇2

2
− µ+ V (r)

)
φ0(r) + U |φ0(r)|2φ0(r). (5.24)

请证明这一虚时间 Gross–Pitaevskii 方程恰好对应于梯度下降法求解系统能量极小值。这就是数值上求解

BEC 平均场基态的标准算法。如果我们进而作解析延拓 τ → it，就得到了 BEC 在实时间的演化方程，可

以用来研究 BEC 的动力学行为。

我们将作用量对于 δψ 展开来考虑系统在基态附近的涨落。在弱相互作用极限，我们可以只保留到涨落的平

方阶，结果得到

S =

∫
dτdr

[
− µ2

2U
+ δψ̄(∂τ −∇2/2 + Un0)δψ +

Un0

2
(δψ̄δψ̄ + δψδψ)

]
. (5.25)
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这里，第一项对应于鞍点处的极值，贡献了自由能的最低阶：

F = −β−1 lnZ = −µ
2V

2U
. N = −∂µF = N0. (5.26)

结果表明，在最低阶所有粒子全部发生了玻色-爱因斯坦凝聚，总粒子数 N 等于凝聚体中的粒子数 N0——这与

无相互作用系统的结果一致。接下来，我们将涨落项写到动量空间中

δS =
1

2

∑
n

∑
k

(
δψ̄(k, ωn) δψ(−k,−ωn)

)−iωn + ϵk + Un0 Un0

Un0 iωn + ϵk + Un0

 δψ(k, ωn)

δψ̄(−k,−ωn)

 . (5.27)

值得注意的是，这里频率项形式为−iωnσz——这是因为在计算中我们进行了分部积分，导致出现了额外的负号。

这其实对应于玻色子 Bogliubov 变换中需要引入的 σz。由于
√
n0 不依赖于时空坐标，只要 ωn 和 k 不全为 0，我

们就有 δψ(k, ωn) = ψ(k, ωn)。通过将矩阵求逆，我们可以计算出两点函数

⟨ψ(k, ωn)ψ̄(k, ωn)⟩ =
iωn + ϵk + Un0

ω2
n + ϵk(ϵk + 2Un0)

, ⟨ψ(k, ωn)ψ(−k,−ωn)⟩ =
−Un0

ω2
n + ϵk(ϵk + 2Un0)

. (5.28)

我们可以将虚时间两点函数 ⟨ψ(k, ωn)ψ̄(k, ωn)⟩ 解析延拓 iωn → ω+ i0+ 得到推迟格林函数，其虚部为单粒子谱

函数。结果得到

ρ(k, ω) = 2π

[
δ(ω − ξk)

ξk + ϵk + Un0

2ξk
− δ(ω + ξk)

−ξk + ϵk + Un0

2ξk

]
. (5.29)

这里，我们引入了 ξk =
√
ϵk(ϵk + 2Un0)。谱函数是 ω = ±ξk 处的 δ 函数，说明系统中存在色散关系为 ξk 的准

粒子。在小动量极限下 k → 0，我们有 ξk ≈
√
Un0k ≡ ck——系统存在无能隙的激发模式，对应速度为 c。类似

于第一章中对铁磁/反铁磁链的讨论，这一无能隙的激发模式来自于 U(1) 对称性的自发破缺，受到 Goldstone 定

理的保护。Goldstone 定理暗示这一模式对应于 ψ(r, τ) =
√
n(r, τ)eiθ(r,τ) 中相位 θ 发生一个均匀的转动。在下

面的练习中，我们进一步说明 Goldstone 模式同时也耦合到系统密度 n的涨落之中，因此一般被称为声子，而速

度 c 被称为 BEC 中的声速。在后面的小节，我们将看到 Goldstone 模型同时对应到相位和密度的涨落是非相对

论系统的特性。我们还可以将作用量保留到 δψ 的更高阶，这就给出了声子之间的相互作用顶角。通过计算自能

的圈图修正我们可以得到相互作用导致的声子衰变速率。在零温下，低能极限 k → 0 结果对应于 Γk ∼ k5，被称

为 Beliaev 耗散。

� 练习 5.3玻色-爱因斯坦凝聚体的 Bragg谱 在原子气体中，人们常常通过 Bragg 谱测量准粒子的色散关系 ξk——

在这个练习中我们就来推导这一关系。请将密度场 n(r, τ) = ψ̄(r, τ)ψ(r, τ) 展开到 δψ 的一阶，并计算密度场对

应的动力学结构因子 SO(p, ω)。这一结果说明，Goldstone 模式不只对应于相位的涨落，也对应于密度 n的涨落。

� 练习 5.4算符表象分析 BEC 我们同样可以通过算符表象分析出 BEC 的低能激发谱。(5.14)式对应于哈密顿量

Ĥ =

∫
dr ψ̂†

(
−∇2

2
− µ

)
ψ̂ +

U

2
ψ̂†ψ̂†ψ̂ψ̂. (5.30)
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请将算符 ψ̂(x) 做展开 ψ̂(x) =
√
n0 + δψ̂(x) 并保留到涨落的二阶，并利用 Bogliubov 变换计算系统的激发谱。

低能下系统能谱是线性的有深刻的物理结果——它说明具有排斥相互作用的 BEC 是一个超流体。这一论证

首先由著名理论物理学家 Laudau 给出，被称为 Laudau 判据。我们考虑系统中有一个经典的宏观物体，其能动

量满足标准的色散关系 E = p2/2m。问题是这个小物体是否会通过和 BEC 发生能动量交换从而导致速度降低。

我们考虑最简单的情况，分析小物体是否能通过激发一个声子从而减速。能动量守恒给出

p2
i

2m
=

(pi − q)2

2m
+ ξq. (5.31)

这里 pi 是物体的初始动量，引入 vi =
pi

m 并化简得到

q2

2m
= vi · q− ξq ≤ vi · q− c|q|. (5.32)

因此，这一过程能发生要求 |vi| > c，即物体运动速度超过超流体中的声速。对于低速运动的物体，发射声子无

法满足能动量守恒，其运动速度不会变化——这就是超流性。上面的分析也可以推广到发射多个声子的情况。我

们只需要引入总动量为 q 的多个声子的总能量 Eq（当然，这里总能量不止是 q 的函数，但是我们简单起见省略

其它动量依赖）。这时，上面等式中 ξq 被替换为 Eq。然而，即使对于多个声子，我们仍然有 Eq ≥ c|q|——这是

由于对于给定的总动量，能量最低的情况恰好对应所有声子的动量都沿着同一个方向。因此，动量耗散过程能

发生仍然要求 |vi| > c。

5.2.3 热力学量的修正

有了(5.27)，我们就可以进一步计算相互作用对自由能的最低阶修正。类似于(5.10)的讨论，这一修正来自于

高斯积分给出的 ln det 项。在零温极限 β → ∞ 下，我们得到

δE =
1

2β

∑
n

∑
k

ln det

−iωn + ϵk + Un0 Un0

Un0 iωn + ϵk + Un0


=
V

2

∫
dk

(2π)3

∫
dω

2π
ln
(
ω2 + ξ2k

)
.

(5.33)

容易看出，这里对积分是发散的。这个发散就类似于无相互作用粒子自由能的发散。我们可以再次回到时间方

向离散化的表达式，保留无穷小的相因子让积分收敛。这里，我们用一个更简单的办法：假设(5.27)的矩阵不包

含非对角项，这时 δψ 就是系统的激发模式（而非 δψ 和 δψ̄ 的组合）——基态对应所有 δψ 粒子不被占据，因此

δS 对应的涨落项不会产生能量的修正。因此，我们可以将被积函数减去忽略非对角项的表达式来对系统进行正

规化，这样就得到

δE =
V

2

∫
dk

(2π)3

∫
dω

2π
ln

(
ω2 + ξ2k

ω2 + (ϵk + Un0)2

)
. (5.34)

这样，被积函数在 ω → ∞ 下按照 1/ω2 趋于 0，积分收敛。通过分部积分，容易得到结果

δE = V

∫
dk

(2π)3

(
ξk
2

− ϵk + Un0

2

)
= −V

2

∫
dk

(2π)3
(Un0)

2

ξk + ϵk + Un0
. (5.35)
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这一表达式有明确的物理意义： ξk
2 对应于能量为 ξk 的玻色子激发的真空能，它与不存在非对角项情况下真空

能 ϵk+Un0

2 的差就是对基态能量的修正。这与反铁磁系统基态能量的修正(1.80)是一致的，这一结果同样可以用

Bogliubov 变换方法得到。

然而，如果我们想继续计算对动量 k 的积分，就会发现表达式仍然是发散的。这就是由于我们假设了势能

是 delta 函数的形式，对于任意高能的态有着同样的散射效果；与之相对，物理的势能总有有限深度和有限力程，

对足够高能量的态扰动很小。这就表明，这里的发散是因为我们采用了有效理论。我们考虑截断：

δE = −V
2

∫
k<Λ

dk

(2π)3
(Un0)

2

ξk + ϵk + Un0
= −V (Un0)

2 Λ

4π2
+ V (Un0)

5
2

8

15π2
. (5.36)

Λ 的物理含义可以对应到微观势能的力程。这里的第一项正比于 n20，我们可以将它与零阶项 E0 =
Un2

0

2 组合起

来，定义重整化关系

Ur = U − U2Λ

2π2
+ ... or U = Ur +

U2
rΛ

2π2
+ ... (5.37)

这里 ...代表 U 或者 Ur 更高幂次的贡献。对于实际系统，我们应该认为 Ur 才是有限大的的物理参数。这样，我

们就得到了保留到 U
5/2
r 后 BEC 的基态能量

E = E0 + δE =
V Urn

2

2
+ V (Urn)

5
2

8

15π2
. (5.38)

这里，第二项被称为 Lee-Huang-Yang 修正，这一修正在冷原子系统中已经被验证。

接下来，我们考虑相互作用对粒子分布函数的修正。在无相互作用极限，所有 k ̸= 0 的态都不被占据。引

入相互作用后，动量为 0 的粒子可以发生散射越迁到动量非零的态，导致有限动量态被占据。我们可以利用格

林函数(5.28)计算占据数：

Nk = ⟨ψ̄(k, 0+)ψ(k, 0)⟩ =
∫
dω

2π

iω + ϵk + Un0

ω2 + ξ2k
eiω0

+

=
ϵk + Un0 − ξk

2ξk
. (5.39)

这里我们通过加入一个上半平面的大圆弧将实轴上的积分转化为围道积分，结果由 ω = iξk 的极点贡献。我们

可以进而计算出所有 k ̸= 0 处的粒子数

δN =
∑
k

Nk = V

∫
dk

(2π)3
ϵk + Un0 − ξk

2ξk
=

V

3π2
(Un0)

3
2 . (5.40)

这些有限动量的粒子占据被称为量子损耗（quantum depletion）。在弱相互作用极限，容易验证 δN/N0 ≪ 1，几

乎全部粒子都在凝聚体中，这与我们的预期一致。

5.2.4 BEC的流体力学描述

除了直接对 ψ 场进行展开，我们也可以先变换到有更加直观物理含义的相位场和密度场：

ψ(r, τ) =
√
n(r, τ)eiθ(r,τ), ψ̄(r, τ) =

√
n(r, τ)e−iθ(r,τ). (5.41)
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直接计算可以得到

S =

∫
dτdr

[
ψ̄(∂τ − µ)ψ +

1

2
∇ψ̄∇ψ + V (r)ψ̄ψ +

U

2
ψ̄ψ̄ψψ

]
=

∫
dτdr

[
in∂τθ + (V − µ)n+

U

2
n2 +

n

2
(∇θ)2 + 1

8n
(∇n)2

]
.

(5.42)

这里我们忽略了全导数项，并保留了可能出现的势能项 V (r)。平均场近似仍然对应于寻找场 θ 和 n的极值，通

过对作用量变分，我们就得到了平均场下的极值方程/运动方程

i∂τn+∇ · (n∇θ) = 0, i∂τθ = −
(
Un+ V − µ+

1

2
(∇θ)2 − 1

2
√
n
∇2

√
n

)
. (5.43)

在解析延拓到实时间 τ → it后，容易看出第一个方程对应于系统的粒子数守恒。引入系统的粒子流场 J = nvs =

n∇θ，就可以把它写作 ∂tn+∇ · J = 0 的连续性方程。其中 vs 对应于超流体的流速场。

� 练习 5.5 Noether定理推导粒子流 请对作用量(5.42)应用 Noether 定理直接推导出粒子流场表达式 J = n∇θ。

对于第二个方程，我们可以在等式两边作用梯度算符 ∇，这就给出

∂tvs = −∇
(
Un+ V − µ+

v2s
2

− 1

2
√
n
∇2

√
n

)
. (5.44)

这正好对应无旋的流体力学方程中的牛顿方程——等式右边括号里的项包括势能 V，流速场的动能 v2s/2，相互

作用能 Un；括号里最后一项被称为量子压强（quantum pressure），其贡献通常可以忽略。在经典物理中，流体

力学行为需要系统能够达到局域热平衡，因此通常出现在强相互作用系统中，例如液体。这里的推导说明对于

弱相互作用系统，如果发散玻色-爱因斯坦凝聚，也同样可以用流体力学描述。在冷原子系统中，观测到流体力

学行为是实验上暗示系统发生凝聚的手段之一。

接下来，让我们回到均匀系统的情况 V (r) = 0。这时极值方程的解对应

n(r, τ) = n0, θ(r, τ) = 0 (5.45)

将场在极值附近展开到二阶，我们得到

S =

∫
dτdr

[
iδn∂τθ +

U

2
δn2 +

n

2
(∇θ)2 + 1

8n0
(∇δn)2

]
. (5.46)

相比 U
2 δn

2 的部分，最后一项 1
8n0

(∇δn)2 包含了额外的空间导数，因此在低能下其贡献被 k2 压制。当我们只关

注于低能行为，就可以将其忽略。将 δn积掉后就得到描述相位涨落的有效作用量

Seff =

∫
dτdr

1

2

[
U−1(∂τθ)

2 + n(∇θ)2
]
=

∫
dτdr

1

2U

[
(∂τθ)

2 + c2(∇θ)2
]
. (5.47)

这一有效作用量类似于 Klein-Golden 方程，展现出演生的洛伦兹对称性。另一方面，我们还可以把模型看出格

点 XY 模型 H = −J
∑

⟨x,y⟩ cos(θx − θy) 的连续极限。类似玻色子模型，XY 模型也有 U(1) 对称性，对应于变
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5.2 玻色子的超流理论

量 θx 的平移。因此，超流系统中的相变与 XY 模型中的相变紧密相关。例如，在D 维系统中，调节温度导致的

超流-正常流体转变就对应于 D 维 XY 模型中的有序-无序相变；如果考虑格点系统的 Bose-Hubbard 模型，我们

还可以在零温下调节相互作用参数引发超流-绝缘体相变，这就对应于 D + 1 维 XY 模型中的有序-无序相变。

� 练习 5.6相对论性系统的自发破缺 非相对论性玻色原子的作用量(5.46)中第一项表明，δn 的涨落直接耦合到了

相位场 θ的涨落，因此也是无能隙的。在这个练习中，我们将发现这与相对论性系统存在着定性的差别。我们考

虑二次项系数小于零的复数场 ϕ4 理论：

Z =

∫
Dϕ(x, τ)∗Dϕ(x, τ) exp

(
−
∫
dxdτ

[
|∂τϕ|2 + |∇ϕ|2 − r|ϕ|2 + g

4
|ϕ|4

])
. (5.48)

这里 r > 0 且 g > 0，ϕ(x, τ) 是复数场。类似(5.41)，我们将 ϕ(x, τ) 展开成

ϕ(r, τ) =
√
n(r, τ)eiθ(r,τ), ϕ(r, τ)∗ =

√
n(r, τ)e−iθ(r,τ). (5.49)

请按照处理非相对论系统的流程，推导出涨落场 δn与 θ的二次型作用量。证明 θ仍然没有能隙，对应于 Goldstone

粒子；而 δn与 θ 场独立，并且激发谱存在能隙。δn通常被称为 Higgs 场，在标准模型中有着重要地位。

5.2.5 低维系统与Mermin–Wagner定理

最后，我们来考虑低维度的玻色子系统。在无相互作用系统中，当维度 D ≤ 2 时有限温度下的玻色子不会

发生 BEC。然而，平均场展开(5.25)并不依赖于维度，总是导致对称性自发破缺，预言无能隙的 Goldstone 粒子

的出现。这是否说明相互作用玻色子系统在任意维度都能通过对称性自发破缺形成 BEC 呢？

答案是否定的。事实上，低维系统存在很强的涨落，导致系统重新找回了对称性，因而长程序被破坏。简单

起见，让我们关注于玻色场的相位涨落并忽略密度涨落，这时有 ψ(x, τ) =
√
n0e

iθ(x,τ)。我们来分析对称性自发

破缺的鞍点是否自洽：发生对称性自发破缺要求 ψ(x, τ) 存在非零的真空期望值；这时，系统的低能激发就会形

如(5.47)。在二次型近似下，计算给出

⟨ψ(x, τ)⟩ ≈
√
n0⟨eiθ(x,τ)⟩ ≈

√
n0 exp(−⟨θ(x, τ)θ(x, τ)⟩/2) =

√
n0e

− 1
2G(0,0). (5.50)

这里，我们利用了(2.10)的一个特例 ⟨eix⟩ = e−
1
2 ⟨x

2⟩。在任意维度 D，我们有

G(0, 0) =
1

β

∑
n

∫
dk

(2π)D
1

ω2
n + c2k2

. (5.51)

1. 首先，对于零温极限，ωn 的求和转变为积分。这时我们可以把 (ω, ck) 组合成一个 D + 1 维度的矢量

G(0, 0) ∝
∫

dD+1k

(2π)D+1

1

k2
(5.52)

对于 D ≤ 1，积分在 k ≈ 0 附近发散；对于 D ≥ 1，积分在 k ≈ ∞ 附近发散。由于我们的模型是一个低

能有效理论，在 k ≈ ∞ 处的发散不需要担心——我们只需要添加一个大动量处的截断 Λ；然而在 k → 0
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5.3 费米子的 BCS理论

附近的发散是一个低能下的发散——被称为红外发散——需要被保留。G(0, 0) 发散就导致 ⟨ψ(x, τ)⟩ = 0，

说明涨落使得破缺的对称性被找回——D ≤ 1 的系统在零温并不会发生 U(1) 对称性的自发破缺，不会具

有长程序。

2. 类似的，我们可以考虑在有限温度下积分是否在小动量下发散。这时，我们需要进行求和 ωn = 2πn/β。对

于 n ̸= 0 的部分，被积函数在 k → 0 不存在奇异性，因此我们只需要考虑 n = 0 的贡献：

G(0, 0) ∝
∫

dDk

(2π)D
1

k2
. (5.53)

我们看到，现在系统在D ≤ 2 都会存在红外发散。因此，在有限温度下D ≤ 2 的系统不会发生 U(1) 对称

性的自发破缺，不会具有长程序。

这一结果可以拓展到一般的 Goldstone 模式呈现线性色散的体系中，被称为 Mermin–Wagner 定理。定理保证有

限温度 D ≤ 2 或零温下 D ≤ 1 不存在连续对称性破缺。需要补充的是：首先虽然二维有限温系统不存在对称性

自发破缺/长程序，但是仍然可以存在超流体（只需要系统在低能下色散为线性！）。此外，对于非线形色散的系

统，例如铁磁系统，相应分析需要修改，这就导致一维系统在零温可以展现出铁磁性。

5.3 费米子的 BCS理论

在上一节，我们看到玻色子系统的平均场理论就是考虑玻色场 ψ(r, τ) 出现了非零的期望值 ⟨ψ(r, τ)⟩ =

φ0(r)。接下来，我们考虑如何把平均场方法应用到费米子系统。首先需要注意的是，费米子的场 ψ(r, τ) 并不

是传统意义上的数，而是一个 Grassmann 变量。由于一般的量子系统哈密顿量中并不包含任何 Grassmann 参量，

费米子场本身是无法出现真空期望值的，总满足 ⟨ψ(r, τ)⟩ = 0。从算符的角度来说，这是由于系统的密度矩阵

ρ = e−βĤ/Z 包含偶数个费米子算符，所以总满足 tr[ρψ̂(r)]=0。

因此，当我们想把平均场理论应用在费米子系统中的时，我们仍然应该考虑系统中某些玻色型算符出现了

非零期望值。而具体应该选取哪个玻色型算符就成了最重要的问题。最直接的想法就是考虑费米子场的二次型。

例如，我们可以考虑两个湮灭算符的乘积

∆f (q, τ) =
∑
k,σσ′

fσσ′(k)ψσ

(q
2
− k, τ

)
ψσ′

(q
2
+ k, τ

)
. (5.54)

物理上，∆f 产生了一个由两个费米子组成的“分子”，常被称为配对场。费米子的相对动量为 k，总动量为 q，

fσσ′(k) 就是费米子的两体波函数。如果分子获得了非零的期望值（被“凝聚”），整个系统就发生了 U(1) 对称性

的破缺，导致会出现丰富的物理现象——事实上，这就是费米子超导的来源。利用费米子场的反对称性，我们

知道 fσσ′(k) = −fσ′σ(−k)。我们可以进一步将两个费米子的自旋波函数合成为单态或者三重态。如果是自旋单

态，我们知道

fσσ′(k) = ϵσσ′g(k), g(k) = g(−k). (5.55)

这里，ϵ = iσy 是全反对称性张量（矩阵）。g(k) = g(−k) 要求费米子相对角动量应该是偶数，对于给定的总角
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5.3 费米子的 BCS理论

动量 l 及其 z 方向分量m，对应的配对场写作

∆
S

l,m(q, τ) =
∑
k

g(|k|)Ylm(k̂)
∑
σσ′

ϵσσ′ψσ

(q
2
− k, τ

)
ψσ′

(q
2
+ k, τ

)
. (5.56)

这里 Ylm(k̂) 是球谐函数（我们这里忽略了晶格的影响，更严格的讨论需要依照晶格的对称性选取 g(k) 的形式）。

当 ⟨∆S

l,m⟩ ̸= 0 的时候，系统就发生了配对。其中，l = 0, 2 分别被称为 s 波配对和 d 波配对。我们接下来就以 s

波配对为例介绍 BCS 超导理论的最基本模型，而人们普遍相信铜基高温超导体中存在 d 波配对。另一方面，如

果我们考虑费米子的三重态，则要求角动量为奇数，例如 l = 1 的 p 波配对，这里不再赘述。

5.3.1 电声子相互作用

如果我们希望费米子先形成“分子”然后再发生凝聚，自然的期望是电子之间存在吸引相互作用，这样才能形

成两个费米子的束缚态。我们知道固体材料中电子带负电荷，对应的库仑相互作用是排斥的。因此，理解超导

现象的第一步就是理解电子间吸引相互作用的来源。

除了电子间的相互作用，电子还与固体晶格的运动——即声子相耦合。这是由于晶格运动就是原子实的运

动，会导致电子感受到的势能相对于原本的周期势场产生偏离。在连续极限下，我们假设在 r 处晶格的偏移矢

量可以写作 u(r)。由于 u(r) 的非均匀性，系统会产生局域的感生电荷 ρ(r)，其密度正比于 −∇ ·u(r)。因此，我

们期待电子和晶格振动的耦合可以写作

Sint =
∑
σ

∫
dτdr γ ∇ · u(r, τ) ψ̄σ(r, τ)ψσ(r, τ). (5.57)

此外，我们还需要给出声子二次型部分。由于系统由（晶格）平移对称性，我们期待其作用量在动量空间对角。

这里，让我们考虑最简单的 Einstein 晶格模型——所有晶体震动有着相同的频率 ωD：

Su =

∫
dτdr

[
(∂τu)

2 + ω2
Du

2
]
. (5.58)

我们称 ωD 为德拜频率。

从(5.58)中我们可以得到声子的格林函数

Gu(q, ωm)ij = ⟨ui(q, ωm)uj(−q,−ωm)⟩ =
q, ωm

i j =
δij

ω2
m + ω2

D

. (5.59)

讲声子“积掉”后，电声子相互作用会诱导出电子之间的两体相互作用，我们可以用图将其表示成

q, ωm

= (γiqi)(−γiqj)
δij

ω2
m + ω2

D

=
γ2q2

ω2
m + ω2

D

. (5.60)

在低能极限下，我们可以近似 ωm ≪ ωD。这时我们可以将上式和(4.54)进行对比，发现声子带来的的相互作用

可以近似成 U(q) = −γ2q2/ω2
D。其中，最重要的是这一相互作用是吸引的——我们在下一节将会看到，吸引的

相互作用会导致费米面的不稳定性，因而产生配对。如果我们反而考虑频率 ω = iωm > ωD，则会发现分母贡献

了一个额外的负号，导致等效相互作用是排斥的的。因此，吸引相互作用存在物理上的截断，大约在德拜频率

的能量尺度。
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5.3 费米子的 BCS理论

我们可以进一步计算出 s波相互作用的强度：

HU =
1

2

∑
σσ′

∑
q,k1,k2

U(q)â†k2−q,σ′ â
†
k1+q,σâk1,σâk2,σ′

=
1

2

∑
σσ′

∑
q′,k,k′

U(k′ − k)â†q
2−k′,σ′ â

†
q
2+k′,σ

â q
2+k,σâ q

2−k,σ′ .

(5.61)

对于 s波相互作用，波函数不依赖于相对动量 k 或者 k′ 的波函数。因此，我们可以将 U(k′ − k) 对于动量的方

向进行平均。在费米面附近我们就得到

∫
dΩk

4π
U(kF k̂− kF ẑ) = −γ

2k2F
ω2
D

2− 2 cos θ = −2γ2k2F
ω2
D

≡ −g. (5.62)

如果我们预测到系统主要由费米面附近的 s波相互作用主导，就可以写出接触相互作用的有效模型

Z =

∫
Dψ̄σDψσ exp

(
−
∫
dτdr

[∑
σ

ψ̄σ(∂τ + ϵ̂k − µ)ψσ − gψ̄↑ψ̄↓ψ↓ψ↑

])
. (5.63)

5.3.2 Cooper不稳定性

我们接下来就要计算费米子作用量(5.63)。首先我们先来考虑对 g = 0 的无相互作用极限的微扰论，结果会

表明在低温极限下系统会存在不稳定性，导致对称性自发破缺的发生。类似上一章中对弱相互作用电子气的讨

论，我们利用 Hubbard-Stratonovich 变换将费米子的相互作用改写成费米子与配对场∆(r, τ), ∆̄(r, τ)的相互作用：

Z =

∫
Dψ̄σDψσD∆D∆ exp

(
−
∫
dτdr

[∑
σ

ψ̄σ(∂τ + ϵ̂k − µ)ψσ − ∆̄ψ↓ψ↑ −∆ψ̄↑ψ̄↓ +
|∆|2

g

])
. (5.64)

在引入配对场后，原始模型中电荷U(1)对称性 (ψσ, ψ̄σ) → (eiθψσ, e
−iθψ̄σ)，需要加上 (∆, ∆̄) → (e2iθ∆, e−2iθ∆̄)。

物理上，这是由于 U(1) 变换对应于粒子数守恒，由于配对场包含两个电子组成的“分子”，因此电荷数为 2，需要

以 e2iθ 进行变换。除了电荷的 U(1) 对称性外，系统还存在自旋 U(1) 对称性 (ψσ, ψ̄σ) → (eiσθψσ, e
−iσθψ̄σ)。由

于配对场总自旋为 0，这一对称性变换不包含配对场 ∆。

有趣的是，如果我们回顾上一节的推导会发现：我们从一个声子和费米子相互作用的模型出发，积掉声子

后得到了费米子的相互作用；然后又变换回了一个配对场与费米子相互作用的形式。声子场 u 是直接与密度相

耦合的，可以看成激发了一个电子和空穴对；而配对场和 ψ↓ψ↑ 耦合，对应两个自旋相反的费米子组成的“分子”。

要从原始的声子场变换成配对场的原因是我们期待对于吸引相互作用系统会出现配对，引入配对场后可以更方

便的进行描述系统的状态。

为了看出系统的不稳定性，我们推导配对场的有效作用量。类似玻色子的(5.27)式，作用量可以写成：

S =
∑
n,k

(
ψ̄↑(k, ωn) ψ↓(−k,−ωn)

)−iωn + ϵk − µ ∆

∆ −iωn − ϵk + µ

 ψ↑(k, ωn)

ψ↓(−k,−ωn)

+

∫
dτdr

|∆|2

g
. (5.65)

值得注意，和(5.27)式对比，右下角的项又一个额外的负号，这是由于费米子场的交换反对易性。这恰好对应于

费米子 Bogliubov 变换中需要的并非是 SU(1,1) 矩阵，而是传统的 SU(2) 矩阵。
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� 练习 5.7费米子的 Bogliubov变换 让我们先考虑以下的两模式费米子模型

Ĥ = ϵ1ψ̂
†
1ψ̂1 + ϵ2ψ̂

†
2ψ̂2 +∆ψ̂2ψ̂1 +∆ψ̂†

1ψ̂
†
2 =

(
ψ̂†
1 ψ̂2

)ϵ1 ∆

∆ −ϵ2

ψ̂1

ψ̂†
2

+ ϵ2. (5.66)

请将 ψ̂1 和 ψ̂†
2 重新组合成费米子算符 η̂1 和 η̂†2：ψ̂1

ψ̂†
2

 = T

η̂1
η̂†2

 . (5.67)

请说明这时我们只要求矩阵 T 是幺正矩阵即可保证 η̂1 和 η̂2 的对易关系，计算系统的激发谱和基态能量。这是

由于对于费米子算符，泡利不相容原理保证粒子数只能为 0 或 1，因此产生算符和湮灭算符没有本质区别——这

是与玻色子系统的最大区别。

我们进而利用 Grassmann 积分(2.58)式将费米子积掉，就得到了有效作用量

Seff = −
∑
n,k

ln det

−iωn + ϵk − µ ∆(r, τ)

∆(r, τ) −iωn − ϵk + µ

+

∫
dτdr

|∆|2

g
. (5.68)

我们希望知道无相互作用费米子的基态是否在微扰下下稳定。如果将作用量对配对场进行展开，其一般形式是：

Seff =

∫
drdτ

[
a|∆(r, τ)|2 + b|∆(r, τ)|4 + c|∇∆(r, τ)|2 + d∆̄(r, τ)∂τ∆(r, τ) + e|∂τ∆(r, τ)|2 + ...

]
. (5.69)

这里各项的参数都可以通过对(5.68)进行展开得到，而 ...代表更高阶导数项或者∆的更高次项。这一保留到四次

项和最低阶导数项的作用量被称为 Ginzberg-Laudau 作用量，对应的运动方程非常类似于玻色子的非线性薛定谔

方程，常用于超导物理中的唯象计算。如果系统具有粒子-空穴对称性，作用量在 ∆ ↔ ∆̄ 下不变，因此有 d = 0，

预示着系统在低能极限下有演生的洛伦兹对称性。按照之前对单变量积分或者弱相互作用玻色子的经验（假设

平移对称性不破缺），我们需要计算的就是作用量中 |∆|2 项的系数 a。如果 a > 0，就说明 ∆0 = ⟨∆(r, τ)⟩ = 0

是稳定的基态；如果 a < 0，说明系统会出现对称性自发破缺，基态出现非零的 ∆0 = ⟨∆(r, τ)⟩。为了确定 a，我

们只需要假设 ∆(r, τ) 是一个常数，并对 ln det 进行展开：

S
(2)
eff = −

∑
n,k

ln det

−iωn + ϵk − µ ∆

∆ −iωn − ϵk + µ

∣∣∣∣∣
O(|∆|2)

+ V β
|∆|2

g
.

= V β|∆|2
1

g
+

1

V β

∑
n,k

1

−iωn + ϵk − µ

1

−iωn − ϵk + µ

 (5.70)

这里对 n的求和非常类似密度-密度关联函数中的计算。利用 Matsubara 求和技巧，容易得到

S
(2)
eff = V β|∆|2

(
1

g
− 1

V

∑
k

1− 2nF (ϵk − µ)

2(ϵk − µ)

)
≈ V β|∆|2

(
1

g
−
∫ ωD

−ωD

dϵ ν
1− 2nF (ϵ)

2ϵ

)
≈ V β|∆|2

(
1

g
−
∫ ωD

T

dϵ ν
1

ϵ

)
= V β

(
1

g
− ν log(βωD)

)
|∆|2.

(5.71)
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这里，在第一个约等号中我们回忆起模型(5.63)是个低能理论，因此将对动量的积分改写成在费米面附近的能量

积分，引入费米面附近的态密度 ν 和截断 ωD，这一近似使得系统出现了粒子-空穴对称性。在第二个约等号中，

我们观察到 1 − 2nF (ϵ) 在 ϵ ≫ T 处约等于 1；在 ϵ ≪ T 处约等于 0，因此可以看出对积分在小 ϵ 的截断。计算

最后给出 a = 1
g − ν log(βωD)。这一 ∆ 场二次型项的修正也可以利用自能的费曼图计算得到：

q, ωm

=
1

βV

∑
n,k

G0(p, ωn)G0(−p+ q,−ωn + ωm). (5.72)

将 ωm 和 q 设为 0，我们就得到了(5.70)中的第二项。

我们看到，在低温极限 β → ∞ 下，有 a < 0，预示配对场出现非零的真空值，系统发生对称性自发破缺。

我们可以利用 a = 0 确定发生超导相变的临界温度 Tc，结果为

Tc = ωD exp

(
− 1

gν

)
. (5.73)

有趣的是，结果表明对于任意小的 g，系统都可以在足够低温下进入超导态。物理上，这是由于无相互作用的费

米面对于吸引相互作用有不稳定性——被称为 Cooper 不稳定性。回顾我们在量子力学课程中的知识，我们知道

在三维，在球势阱中的粒子（ϵk = k2/2）存在束缚态需要势阱深度超过一个临界值，然而在二维任意小的吸引

势都存在束缚态。这是由于在三维系统的态密度为
√
ϵ，在低能极限下趋于 0；而在二维，态密度为常数。如果

我们转而考虑在费米面上加入两个粒子，让他们形成束缚态，这时粒子的动量都应该大于 kF，因此低能下态密

度近似为 ν，类似于二维系统的情况。因此，对于任意弱的吸引相互作用，费米面上的两个粒子可以形成束缚态

来降低系统能量——系统基态则存在大量的束缚态“分子”。

� 练习 5.8 Cooper问题 我们可以利用变分波函数方法直接估计费米面上一个电子对的基态。考虑波函数

|Cooper⟩ =
∑

|k|>kF

φ|k|â
†
k,↑â

†
−k,↓|FS⟩. (5.74)

利用变分法求解(5.63)式对应哈密顿量的本征态。证明系统对于任意小 g 都存在束缚态。

5.3.3 能隙方程与费米子谱

在平均场的最低阶，我们忽略配对场的涨落部分。这样，我们就可以通过对(5.68)求导计算出 ∆ 场的真空期

望值 ∆0。极值方程给出

0 =
δSeff

δ∆̄

∣∣∣∣∣
∆=∆0

→ 1

βV

∑
n,k

∆0

ω2
n + (ϵk − µ)2 + |∆0|2

=
∆0

g
. (5.75)

我们将会看到，∆0 对应与费米子激发谱的能隙，因此这一方程被称为能隙方程（gap equation）。我们引入 λk =√
(ϵk − µ)2 + |∆0|2，利用 Matsubara 求和技巧，上述方程可以写成 ∆0 = 0 或者

1

g
=

1

V

∑
k

1− 2nF (λk)

2λk
≈ ν

∫ ωD

0

dϵ
tanh(βλ(ϵ)/2)

λ(ϵ)
. (5.76)
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5.3 费米子的 BCS理论

我们以零温极限为例，这时有 tanh(βλ(ϵ)/2) = 1。直接积分容易得到

1

gν
= |∆0| sinh−1(ωD/|∆0|). (5.77)

在 g ≪ 1 的极限下，我们就得到

|∆0| =
ωD

sinh(1/gν)
≈ 2ωD exp

(
− 1

gν

)
. (5.78)

和临界温度(5.73)进行对比，我们就得到 BCS 理论中零温下能隙与临界温度的关系 |∆0(T = 0)| = 2Tc。这一关

系可以用来确定超导体系是 BCS 超导体。

在确定系统的能隙 ∆0 之后，我们可以研究配对后费米子的能谱性质。我们选取 ∆0 > 0，费米子的二次型

哈密顿量写成

S =
∑
n,k

(
ψ̄↑(k, ωn) ψ↓(−k,−ωn)

)−iωn + ϵk − µ ∆0

∆0 −iωn − ϵk + µ

 ψ↑(k, ωn)

ψ↓(−k,−ωn)

 . (5.79)

将矩阵求逆，我们就得到频率空间的格林函数矩阵

G(k, ωn) =

〈 ψ↑(k, ωn)ψ̄↑(k, ωn) ψ↑(k, ωn)ψ↓(−k,−ωn)

ψ↓(−k,−ωn)ψ̄↑(k, ωn) ψ↓(−k,−ωn)ψ↓(−k,−ωn)

〉

= − 1

ω2
n + λ2k

−iωn − ϵk + µ −∆0

−∆0 −iωn + ϵk − µ

 .

(5.80)

容易看到，格林函数在 iωn = ±λk 处存在极点，因此 λk =
√
(ϵk − µ)2 +∆2

0 正是系统的激发能。在远离费

米面处 |ϵk − µ| ≫ ∆0，这一激发能趋近于无相互作用费米面的粒子/空穴激发；激发能在费米面上达到最小值

λk = ∆0 > 0，因此系统的费米子激发存在能隙。当然，因为系统发生了对称性自发破缺，我们知道 Goldstone

定理保证系统的激发本身不该存在能隙（不考虑电磁场的部分），这一无能隙的激发存在于 ∆ 场的涨落中，不能

由费米子算符直接激发。

我们还可以计算发生凝聚后费米子的占据数。利用虚时间格林函数，我们有

nk = − 1

β

∑
n

eiωn0
+

G↑↑(k, ωn) =
1

2

(
1− ϵk − µ

λk

)
+

1

eβλ + 1

ϵk − µ

λk
. (5.81)

首先我们容易验证这一结果在∆0 → 0时回到标准的费米分布 nF (ϵk−µ)——这是由于这一极限下 λk = |ϵk−µ|。

有限的配对导致费米子占据数被展宽，即使在零温 β → ∞ 系统也不存在费米面，因此不是费米液体。在零温

下，费米子的分布函数宽度为 ∆0(T = 0)，其形状类似于相变温度附近费米子的有限温分布函数。

5.3.4 零电阻与Meissner效应

到目前为止，我们还没看出发生配对后的系统是一个超导体。超导体有两个最重要的判据：零电阻和Meissner

效应——这一小节中，我们就来验证系统具有这些性质。我们已经知道费米子部分有能隙，因此系统的低能性

质应该主要来自于配对场的涨落。因此，我们应该首先讨论其有效作用量的形式。
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5.3 费米子的 BCS理论

由于系统出现了对称性自发破缺，我们知道最重要的激发就是 Goldstone 模式，对应于配对场相位的涨落

∆(r, τ) = ∆0e
2iθ(r,τ)。我们有很多方式可以确定 θ(r, τ) 对应的有效作用量的形式，最简单的就是通过(5.69) 式

与玻色子作用量(5.42)或者(5.48)的类比，猜测出相位场涨落应该对应作用量

Seff =

∫
dτdr

1

2

[
c1(∂τθ)

2 + c2(∇θ)2
]
. (5.82)

事实上，假设系统具有平移对称性，这也是包含相位场 θ(r, τ) 最低阶导数的作用量的一般形式。这里，(∇θ)2 描

述了相位的非均匀性对系统能量的修正，其系数 c2 一般被称为超流密度 ρs。另一方面，参考(2.70)式，我们发现

相位涨落的时间导数 ∂τ 与化学式 µ有着相似的地位，都直接耦合到系统的粒子数。因此，(∂τθ)
2 的一项可以看

成是 δF = −c1δµ2/2，暗示 c1 对应系统的压缩率 κ = ∂µn。

零电阻与 Meissner 效应都是系统对于电磁场的相应。因此，我们需要在(5.82)中引入额外的电磁场矢势 A。

在原始作用量中，这就对应于将正则动量 −i∇ 带换为运动学动量 −i∇−A：

Z =

∫
Dψ exp

(
−
∫
dτdr

[∑
σ

ψ̄σ(∂τ − µ− iϕ)ψσ +
(i∇−A)ψ̄σ(−i∇−A)ψσ

2
− gψ̄↑ψ̄↓ψ↓ψ↑

])
. (5.83)

这样，系统具有规范对称性 ψσ(r, τ) → eiΛ(r,τ)ψσ(r, τ)，A(r, τ) → A(r, τ) + ∇Λ(r, τ) 且 ϕ(r, τ) → ϕ(r, τ) +

∂τΛ(r, τ)。在利用 Hubbard-Stratonovich 变换引入配对场之后，规范对称性还要求 ∆(r, τ) → e2iΛ(r,τ)∆(r, τ)。利

用相位场，我们可以将这一规范变换写作 θ(r, τ) → θ(r, τ) + Λ(r, τ)。要求有效作用量和规范对称性一致，我们

就得到

Seff[A] =

∫
dτdr

1

2

[
κ(∂τθ − ϕ)2 + ρs(∇θ −A)2

]
. (5.84)

首先我们按照3.4.1节中的方法计算系统的电导率。我们仍然首先在虚时间中进行计算，然后解析延拓到实

时间。我们选取 ϕ = 0 的规范，系统的电流对应于

⟨Jx⟩ = − δS

δAx
= ρs(⟨∂xθ⟩Ax −Ax). (5.85)

进一步对 Ax 求导，我们就得到频率空间的表达式

⟨Jx(q, ωn)⟩
Ax(q, ωn)

= ρ2s⟨∂xθ(q, ωn)∂xθ(−q,−ωn)⟩ − ρs =
ρ2sq

2

κω2
n + ρsq2

− ρs. (5.86)

容易验证，对于任意 q，都有 ⟨Jx(q, 0)⟩ = 0。这是由于流守恒的 Wald 恒等式要求 qx⟨Jx(q, ωn)⟩ = iωn⟨n(q, ωn)⟩。

我们关心的是直流电导，在解析延拓后得到

σ(ω) =
1

iω

⟨Ĵx(ω)⟩
Ax(ω)

= i
ρs

ω + i0+
, Re[σ(ω)] = ρsδ(ω). (5.87)

我们看到在零频率极限下系统的电导率发散，对应电阻率为零——这就说明了系统出现了零电阻现象。和 Drude

公式对比，我们也可以看到结果正好对应于衰变速率 Γ → 0 的极限。

我们接下来解释系统的 Meissner 效应。为了方便，我们选取另一个常用的规范：对于每个 θ(r, τ)的构型，我
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5.4 电荷密度波与自旋密度波

们通过规范变换 Λ(r, τ) = θ(r, τ)，使得 θ 的项完全被削掉。这时，我们就得到

Seff[A] =

∫
dτdr

1

2

[
κϕ2 + ρsA

2
]
. (5.88)

这一变换有深刻的物理结果：1. θ场可以通过规范变换消掉表明它是冗余的，并非是一个物理自由度；因此，在

我们考虑将系统耦合到电磁场后，Goldstone 粒子不再存在；2. Seff[A] 现在变成了电磁场势函数的二次型，对照

传统的 Klein-Gordan 方程，这一项说明在超导体内部电磁场/光子获得了质量。这一现象被称为 Higgs 机制，也是

标准模型中质量的来源。一般来说，在有平移对称性的系统中，运动方程的解为平面波。例如对于 Klein-Gordan

方程 ∂2t ϕ−∇2ϕ+m2ϕ = 0，解为

ϕ(x, t) = eikx−iωkt, ωk =
√
k2 +m2 ≥ m. (5.89)

另一方面，假设我们要考虑零频率的解，由于它不能满足色散关系，因此解对应于指数增大或减小：

ϕ(x, t) = A1e
−κx +A2e

κx, κ = m. (5.90)

这正是超导体中 Meissner 效应的来源：我们考虑一个在 x > 0 处半无穷大的超导体，x < 0 处则对应真空。考虑

在 x < 0 加上一个均匀的静磁场 B(x < 0) = Bŷ，这就对应于真空中 k = 0 的平面波解。另一方面，在 x > 0 电

磁场获得质量，不存在零频率的平面波。因此我们预计 B(x > 0) = Bŷe−κx，其中 κ =
√
ρs 由质量所决定。因

此，远离边界后，超导体内部磁场为零，超导体具有完全抗磁性，即 Meissner 效应。

� 练习 5.9 Meissner效应 加入原始的 Maxwell 项后，电磁场的完整作用量写作

S[A] =

∫
dτdr

1

2

[
κϕ2 + ρsA

2
]
+

1

4

∑
µν

FµνFµν . (5.91)

请对这一作用量进行变分，推导出 A 满足的运动方程，直接计算验证上述 Meissner 效应。

5.4 电荷密度波与自旋密度波

除了超导/超流，实际系统还会出现其他各种新奇的长程序。在本章的最后，我们介绍一下固体材料和原子

气体中都经常出现的电荷/自旋密度波。我们考虑电荷场与自旋场

n(r, τ) =
∑
σ

ψ̄σ(r, τ)ψσ(r, τ), s(r, τ) =
1

2

∑
σσ′

ψ̄σ(r, τ)σσσ′ψσ′(r, τ). (5.92)

当系统具有平移不变性，密度场的期望值应为常数。如果在计算中发现

⟨n(r, τ)⟩ = Re [c0 eiq·r] (5.93)
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我们则称系统出现了电荷密度波（CDW），平移对称性被破缺。对于通常的格点模型，系统哈密顿量只有离散的

平移对称性，因此不会出现 Goldstone 模式。我们也可以在动量空间将电荷密度波的出现条件表示成对于某个非

零的 q 有 ⟨n(q, τ)⟩ ̸= 0。类似于超导序参量可以看成两个电子的束缚态，电荷密度波的序参量可以看成总动量

非零的电子空穴对的束缚态。对于自旋密度波（SDW），我们有

⟨s(r, τ)⟩ = Re [s0 eiq·r]. (5.94)

如果系统具有 SU(2) 的自旋转动对称性，自旋波破缺了自旋转动对称性和平移对称性，因此会存在自旋对应的

Goldstone 模式。我们也可以将这个条件写成 ⟨s(q, τ)⟩ ̸= 0。事实上，也有一些系统，配对场 ∆(r, τ) 出现空间方

向的周期震荡，这时我们称系统出现了配对密度波（PDW）。

我们以 Hubbard 模型为例讨论 CDW 和 SDW 如何出现。对于 Hubbard 的相互作用，我们可以将其分解成

Ĥint = U
∑
r

n̂r,↑n̂r,↓ =
∑
r

U

4
n2r − U(ŝzr)

2. (5.95)

对于 U > 0，我们看到第二项的希望通过 ⟨ŝzr⟩ ̸= 0 使系统能量降低，说明同一格点上的排斥相互作用希望系统

出现磁性序——SDW。类似的，第一项说明电荷的涨落在 U < 0 可以带来能量的降低：例如在半填充下，均匀

分布对应的相互作用能为NU/4；而如果系统一半格点占据数为 1/2+ δ，另一半占据数为 1/2− δ，相互作用能

则变成 NU/4 +NUδ2。因此同一格点上的吸引相互作用倾向于形成 CDW。

我们同样可以用路径积分的方法得到相同的结果。以 U > 0 为例，按照对于超导问题的讨论，我们利用

Hubbard-Stratonovich 变换引入辅助场

Z =

∫
DψDsDc exp

(
−
∫
dτ
∑
r

[∑
σ

ψ̄σ(∂τ + ϵ̂k − µ)ψσ − icrψ̄r,σψr,σ − srσψ̄r,σψr,σ +
c2r
U

+
s2r
U

])
.

(5.96)

我们将费米子积掉，就可以得到对 cr 和 sr 二次型部分的修正。类似4.3.1.2小节中的讨论，修正对应的项正是密

度-密度关联函数，结果可以写作

Seff =
1

2

∑
m,q

([
1

U
+ 2Π(q, ωm)

]
c(q, ωm)c(−q,−ωm) +

[
1

U
− 2Π(q, ωm)

]
s(q, ωm)s(−q,−ωm)

)
. (5.97)

这里，我们引入了

Π(q, ωm) = − 1

βV

∑
n

∑
k

G(k, ωn)G(k+ q, ωn + ωm) = − 1

V

∑
k

nF (ϵk − µ)− nF (ϵk+q − µ)

iωm + ϵk − ϵk+q
. (5.98)

假设系统会出现电荷/自旋密度波，按照之前的讨论，我们将二次型的系数 1
U ± 2Π(q, ωm) 在 ωm = 0 附近

展开，其零阶项的符号决定是否出现对应的长程序。容易看出，

Π(q, 0) = − 1

V

∑
k

nF (ϵk − µ)− nF (ϵk+q − µ)

ϵk − ϵk+q
> 0. (5.99)

因此，对于 U > 0，密度场 c的二次型系数总是正的，系统不会出现电荷密度波；而自旋场 s的二次型系数可正

可负，可能会出现自旋密度波。一般来说，系统的序往往会出现在系数 1/U − 2Π(q, 0) 最小的动量 q 上，具体

取值依赖于填充数。有趣的是，低极限下，极小化 1/U − 2Π(q, 0) 的过程可以有一个几何图像：如果我们希望
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5.4 电荷密度波与自旋密度波
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BCS

图 5.1: 半填充费米 Hubbard 模型中的费米面嵌套：左图对应 CDW/SDW，蓝色区域为原始被填充区域，红色为
平移 q = (π, π) 后在第一布里渊内的被填充区域，平移前后费米面完全重合；右图对应配对动量为零的 BCS 超
导。

Π(q, 0) 尽可能大，就需要分母的 ϵk − ϵk+q 尽可能小，即 k 处单粒子能量和 k+ q 处单粒子能量很接近；同时分

子要求 k 和 k + q 中只有一个态被占据。因此，我们可以先在布里渊区中画出费米面的形状，将其平移 q 矢量

后与原始图形画在一起，并调节 q 使得新的费米面与原来的费米面有近量大的交叠，同时新费米面与旧费米面

“内”“外”相交换。作为一个极限情况，平移某个 q 后新的费米面可能和旧的费米面完全重合，这时我们称系统出

现了费米面嵌套 (nesting)。

发生费米面嵌套后，响应函数 Π(q, 0) 在零温下会发生对数发散，导致任意小的 U 都能引发 SDW。以二维

正方晶格半填充情况为例，色散关系为 ϵk = −2 cos kx − 2 cos ky，如图5.1所示，系统在半填充极限 µ = 0 时会

发生动量为 q = (π, π) 的费米面嵌套。我们将对动量 k 的积分改写成费米面附近对能量的积分，就得到

Π(q, 0) ≈ ν

∫ Λ

−Λ

dϵ
tanh(βϵ/2)

2ϵ
≈ ν log(βΛ). (5.100)

这里 Λ ∼ O(1) 来自于我们将态密度近似成了常数。这与(5.71)式中的结果很接近，因此，发生费米面嵌套的系

统在相互作用下是不稳定的——无穷小的相互作用就能让系统出现 SDW 序。事实上，BCS 超导理论也可以看出

一种费米面嵌套：超导中发生的是两个粒子配对，和 CDW/SDW 相比差一个粒子-空穴变换。因此我们希望的是

发生配对的两个粒子具有相同的能量。对于有时间反演对称性的系统，k 动量的粒子与 −k 动量的粒子能量总是

一致的，因此总动量为 0 的配对总会发生费米面嵌套 (nesting)。

还需要指出的是，假设系统中有多个序都可能出现，我们则需要考虑所有可能的序参量，推导耦合着的能

隙方程，自洽求解从而确定能量最低的态。当然，由于忽略了量子涨落，平均场的结果并不总是正确的。例如：

在二维有限温度的系统中，Mermin–Wagner 定理保证 SU(2) 自旋对称性不会破缺，而平均场方法在有限温度仍

然会预言有限温度存在反铁磁相。因此，我们对于平均场预测的相图应该额外小心，最好还是与更加严格的数

值模拟相互佐证。最后，费米子系统中还存在着自旋液体、分数量子霍尔效应等等更加新奇的相，这些新奇相

仍然可以用平均场方法给出一定的理解，然而这时我们需要先对费米子算符进行一些变换，然后再用本章中介

绍的方法进行处理，有兴趣的同学请参考 Fradkin 的教材。

� 练习 5.10半填充 Hubbard模型的反铁磁 请依照对 BCS 理论的分析推导排斥相互作用 Hubbard 模型中的能隙方

程，并确定平均场理论中发生反铁磁相变的临界温度。
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第 6章 重整化群与临界现象

内容提要

h 实空间重整化群

h 动量空间重整化群

h 临界指数

h 非线性 sigma模型

6.1 截断与有效模型的能标

在之前的两章中，我们已经熟悉了量子场论中的微扰计算，现在我们来回顾一下微扰修正的基本形式。在(4.51)式

中我们计算了散射顶点的修正。简单起见，让我们关注于其动量依赖，顶点函数的修正形如

Γ(k,k,k) =− g +#g2 ln

(
4k2

Λ2

)
+ o(g2). (6.1)

这个结果说明假如我们关心的是 |k| ≪ Λ 的低能散射，圈图修正的贡献中包含一个巨大的因子 ln(k/Λ)，因此是

十分重要的。反之，如果我们关心的是 k ∼ Λ 的散射过程，这一因子是一个O(1) 的系数，导致圈图的贡献很小。

基于这一观察，我们可以将 Λ 看成有效理论的能标——理论中的原始参数 g 描述的是动量大约为 Λ 的粒子之间

的散射振幅。类似的结果也出现在我们对超导问题的计算中：在(5.71)式中我们发现配对场的二次项系数收到修

正后变为

a =
1

g
− ν log

(ωD
T

)
. (6.2)

我们可以将第二项看成对相互作用参数 1/g 的修正，ωD 对应于截断 Λ。这一结果说明在温度 T ∼ Λ 时，吸引

相互作用的强度为原始参数 g；当降低温度 T ≪ Λ 的时候，相互作用需要进行修正，等效的吸引相互作用变成

g′ = a−1，远大于高温下的吸引相互作用强度，因此系统会被相互作用主导，导致形成配对。

在我们之前计算中，我们给定了一个很大的截断 Λ，并通过圈图计算低能下修正后的散射振幅。上述讨论

启发我们考虑另一个方法：我们也可以直接在感兴趣的能量尺度（往往是低能极限）下写出系统的有效理论，这

时哈密顿量中的参数已经正确的描述了在相应能标下的散射振幅；然后我们试图建立低能下的有效理论和原始

理论中参数的联系——这便是重整化群方法。

6.2 实空间重整化群

我们现以一维经典 Ising 模型为例介绍重整化群方法的思路。其配分函数如(2.17)式：

Z =
∏
n

( ∑
σn=±1

eβJ
∑

n σnσn+1

)
. (6.3)



6.2 实空间重整化群

在练习2.2中我们已经知道了周期边界条件的一维经典 Ising 模型可以写成单个量子自旋的配分函数，因此是严

格可解的。这里我们先给出这一严格结果：我们可以将配分函数形式化的写成矩阵的乘积：

Z =
∏
n

( ∑
σn=±1

)
... eβJ

∑
n σnσn+1eβJ

∑
n σn+1σn+2 ...

=
∏
n

( ∑
σn=±1

)
...Tσnσn+1

Tσn+1σn+2
... = tr[TN ].

(6.4)

这里，我们定义了转移矩阵 Tσnσn+1
= eβJ

∑
n σnσn+1。引入 u = e−βJ，转移矩阵可以显式表达成

T =

u−1 u

u u−1

 , (6.5)

其本征值为 λ± = u−1 ± u。因此，容易得出 Z = λN+ + λN−；在热力学极限下第二项可以被忽略，因此得到

Z = λN+，对应自由能为

F = −β−1 lnZ = −Nβ−1 ln
(
u+ u−1

)
= −Nβ−1 ln (2 cosh(βJ)) (6.6)

容易看出，这一自由能是 β 的解析函数，因此系统在有限温度不发生热力学相变，总处于顺磁相。

接下来，我们试着用重整化群的方法重新得到这一结论。原始的微观模型描述的是每个格点之间的相互作

用，而我们希望得到的是系统在低能极限/大尺度下的等效相互作用强度。由于 Ising 模型在实空间易于求解，我

们采用实空间的自旋集团（block spin）重整化方法。在这一方法中，我们在每一步将相邻的几个自旋打包成一

个大自旋，然后推导出大自旋间的等效相互作用强度。这样，模型对应的空间尺度就增大了两倍；不断重复这一

步骤我们就得到的大尺度下系统的等效相互作用强度。类似的实空间重整化群方法还被用于多体局域化（MBL）

问题。对于我们考虑的经典 Ising 模型，这一过程非常简单：将两个自旋打包就是在计算 TN 时相将转移矩阵两

两相乘，即定义

T ′ = T 2 =

u2 + u−2 2

2 u2 + u−2

 ≡ C(u)

u′−1 u′

u′ u′−1

 , u′ =

√
2√

u2 + u−2
. (6.7)

这时，我们有Z = tr[T N
2 ]。C(u)是一个整体的因子，不对应于系统的耦合强度，因此并不重要。新的耦合强度 J ′

的信息包含在 u′ 之中。如果我们将这一变换继续下去，对应的就是不断对 u变量进行函数变换 f(u) =
√
2√

u2+u−2
。

因此，系统的性质就取决于函数 f(u) 的性质。在进行无穷多步的变换后，有效模型中的 u常常趋于函数 f(u) 的

不动点 u∗，满足 u∗ = f(u∗)。函数包含两个不动点，分别在 u∗ = 0和 u∗ = 1。u∗ = 0的极限对应零温 βJ → ∞，

系统严格处于铁磁态；u∗ = 1 的极限对应于无穷高温 βJ = 0，系统处于顺磁态。

如果我们从某个有限温度的微观模型出发，初始值 0 < u < 1。这时，需要研究系统在函数变换下如何演化。

我们可以研究两个不动点附近的行为：在 u∗ = 0 附近，我们可以把函数对 u泰勒展开，结果得到

u′ = f(u) ≈
√
2u. (6.8)

因此，在 n次变换后 u的取值按照 2n/2 指数增大，不断远离不动点——我们将这样的不动点称为排斥的。与之
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相对，如果我们在 u = 1 附近进行泰勒展开，就得到

1− u′ = (1− u)2. (6.9)

在多次变换下，u逐渐接近 u∗ = 1，不动点是吸引的。因此，对于任意初始条件在 0 < u < 1 的有限温 Ising 模

型，我们预期在不断向低能变换的过程中，有效模型的参数逐渐趋于 u∗ = 1，对应相互作用强度 βJeff = 0。因

此系统总是处于顺磁相，这与严格解的结论是一致的。

6.3 动量空间重整化群 - ϕ4理论

对于格点模型，实空间重整化群的思想非常直观；然而对于连续极限下的场论模型，在动量空间进行计算

更加方便。在这一节，我们就来介绍动量空间的重整化群方法。我们考虑的例子还是最简单的 ϕ4 模型：

Z =

∫
Dϕ e−SΛ[ϕ] =

∫
Dϕ exp

(
−
∫
dx

[
1

2
(∇ϕ)2 + r

2
ϕ2 +

g

4!
ϕ4
])

. (6.10)

这里我们考虑 d 维空间——物理上这一模型对应 d 维经典 Ising 模型的有限温配分函数，或是 d − 1 维的量子

Ising 模型的零温配分函数。最初，模型定义在某个截断 Λ 处，即系统中所有粒子的动量不能超过 Λ。按照重整

化群的思想，我们需要推导出截断为 Λ′ < Λ 的有效作用量，从而推断系统的低能性质。事实上，这一过程和辅

助场有效作用量的推导(5.68)非常类似：对 ϕ场的泛函积分可以写作

∫
Dϕ =

∫ ∏
|k|<Λ

dϕk =

∫  ∏
|k|<Λ

dϕk

 ∏
Λ′<|k|<Λ

dϕk

 , (6.11)

因此，定义在 Λ′ 能量处的有效作用量 SΛ′ [ϕ] 可以通过积掉动量大于 Λ′ 的模式得到

Z =

∫ ∏
|k|<Λ

dϕk

∫ ∏
Λ′<|k|<Λ

dϕke
−SΛ[ϕ]

 =

∫ ∏
|k|<Λ′

dϕk e
−SΛ′ [ϕ]. (6.12)

然后我们就可以对比 SΛ′ [ϕ] 和 SΛ[ϕ] 中各项的系数推导出类似(6.7)的参数变换关系，从而分析系统的低能性质。

方便起见，我们可以引入快变场 ϕf (x) 和慢变场 ϕs(x)，分别包含 Λ′ < |k| < Λ 和 |k| < Λ′ 的模式。原始的标量

场可以表示成 ϕ(x) = ϕf (x) + ϕs(x)。这时，我们可以将原始作用量写作

SΛ[ϕ] =

∫
dx

[
1

2
(∇ϕs)2 +

r

2
ϕ2s +

1

2
(∇ϕf )2 +

r

2
ϕ2f +

g

4!
(ϕs + ϕf )

4

]
. (6.13)

这里，我们利用了 ϕs 和 ϕf 动量不同的事实从而扔掉了形如 ϕsϕf 的项。接下来，我们就能利用费曼图的方法将

ϕf 场积掉，从而得到 ϕs 场的有效作用量。
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6.3.1 树图贡献

在最低阶，我们可以忽略在相互作用中 ϕs 和 ϕf 的耦合。在这一近似下，将 ϕf 积掉等价于直接忽略作用量

中 ϕf 的项。我们就得到零阶的有效作用量

SΛ′ [ϕ] =

∫
dx

[
1

2
(∇ϕs)2 +

r

2
ϕ2s +

g

4!
ϕ4s

]
. (6.14)

这一计算是不是就说明系统的相互作用强度并没有发生改变呢？答案是否定的，我们其实应该先将作用量中的

参数组合成无量纲的量。例如，当我们问相互作用是变强还是变弱的时候，我们其实应该问相互作用能相对于

动能有没有变得更大。在 SΛ[ϕ] 中，系统的能标是 Λ，因此无量纲的耦合参数写作

r̃(Λ) =
r

Λ2
, g̃(Λ) =

g

Λ4−d . (6.15)

这里，我们利用了 g 的量纲为 [k]∆g = [k]4−d。类似的，我们可以定义在 Λ′ 处的无量纲参数 r̃(Λ′) 和 g̃(Λ′)。由

于 r 和 g 没有发生变换，我们就得到

r̃(Λ′) =
Λ2

Λ′2 r̃(Λ), g̃(Λ′) =
Λ∆g

Λ′∆g
g̃(Λ). (6.16)

首先，在我们降低系统能标的同时，质量项 r̃(Λ) 随着 Λ 减小逐渐增大。这和我们的直观理解是一致的：在自由

格林函数的形式为 (k2 + r)−1，当动量 k 减小可以看成 r 在增大。另一方面，我们发现对于一般的相互作用参

数，在重整化群的演化下如何变化依赖于参数的维度 ∆g：当 ∆g > 0，g̃(Λ) 随着 Λ 的减小逐渐增大，我们称作

用量中对应的项是 relevant 的，这些项在低能下非常重要；当 ∆g < 0，g̃(Λ) 随着 Λ 的减小而减小，我们称作

用量中对应的项是 irrelevant 的，这些项在低能下可以忽略；如果我们恰好有 ∆g = 0，则称对应的项是 marginal

的——确定这些项在重整化群下的行为有时需要考虑更高阶圈图的修正。我们还可以通过考虑无穷小的动量壳

Λ′ = Λ− dΛ 把上述关系写成微分方程的形式，这就给出：

dr̃

d lnΛ
= −2r̃,

dg̃

d lnΛ
= −∆g g̃. (6.17)

对照4.2.2小节中的讨论，我们发现 irrelevant 的项正好对应于不可重整的项。因此，如果我们希望写出低能下

的理论，我们总可以只保留∆g ≥ 0的 relevant 的项，这时模型正好是可重整的。事实上，这就是我们写出有效理论

的一般原则：我们首先确定系统的低能自由度和对应的对称性，然后写出满足对称性要求的所有 relevant/marginal

项，然后对理论进行分析。对于 Ising 模型，我们假设它具有 Z2 对称性 ϕ → −ϕ，可空间转动对称性，这时在

d = 4，ϕ4 理论就包括所有低能下重要的项。这一讨论同时说明了低能物理的“普适性”（universality），系统的低

能性质往往只依赖于系统的对称性。

这一小节的分析忽略了不同动量模式的相互作用，因此只有当相互作用 g时 irrelevant 的时候才是成立的。这

就要求 ∆g < 0，即 d > 4。在下一小节我们将会看到，在 d = 4 的时候圈图修正导致相互作用 g̃ 也变成 irrelevant

的，因此 d ≥ 4 都有类似的物理现象。这时，系统中最重要的参量只有 r̃，当我们不断通过重整化群降低 Λ 时，

如果初始的 r̃ > 0，在低能下则会流向 r̃ → ∞，对应顺磁相；如果初始 r̃ < 0，在低能下则会流向 r̃ → −∞，系

统出现对称性自发破缺，为铁磁相；r̃ = 0 对应一个不稳定的不动点，被称为高斯不动点。不论在哪个相，系统
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都存在能隙，其大小正比于 |
√
r|（对于 r̃ < 0，可以参考(5.4)），因此实空间关联函数的形式可以近似为

G(x) =

∫
dk

(2π)d
eik·x

1

k2 + c|r|
∝ e−

√
c|r| |x| ≡ e−|x|/ξ. (6.18)

我们称 ξ ∝ 1/
√

|r| ∝ 1/
√
|r̃| 为系统的关联长度。发生二级相变处 r̃ = 0，对应的关联长度发散。更一般的来说，

在二级相变附近会有 ξ ∝ |r̃|−ν，其中 ν 被称为临界指数，这里取值为 ν = 1/2。事实上，ξ 和 r̃ 的关系可以直接

从重整化群方程(6.17)中看出。由于只有 r̃ 是低能下重要的参数，利用量纲分析可以将关联函数写成

G(x) =
1

xd−2
f(r̃(Λ),xΛ). (6.19)

另一方面，定义在 Λ′ 的理论应该给出相同的结果。因此，我们知道 f(r̃(Λ),xΛ) = f(r̃(Λ′),xΛ′)，暗示

(
∂

∂ lnΛ
+

dr̃

d lnΛ

∂

∂r̃

)
f(r̃,xΛ) = 0, f(r̃,xΛ) = g(r̃Λ2x2). (6.20)

因此，系统的关联长度正比于 1/
√
|r̃|。形如上式的重整化群方程被称为 Callan–Symanzik 方程。

除了联系参数与关联长度的 ν之外，人们还定义了一系列其他的临界指数α, β, γ, ....。这些临界指数都可以利

用 relevant 的耦合参数在重整化群下的行为得到，我们再来看一个例子：我们可以计算系统的比热 CV = T∂2TF。

在二级相变附近，这一二阶导数会出现奇异行为 CV ∼ |T − Tc|−α。为了计算 α，我们考虑无量纲化的自由能

βF = ΛDu(r̃(Λ))。这时，再次利用不同能标下自由能的自洽性，我们就得到 βF = C0r̃
d/2Λd。我们应该认为在

相变点附近 r 就对应于 T − Tc，因此求导得到 Cv ∝ r̃d/2−2，即 α = 2− d/2 = 2− νd。这一联系 α与 ν 的等式

被称为 Josephson 关系。

� 练习 6.1重整化群的另一种等价表述 在得到(6.14)后，我们不直接将其与 SΛ′ [ϕ] 对比的原因也可以解释成：由于

两个理论有不同的截断，因此无法直接对比出哪个理论有更强的相互作用。因此，动量空间重整化群也可以采

用另一种方案：我们将(6.14)式进行坐标变换，x → Λx/Λ′，这样对应动量的变换为 k → Λ′k/Λ，导致新的动量

截断又回到 Λ 处。请推导：

1. 为了保持动能项 (∇ϕ)2 系数不变，我们需要对 ϕ场也引入变换。请给出这一变换的形式。

2. 请验证变换后作用量中各项系数与(6.16)式一致——我们用不同的方法得到了相同结果。

6.3.2 圈图修正

对于 d < 3，随着能量降低相互作用逐渐增强，因此我们不应该忽略相互作用的贡献。这一小节中我们利用圈

图计算计入相互作用对重整化群流的修正。在(6.13)中积掉 ϕf 带来的就是对 ϕs 场散射顶点的修正 δΓ(k1,k2,k3)

和自能贡献 Σ(k)。一般说来，我们可以将结果形式化的写成

SΛ′ [ϕs] =

∫
dx

[
1

2
[1− Σ′′(0)] (∇ϕs)2 +

1

2

[
r̃(Λ)Λ2 − Σ(0)

]
ϕ2s +

1

4!
(g̃(Λ)Λ∆g − δΓ(0,0,0))ϕ4s

]
(6.21)

这里，只保留了所有 relevant 或者 marginal 的项：例如对于散射顶点的修正 δΓ(k1,k2,k3)，我们将其对于动量

ki 进行泰勒展开，展开的高阶项则对应形如 (∇ϕ)2ϕ2 的 irrelevant 项。因此我们只保留了 δΓ(0,0,0) 的贡献。我
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图 6.1: ϕ4 理论在 d < 4 的重整化群流示意图，摘自教材 [Condensed Matter Field Theory]。

们将这一结果和定义在 Λ′ 能量的有效模型进行对比

SΛ′ [ϕ] =

∫
dx

[
1

2
(∇ϕ)2 + r̃(Λ′)Λ′2

2
ϕ2 +

g̃(Λ′)Λ′∆g

4!
ϕ4
]
. (6.22)

首先我们看到动能项 (∇ϕ)2 的系数就是不同的——这源于我们曾经见过的场强重整化，它说明在 Λ 能标下引入

的 ϕs 和在 Λ′ 下的有效模型中的场还差一个比例系数。因此，我们先对(6.23)作变换 ϕs = ϕ/
√

1− Σ′′(0)：

SΛ′ [ϕ] =

∫
dx

[
1

2
(∇ϕ)2 + 1

2

r̃(Λ)Λ2 − Σ(0)

1− Σ′′(0)
ϕ2 +

1

4!

g̃(Λ)Λ∆g − δΓ(0,0,0)

(1− Σ′′(0))
2 ϕ4

]
. (6.23)

这样，我们就得到了圈图修正后的重整化关系

r̃(Λ′)Λ′2 =
r̃(Λ)Λ2 − Σ(0)

1− Σ′′(0)
, g̃(Λ′)Λ′∆g =

g̃(Λ)Λ∆g − δΓ(0,0,0)

(1− Σ′′(0))
2 . (6.24)

一般来说，比较方便的方式是考虑 Λ′ = Λ− dΛ。引入无量纲的圈图贡献 Σ(0) = Λ2σ0d lnΛ，Σ′′(0) = σ1d lnΛ，

和 δΓ(0,0,0) = g1Λ
∆gd lnΛ，我们就得到(6.17)式的相互作用修正

dr̃

d lnΛ
= −2r̃ − σ1r̃ + σ0,

dg̃

d lnΛ
= −∆g g̃ − 2σ1g̃ + g1. (6.25)

接下来，我们直接计算 ϕ4 理论的一圈图修正。事实上，相关的图已经在4.2.2小节给出。这里，所有内线来

自于 ϕf，因此动量在无穷小的球壳上，导致计算会变得非常简单。对于自能部分，我们有

Σ(k) =
q

k k

= −g
2

∫
dΛ

dq

(2π)d
1

q2 + r
= − g̃Λ

4−d

2

Ωd
(2π)d

Λd−1dΛ

Λ2(1 + r̃)
≈ − g̃

2

Ωd
(2π)d

(1− r̃)Λ2d lnΛ. (6.26)

这里，我们假设所有耦合参数都很小，保留到了参数的平方阶。结果给出

σ1 = 0, σ0 = − g̃
2

Ωd
(2π)d

(1− r̃). (6.27)
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接下来，我们考虑相互作用顶点的修正。由于我们只关心 Γ(0,0,0)，我们直接将所有外动量设为零，结果为

δΓ(0,0,0) = + + =
3g2

2

∫
dΛ

dq

(2π)d
1

(q2 + r)2
≈ 3g̃2

2
Λ∆g

Ωd
(2π)d

d lnΛ. (6.28)

这一计算给出

g1 =
3g̃2

2

Ωd
(2π)d

. (6.29)

将结果带入到(6.25)中得到

dr̃

d lnΛ
= −2r̃ − 1

2

Ωd
(2π)d

(1− r̃)g̃,
dg̃

d lnΛ
= −∆g g̃ +

3

2

Ωd
(2π)d

g̃2. (6.30)

这一微分方程可以用图示的方法来理解：我们将每个点上的梯度 (−dr̃/d lnΛ,−dg̃/d lnΛ) 用一个矢量表示出来，

就可以通过箭头方向判断参数在重整化群下的变化。结果如图6.1所示，共包含两个不动点。我们看到在 r̃∗ = 0，

g̃∗ = 0 处的不动点是排斥的，这与上一小节的分析相吻合。容易计算得到另一个不动点在 r̃∗ = ∆g/(∆g − 6)，

g̃∗ = 2∆g(2π)
d/3Ωd 处，这个新的不动点非常类似 d ≥ 4 的高斯不动点：对于一个方向是吸引的，对于另一个方

向是排斥的——这正好对应于二阶相变的行为。如果系统在低能下有效模型参数流动到 r̃ = ±∞，系统就处于顺

磁/铁磁相。值得注意的是，在考虑了相互作用的修正后，顺磁/铁磁相并不对应于原始模型中 r > 0 或者 r < 0，

而是需要由 r 和 g 的取值共同确定。例如，对于 r < 0，只要 g 足够大，系统仍然处于顺磁相。

最后，我们来确定系统中的临界指数 ν。我们将(6.30)式在 r̃∗ 和 g̃∗ 附近进行展开，结果为

d

d lnΛ

δr̃
δg̃

 =

−2 +
∆g

3
3

∆g−6
Ωd

(2π)d

0 ∆g

δr̃
δg̃

 . (6.31)

这一矩阵的本征值即为对角元 −2+
∆g

3 和 ∆g。在 d < 4，只有第一个本征值为负数，在低能下决定了系统的相。

因此，按照上一小节的思路，容易计算得到：

ν =
1

2−∆g/3
, α = 2 +

3d

6−∆g
, (1-loop). (6.32)
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