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1. ����������–������

�����	�������������������������. ��

����,���
��� q(t)��� q̇(t)�������
����,����

������
�� (�
��) ��, ��
�������������.

����������
������������ (Lagrange) �� (�	

�)L �. L ����

L = L(q(t), q̇(t), t),

�������� q(t) ����� q̇(t) ���. �	����������� S,

�

S =
∫ tf

ti

L(q(t), q̇(t), t)dt = S[q(t)], (1)

���� q(t) ���.

�������
�
������������,����������

������ qi = q(ti) ����� qf = q(tf ) ����, ������	� L

�
��� q(t) ��������	, ���, �
��
�� q(t), ����

� S[q(t)] ��	

δS[q(t)] = 0.

�����

δS[q(t)]=
∫ tf

ti

∑
j

(
∂L

∂qj
δqj +

∂L

∂q̇j
δq̇j

)
dt

=
∫ tf

ti

∑
j

[(
∂L

∂qj

)
δqj +

d
dt

(
∂L

∂q̇j
δqj

)
− d

dt

(
∂L

∂q̇j

)
δqj

]
dt
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=
∑

j

(
∂L

∂q̇j

)
δqj |tf

ti
+

∫ tf

ti

∑
j

[
∂L

∂qj
− d

dt

(
∂L

∂q̇j

)]
δqjdt, (2)

���	��� δq(ti) = δq(tf ) = 0,� δqj ��������,��������

����, 
� (2) �	����������, ������
��
����

���–������
d
dt
∂L

∂q̇j
− ∂L

∂qj
= 0. (3)

�������������
�� (�
��).

��–����������
����. ����������
�
, �

��
���

mẍ = −∂V (x)
∂x

. (4)

����, �������	��

L =
1
2
mẋ2 − V (x), (5)

������

S[x(t)] =
∫

dt
[
1
2
mẋ2 − V (x)

]
,

��, ������	�, ������	�	 δS = 0 ����–������

(3) �, �
�	� (5) ��	, �������
�� (4) �.

2. �����������

�����	�����������������	������. ���

�������,�
������������������������
	

�, ��	�������, �����
	���������������


�. �����	� L(q(t), q̇(t), t), �������
������
���

pj =
∂L

∂q̇j
, (6)

�����	������ qj , pj ���. ��	� L(q(t), q̇(t), t) ����

dL =
∑

j

(
∂L

∂qj
dqj +

∂L

∂q̇j
dq̇j

)
+
∂L

∂t
dt

=
∑

j

(ṗjdqj + pjdq̇j) +
∂L

∂t
dt

=
∑

j

(ṗjdqj − q̇jdṗj) +
∂L

∂t
dt+ d

∑
j

(pj q̇j), (7)
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���

d

⎛
⎝∑

j

pj q̇j − L
⎞
⎠ =

∑
j

(q̇jdpj − ṗjdqj)− ∂L

∂t
dt. (8)

����	��� H(q(t), p(t); t)

H = H(q(t), p(t); t) ≡
∑

j

pj q̇j − L(q, q̇, t). (9)

(9) ��������� q̇ ��� (6) �����
� p, ������ q �
�

p ����	��� H = H(q(t), p(t), t). ������

dH =
∑

j

(q̇jdpj − ṗjdqj)− ∂L

∂t
dt.

=
∑

j

(
∂H

∂qj
dqj +

∂H

∂pj
dpj

)
+
∂H

∂t
dt. (10)

�	�������, �
�� (3) ����

∂H

∂pj
= q̇j ,

∂H

∂qj
= −ṗj ,

∂H

∂t
= −∂L

∂t
. (11)

�� (11) ��	�����
��, ���–������ (3) �����. �	

�
���, ��������
�� (3) ��������, ��������


�� (11) �������������, �����
���.

�	�������,�� q ��
�
� p�����������. ��


���� A = A(p, q) ���������. � B = B(p, q) ���
����,

���	�
���������	� (Poisson)� {, }

{A,B} =
∑

j

(
∂A

∂qj

∂B

∂pj
− ∂A

∂pj

∂B

∂qj

)
. (12)

�����, 	���������������

{A,B} = −{B,A},

{αA+ βB,C} = α{A,C}+ β{B,C},

���
�
 (Jacobi) ���

{A, {B,C}}+ {B, {C,A}}+ {C, {A,B}} = 0,
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����� (Leibniz) ��

{A,BC} = B{A,C}+ {A,B}C.

	������� (	��) ���������	�� (��) ���.

�������	���

{qj , qk} = 0, {pj , pk} = 0, {qj, pk} = δjk. (13)

��
��������������	��� H(p, q) ��. �������

��

Ȧ =
∑

j

(
∂A

∂qj
q̇j +

∂A

∂pj
ṗj

)

=
∑

j

(
∂A

∂qj

∂H

∂pj
− ∂A

∂pj

∂H

∂qj

)

= {A,H}. (14)


����������
�
, 
����	� (5) ��	 (6) �, �
���

��
�
�

p =
∂L

∂ẋ
= mẋ, (15)

����	��� (Hamiltonian) �

H = pq̇ − L = H(q, p, t) =
p2

2m
+ V (x), (16)

��	 (14) �����
��

ẋ= {x,H} =
∂H

∂p
=

p

m
,

ṗ= {p,H} =
∂H

∂x
= −∂V

∂x
.

(17)

(17) �����
�� (4) �.

�
���������, �������
������	�����,

���������
�������, ������. ���������


����	����.

3. ��������–������������

���
���	�����������, ����	������
�

	��–
�
��,�����
����������������
� (q(t),
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p(t))��� (q(t0), p(t0))������,����������	�����

S = S(q, t; q0, t0).

���,�
��� S ����������������,������

�������, ������	��
��� (���
�����) ���, �

�, ���
����������, ��	�����, ��

Scl = S(q, t; q0, t0) =
∫ t

t0

L(qc(t), q̇c(t), t)dt, (18)

��, qc = qcl(t), q̇c = q̇cl(t) ��������	��
�� (3) ��	�

q(t0) = q0, q(t) = q. (19)

�����	����� Scl ��	��� q, t, q0, t0 ����. ��� (�

�) �	 (19) �����, ���������. ��������, �

�������, ������� t �������� q = q(t). �����

����	���, ����������

S =
∫ t

t0

(
∂L

∂q
δq +

∂L

∂q̇
δq̇

)
dt

=
∂L

∂q̇
δq |tt0 +

∫ t

t0

(
∂L

∂q
− d

dt
∂L

∂q̇

)
δqdt. (20)

�� (20) �������	
�� (������, ����
�����)

���, � (20) ���	����	��, ���	��, 	����, �

δS = pδq,

��
∂S

∂q
= p. (21)

��, �����, ��

δS = −p0δq0,

�
∂S

∂q0
= −p0. (22)

��� (8) �,
dS
dt

=
∂S

∂t
+
∂S

∂q
q̇ =

∂S

∂t
+ pq̇ = L, (23)

��, ���
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∂S

∂t
= L− pq̇ = −H

(
q,
∂S

∂q
, t

)
. (24)

(24) ���	��–
�
��.

�	��–
�
���, ��
���������� (24)���	 (21)�

(22)���� S(q, t; q0, t0),������������
	�
���� q(t), p(t).

������, ���
���	
����������� (q0, p0)��� (q, p)

�����, �	����� S(q, t; q0, t0) ����������, �����


��������� t0 �	 q0 ��������� t �	 q.

�������	�
�, (21) ���,

∇S = p ,

��������� S �,���	��–
�
����
	����� S �

�����
�������, �����������
�������, ��

�	��–
�
����������������������������

���, ���������������������.

�������������

�������������, ���������, ��
�������

�������.

1. ������ (���)

�������
����
�����������
�. ������


	����� ψ(x, t) ���. 
�������������� ψ(x, t) ���

��
�. 
�, ����
�, ��
� x̂ �
�
� p̂ ���

x̂ �−→ x ,

p̂ �−→ −i�
∂

∂x
,

���	���
� Ĥ ���

Ĥ �−→ p̂2

2m
+ V (x, t) .

��
���, ����
	�������������, �

i�
∂

∂t
ψ(x, t) = Ĥ(x, p)ψ(x, t)

=
(
− �

2

2m
∇2 + V (x, t)

)
ψ(x, t). (25)

� Schrödinger E. Ann. Phys., 1926 (79): 361, 489, 734; 1926 (80): 437; 1926 (81): 109.



� � · 7 ·

���	��������, �����
	�����	����

Ĥ(x, p̂)ψn(x, t) = Enψn(x, t).

�����, �������������	�, ���
	��

��
.

2. ������ (���)

�������������������� (
����), 
���	


��������������, ����������
��������

��


���� ���
�

p, q =⇒ p̂, q̂


������, �

[q̂, p̂] = i�.

������
�����	�� {, }����������� [, ]�
��

��, �
���� ����

dA
dt

= {A,H} =⇒ dÂ
dt

=
1
i�

[Â, Ĥ]

{A(q, p), B(q, p)} =⇒ 1
i�

[Â(q, p), B̂(q, p)]

(26)

������������. ���
�, ���
������, ��
��

�������� (���) �.

3. ������ (���, ���)

��������� (1925∼1927�),���������
�������

�������
	��
����. 1942�,�	
�	
�������	�

���, �������.

��������, ������� tb ��
	� ψ(xb, tb) ������

�� ta(< tb) �������
	� ψ(xa, ta) ��, �

ψ(xb, tb) =
∫

dxaK(xb, tb;xa, ta)ψ(xa, ta) , (27)

� Heisenberg W Z. 1925. Phys., (33): 879.

� Feynman R P. 1948. Space time approach to non-relativistic quantum mechanics. Rev Mod

Phys., (20): 367∼387; The principle of least action in quantum mechanics. Princenton University,

1942.
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��, ��������

K(xb, tb;xa, ta) =
∑

����

const · e i
�

S[x(t)], (28)

�

S[x(t)] =
∫

dtL(x(t), ẋ(t), t) (29)

������. �	
������������ (xa, ta) � (xb, tb) �����

�����, ����� [x(t)] ����
 � const · e i
�

S[x(t)]. ��������

������,���� K(xb, tb;xa, ta)�� x(ta) = xa � x(tb) = xb �����

[x(t)] ���
���, ��������������	�� (����) , ��

�	
����.

������	����� (����������
������)���

����	���������, �	����, ��	
������ (���

���) �������������. �������
����������

���, ���, ����	���	
�	�, �
���� K(xb, tb;xa, ta) �

������������������������ (Dirac).

1933 ����� � The Lagrangian in Quantum Mechanics �����“�

�������������	�����
�����. �������
�

��������������	���. ��, �����������	�

���
����������. ��, �������
����� —— �

�����. �	����	�� —— �����. ���������	��

���
��
�����. ��
���
	, ��������������

�����. �����, ��
����–�����
�������

����. ������–�����
����������������, �

�������������. ������, �
�����������


�	���� (��������	����). ��, 
����������

�������. �������������������–�����
�

�.”

��, ���
�	�
��� (p, q) � (P,Q), ������, �����

���� q � Q. � S ��������, ������

p =
∂S

∂q
, P = − ∂S

∂Q
. (30)

������
����
����������������� t, 
����

�	 qt, pt ����� T �	 qT , pT ��������� (30) �����. �

� Dirac P. 1933. Zeitschr Sowjctunion Phys., (3): 64∼72.
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q = qt, p = pt�Q = qT , P = pT , S ���	����� T � t ���. ����

���, qt, pt � qT , pT �������� (qt | qT ) ����, ��

(qt|qT ) ��� exp
{

i
�

∫ t

T

dtL
}
,

�� L ��	�. ���� T � t ����, �

(qt+dt|qt) ��� exp
{

i
�
dtL

}
.

��, �	

��������, ��
��
����������


����������, ����	���� (ensemble of path) ������

����. ����, ���������������������, ��
�



����������������. ����������������

� (global) �����������.

��, ��������
	����
	������	��
�. ��

� S[x(t)]������, ���������������� (Lorentz)���

�, �����������������, ���, �	
��������

�
	������������.

�����������	��, ����
	, �����
�����

�������, 
�	�������������.

������, �������, 
�,���������������

� · · · · · · ��������, ��������������.

�������������������
��
	, ��������

���������
	����, �������, ����������

����.

��������
�����
	�, 
���, �
�������


����, ������	�����
�������������.

	��
	����	, �����������
	��, ��
���

���������, ������������	������	�	. �

1979 � Duru � Kleinert � ��������������� (Kustaanheimo-

Stiefel��),��
���������
�
	�. ���������	�

�����	���������������
	�������, ����

���������������������.��
 (Gell-Mann)���

���“����������
������
���, ������
���

��, ���������
���.” �

� Duru I H, Kleinert H. 1979. Phys. Lett., (84B): 185.

� Gell-Mann M. 1989. Phys. Today, (43): 50.
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1.1 ������������

��������������������������������, �

������������, ������������.

�������������������������������, ��

������.

����� �������������� (Hilbert) �� (����) �

�����, ����� (���). ������������������. �

����������������. �������������, �����

�����.

������� �������������������, �����

�������������	�, �������������������.

���� �������������	��. ���������� (�

������), �����	������� (�����) �����.

����� ��		�
����	�
��, �����������.

��������, ��������
�����	�, �
��	�
�

��������, �
� t �
	�, ������� F (q, p) �
��	��

	�
����

d
dt
F (q, p) ≡ {F (q, p), H(q, p)}. (1.1)

����� ��������, �����	������������

�������������.

�������������, �������������������

��������������. �������	�, ��� |A〉��� 〈A|�
�� 〈A|B〉��� |A〉〈B| · · · · · ·
	����	�������������. ������������


��������	�, ���������	�	���, ��
����

��������. �������������	�������
, ����

�������.
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1.1.1 �������������

����(����)  V ��	��� n�����,�������� |〉
��, ���������, �� |〉 ����		�, � |A〉 ∈ V .

���� {|A〉} �����	�, �����	��

|A〉+ |B〉 = |B〉+ |A〉.

�����	��, ���������, �

µ(λ|A〉) = (µλ)|A〉, µ, λ ∈ C

λ(|A〉 + |B〉) = λ|A〉 + λ|B〉.

����������������
���. �� m��� |A1〉, |A2〉, · · · ,
|Am〉����,���
�������������������, �����

����, �����
m∑

i=1

αi|Ai〉 = 0, αi ∈ C

�������	 αi = 0, ��������.

������������	�	� n ��������	. � n ����

��, �� n ����� {|Ai〉}n1 , �����
��� |ψ〉 ���������
��, �

|ψ〉 =
n∑

i=1

αi|Ai〉.

���� ���� V �����	, ��� 〈 | ��, � 〈φ| ∈ hom(V,C)

〈φ| : V →C,

|A〉→〈φ|A〉 ∈ C,

	���

〈φ|(λ|A〉 + µ|B〉) = λ〈φ|A〉 + µ〈φ|B〉,

������������, 〈φ| ∈ hom(V,C).

��������	�� {〈φ|},�����	�������	,���	

��	�������	. ���� V ������	������	����

�� V ∗, ������, �������� V �����, �

〈φ| ∈ V ∗, V ∗ = hom(V,C).
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���������� V � V ∗ 	����	, ����������, �

V ∗ = hom(V,C), V ∗∗ = hom(V ∗,C) ≈ V. (1.2)

��
������, (1.2) �	����� V ∗∗ ⊃ V . ����� V � V ∗ �

���	���
��� 〈φ| ∈ V ∗ � V = {|A〉} ����	, ����
���

|A〉 ∈ V �����
〈φ|A〉 ∈ C.

���������� 	������ V ����� V ∗ �������

������	� l, ����	�, ��

l : V →V ∗,

|A〉→ |A〉 ≡ 〈A| ∈ V ∗,

��
��� |A〉 ∈ V , ������� (
� 〈A|) � |A〉 ����. ��	�	

������

(|A〉+ |B〉)= 〈A|+ 〈B|,
λ|A〉=λ∗〈A|,

���	������������.

���������� V ��	��	��, ���	������
��

�������. �������������������������	�,

�	��	���������� V = {|〉}(���� V ∗ ��)����	�


��, �� V � V ∗ ���������	� l,������� V �
���

�� |A〉 � |B〉 �	�������, � V ��	���	������. 
�,

��������	� |B〉 → |B〉 ≡ 〈B|, ��
��� |A〉 ���, � 〈B|A〉 ∈ C,

���� |A〉��� |B〉���
.��	��	��� |B〉��� |A〉���

, � 〈A|B〉 ∈ C. �

〈B|A〉 = 〈A|B〉 = (〈A|B〉)∗.

��, ������ |B〉 = |A〉, � 〈A|A〉 ���	. ��
��	�	 |A〉 = 0 �,

�

〈A|A〉 > 0, (1.3)

����	 〈A|A〉 ����
(〈A|A〉) 1

2 ≡ ||A〉|
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��� |A〉 �	, ������ (Schwartz)������

|〈A|B〉|2 � 〈A|A〉〈B|B〉. (1.4)

	��
������� V (���� V ∗ �) ����������. ���

����, �� V � V ∗ ��������	��������	�, � V � V ∗

��	����������. ��, ����� V ��	��������
,

V ������, �
� V � V ∗ ����������������	�.

���� ������� V ������ L̂,�� V �
��� |A〉	�
� V �������, �

L̂ : V →V,

|A〉→ L̂|A〉 ∈ V,

�	���

L̂(|A〉 + |B〉)= L̂|A〉+ L̂|B〉,
L̂(λ|A〉)=λL̂|A〉,

� L̂ ��������������, L̂ ∈ hom(V, V ).

������� V ��������
� {L̂}. 	����������, �

�	�������		�. 
�, 	�������	���	������	

�

L̂1|A〉+ L̂2|A〉 = (L̂1 + L̂2)|A〉;
	����	�	���	���	�	�

L̂(α|A〉) = (αL̂)|A〉.

�����������������. 
��, 	���������	��	

��������	�

L̂1(L̂2|A〉) = (L̂1L̂2)|A〉,
	�����	���	������, �

L̂1(L̂2L̂3) = (L̂1L̂2)L̂3,

�����������������

L̂1(L̂2 + L̂3) = L̂1L̂2 + L̂1L̂3.
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��, ������������, �

L̂1L̂2 �= L̂2L̂1.

��������������������	, ����	��������

	.

���� 	����� V ��	��������, � V �����. V

���� |A〉 � |B〉, �������, �

〈A|B〉 = 0,

����������.

� n ��������� n ��������, 
� {|Ai〉, i = 1, · · · , n}, V
�
��� |ψ〉 �����

|ψ〉 =
n∑

i=1

ci|Ai〉, ci ∈ C. (1.5)

��������, �
�������� n ��� {|Ai〉} ��, �
�
��

����� n ��������, 
� {|ei〉, i = 1, · · · , n}, ��

〈ei|ej〉 = δij . (1.6)


�, �
������ (Schmidt) �������
�

� |e1〉 ��
λ1|e1〉 = |A1〉, |λ1|2 = 〈A1|A1〉.

� |e2〉 ��
λ2|e2〉 = |A2〉 − p̂1|A2〉, (1.7)

��, ���� p̂1 ≡ |e1〉〈e1| ���
��, ������, �

p̂2
1 = |e1〉〈e1|e1〉〈e1| = |e1〉〈e1| = p̂1.

������, 
��� |ψ〉 �����	 |e1〉 ��, �

p̂1|ψ〉 = |e1〉〈e1|ψ〉 = 〈e1|ψ〉|e1〉.

�� |A2〉 � |A1〉 ����, �� (1.7) �����, ��� |e1〉 �������,


������ λ2 ��� |e2〉 ��.
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��, �� |e3〉 ��

λ3|e3〉 = |A3〉 − p̂1|A3〉 − p̂2|A3〉,

p̂2 ≡ |e2〉〈e2|������� |e2〉��
��. �������,��� |e1〉�|e2〉
�������, 
������ λ3, ��� |e3〉 ��. ���, ��� n ��

������ {|ei〉, i = 1, · · · , n}, ���� (1.6) �.

���� � n����� V ��� n�������� {|ei〉, i = 1, · · · , n},
����������� (�����), V �
��� |ψ〉 ���������
����, �

|ψ〉 =
n∑

i=1

ci|ei〉, ci = 〈ei|ψ〉 ∈ C. (1.8)

��

〈ψ|ψ〉 =
n∑

i=1

c∗i ci =
n∑

i=1

〈ψ|ei〉〈ei|ψ〉 = 〈ψ|
n∑

i=1

|ei〉〈ei|ψ〉, (1.9)

��� V �
������, �������
n∑

i=1

|ei〉〈ei| =
n∑

i=1

p̂i = I. (1.10)

�������, 
����� L̂ �������������. 
�, �

L̂|ej〉 ���������

L̂|ei〉 =
n∑

j=1

Lji|ej〉,

��, �	

Lji = 〈ej |L̂|ei〉.
�
�� L̂ ��
�

L̂ =
n∑

i,j=1

|ei〉Lij〈ej |, (1.11)

��������� (Lij) ��, ��������. ��, �������		

�, ��������		����. ������, �����	������

�������, ������������, �������
�.

������ ��������������. ��	��������

���
�	�,����������	����. ��� L̂�
��� |ψ〉�
��, ���

|φ〉 = L̂|ψ〉,
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��������	�

〈φ| = L̂|ψ〉 = 〈ψ|L̂†,

�������
����� L̂ �	��
�	�

† : L̂→ L̂†

	���

(L̂1L̂2)† = L̂†
2L̂

†
1. (1.12)

� L̂† �������� L̂ ����� (Lij) ���
�

L†
ij = L∗

ji. (1.13)

�������������	� Û , ���		�������, �	��

	����������, �
�	�����

|φ〉 = Û |ψ〉,

Û−1|φ〉 = |ψ〉.

������� (�����������), ���������������

����, ��������, ������	����, ���������

�����.

������, ������

Û−1Û = Û Û−1 = I,

(Û V̂ )−1 = V̂ −1Û−1.
(1.14)

������, ������	�
��

(1) ����
Â† = Â. (1.15)

�����, ����� p̂, ���� x̂, 	�
�� Ĥ, · · · ���������
(����������) ������;

(2) ����
Û † = Û−1. (1.16)

��	���������, 
����������.

������� � n����� V ��� n��������� {|i〉, i =

1, · · · , n}, ��

〈i|j〉 = δij (�����)∑
i

|i〉〈i| = I (����) (1.17)
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V �
��� |ψ〉 �������������

|ψ〉 =
n∑

i=1

ci|i〉, ci = 〈i|ψ〉 ∈ C, (1.18)

�
����� Â �����

Â =
∑
ij

|i〉Aij〈j|, Aij = 〈i|Â|j〉 ∈ C, (1.19)

������������, �����������������, �����

��

Â = (Aij), |ψ〉 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

c1

c2
...

cn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 〈ψ| = (c∗1, c

∗
2, · · · , c∗n). (1.20)

������		�, �������	����.

������������ {|i′〉} ����, ��������	����,

�
������������
���		, ����	�.

����������	����	�. ��,	����	� Û �����

���� {|i〉} 	�� {|i′〉}, �

|i′〉 = Û |i〉=
∑

j

|j〉〈j|Û |i〉

=
∑

j

|j〉Uji, Uji = 〈j|Û |i〉.

������� {|i〉} �����������, �������� {|i′〉} ��
����������, ����� Û ������, ����� (Uji) ��
���.

���, ���	������� |i′〉 = Û |i〉 �������

〈j′|i′〉 = 〈j|Û †Û |i〉 = δji = 〈j|i〉,

�

Û †Û = I.

��, 
���������
∑
i′
|i′〉〈i′| =

∑
i

Û |i〉〈i|Û † = Û Û † = I,
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��

Û †Û = Û Û † = I,

�

Û † = Û−1.

���	��, ��� |ψ〉 ��������� Â �����	��

|ψ′〉 = Û |ψ〉, Â′ = Û ÂÛ−1 = Û ÂÛ †. (1.21)

��	��		����	��, �		��������.

����� ���� (�����) ��������	�������

�. ��������� Â, ���������
��� |α〉, ��

Â|α〉 = α|α〉, (1.22)

��� Â ��� |α〉 ���,�����	 α��� |α〉 ��, ���, �� Â �

���		�� |α〉 ���, �
�� |α〉 ���� Â ����� α �����

(����).

��
���������
������ Â† = Â ����������

���

�� 1 �����������	.

���� Â† = Â, ��� (1.22) ����� 〈α| �

〈α|Â|α〉 = α〈α|α〉, (1.23)

��� (1.22) ������
�	��

〈α|Â = 〈α|α∗,


������� |α〉 �� (1.23)����

(α− α∗)〈α|α〉 = 0.

������	�������, � 〈α|α〉 > 0. ���

α = α∗,

������������	.

�� 2 ��������������������.
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�� |α〉�|β〉 ����� Â ��������� α�β �����. �

Â|β〉 = β|β〉 ���
�	�, �	��� 1 �

〈β|Â = 〈β|β,

���� |α〉 �� (1.22) ��� 〈β| ���

(α− β)〈β|α〉 = 0,

�� α �= β, �� 〈β|α〉 = 0.

�� 3 ������������������.

��������������, ���������	� n������

�����. ����	�, �����
�����	�������, �

Â′ = Û ÂÛ−1 = diag(λ1, λ2, · · · ).

�������� n �������, ����� n ������������.

��� 2 �,�������������������. ����������

��,���������,�������
���������������,

���� n ����������, �������.

�� 4 ������������,����
������, ����


�����������. ����, ����������
��������

���, �������.

������� Â ����� λ �������
, ���� Â ����

��� B̂, ���
������ |λ, µ〉, µ � B̂ ����. �
�������

�
���, ������� (������������). ��	����

	��,��
����� Â�B̂ �������� Ĉ, �����
�����.

���, 	��������������,��� n �����������

������� (���), ���������, ��������������

���������.

1.1.2 �����������

������	�������������������	��. ���

������
����������� ——�������	������


�������. �������������������. ������	

n → ∞ 
, 
�
������. 
�, ��
������ V , ����� V ∗

�	�
��	�����. �� (1.2) ��
��, �

V ∗∗ = hom(V ∗,C) �= V,



· 20 · � 1 � ������������

n ������ n ������������. ���
������,����

������.

����������� ���	���������� (n �) �, ��

��	 n ���
�
, �

�
��	������. �� n �����, n

�������������, ���
��������. ��� n → ∞ 

�
������, �������
��	.

�����, ��
��� |ψ〉 ����������	 {|Ai〉} �����
n∑

i=1

ci|Ai〉 ��, ������
�� (�� ε-N �), �

∣∣∣∣|ψ〉 −
n∑

i=1

ci|Ai〉
∣∣∣∣ < ε, � n > N(ε),

�����	 {|Ai〉} ����	.

������	, ���������������, ����������

	 {|i〉}, ��
〈i|j〉 = δij , i, j = 1, 2, · · · ,∞, (1.24)

��, ���� |ψ〉 �	��������
n∑

i=1

λi|i〉, λi = 〈i|ψ〉,

��, �	 {λi} ����� (Bessel) ���, �
n∑

i=1

|λi|2 � 〈ψ|ψ〉, � n > N(ε). (1.25)

���, ��	������
∣∣∣∣|ψ〉 −

n∑
i=1

λi|i〉
∣∣∣∣ < ε, � n > N(ε), (1.26)

��
∞∑

i=1

λi|i〉 ����� |ψ〉, 
�

|ψ〉 =
∞∑

i=1

λi|i〉 =
∞∑

i=1

|i〉〈i|ψ〉.

�����
������, �
������������
�
∞∑

i=1

|i〉〈i| = I. (1.27)
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(1.24)� (1.27)��
��������������� {|i〉}��������
�.

���	���������, ���������
, ���������

�, ���� δij 	������ δ �	.

������, �
����	����������������. ���

��,��������	�,����������������� x̂, ����

p̂,��	�
� Ĥ . �������������,������
��� |ψ〉�
�����. �����
��������	�� (representation).

1. ����

����� x̂ ������ {|x〉} �����, �����������

〈x|x′〉 = δ(x− x′),
∫

dx |x〉 〈x| = I. (1.28)


��� |ψ(t)〉 ��������

|ψ(t)〉 = I |ψ(t)〉 =
∫

dx|x〉〈x|ψ(t)〉 =
∫

dx|x〉ψ(x, t),

��, �	 ψ(x, t) = 〈x|ψ(t)〉 ��� |ψ(t)〉 ���������	, �����

���	. ��	 ψ(x, t) �����������
����, |ψ(x, t)|2 ���
��������
����.

2. ����

��, ������������� {|p〉} �����, ��������

���, �

〈p| p′〉 = δ(p− p′),
∫

dp |p〉 〈p| = I. (1.29)

����� |x〉 ����� |p〉 �������	�����	�����

〈x| p〉 = 1√
2π�

e
i
�

px = [〈p|x〉]∗, (1.30)

�

ψ(x, t) = 〈x|ψ(t)〉 =
∫

dp 〈x| p〉 〈p|ψ(t)〉 =
1√
2π�

∫
dpe

i
�

pxφ(p, t), (1.31)

��, �	 φ(p, t) ≡ 〈p|ψ(t)〉 ���	������������	, |φ(p, t)|2 �
����������
����.
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3. ����

�
, 	��	�
�������� {|n〉} ����� (��������

����), ������������, �

〈n|m〉 = δnm,∑
n

|n〉 〈n| = I.
(1.32)

��	�

ψ(x, t) = 〈x|ψ(t)〉 =
∑

n

〈x|n〉〈n|ψ(t)〉 ≡
∑

n

ψn(x)Cn(t),

|Cn(t)|2 ��������
��. ��� {Cn(t)} �, ���	������

��. �� {Cn(t)} 	�	�� (Cn(t)), ���
�����	���. ���,

ψ(x, t), φ(p, t), Cn(t) �������	�����	������, �����

(��	) ���������.

1.1.3 ������������������

�����
����������� (picture). �����
���

�������������, �������	����. 
�, �����


����������		, ���������		, ������
��

		���������, ���������. ����	�����, 
��

�	��, �������������������. �������	, ��

��������������, ��� 4 �������

�������

�����.

�����	������ |ψ〉(���������) ��� Ô(�����

��������) ������������, �
�����������

〈ψ| Ô |ψ〉����������� 〈φ| Ô |ψ〉�����������	 〈x|ψ(t)〉 =

ψ(x, t) ����. 	�	�
� Ĥ ���������
���, �����

����
�������������������

�����. ���

�����
��������, �
�������������, ����

�	�����.


�, ������������
���, ��������
���

��������, �

(〈ψ|Ô|ψ〉)(t) ≡S 〈ψ(t)|ÔS |ψ(t)〉S ,
�������������������, �

(〈ψ|Ô|ψ〉)(t) ≡H 〈ψ|ÔH(t)|ψ〉H =S 〈ψ(t)|ÔS |ψ(t)〉S , (1.33)
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��, ���������������S���H�, ������������

�������. ���
������	�, 
��������, �����

�
, ����.

1. �����

�����
��, ���	�
����, �� |ψ(t)〉S �������
��. 
�, ���
�������
, �����������������


��, �

〈x|ψ(t)〉S = ψ(x, t),

〈p|φ(t)〉S = φ(p, t),

〈n|C(t)〉S = Cn(t).

����������������������������
����.��

��, ������ t = t0 
��� |ψ(t0)〉S , 
	��������
�
�

��� |ψ(t)〉S , ��������, �

|ψ(t)〉S = Û(t, t0)|ψ(t0)〉S , (1.34)

Û(t, t0) �����, �� t→ t0 
, �

lim
ε→0

Û(t0 + ε, t0) = I. (1.35)

��
����, ���������
�	�, ���

Û †(t, t0)Û(t, t0) = I,

� Û(t, t0)������. �������,�����
������� Û(t, t0)

���

i�
∂

∂t
Û(t, t0) = ĤÛ(t, t0), (1.36)

�����

Û(t0, t0) = I. (1.37)

������

ln Û(t, t0) = − i
�

∫ t

t0

dtĤ(q, p, t). (1.38)

�	�
��	�
�
, (1.38)������

Û(t, t0) = Û(t− t0) = e−
i
�
(t−t0)Ĥ . (1.39)
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2. �����

���������	����
�������������, ����

��
�	�. 
����
������������
�, ���

|ψ〉H = |ψ(t = 0)〉S , ÔH(t = 0) = ÔS . (1.40)

��
���, �������������������

|ψ〉H = Û−1(t)|ψ(t)〉S = e
i
�

Ĥt |ψ (t)〉S , (1.41)

��, 
���	������	���, ��
�
�����������

�������. 	���� (1.33) ���������������	�

ÔH (t) = e
i
�

ĤtÔSe−
i
�

Ĥt. (1.42)

	�, ���	�
�����	�������.

�������,��������
������������
��	

	, ������
���������������. ��������
�

��	, �

i�
d
dt
ÔH (t) = −ĤÔH (t) + ÔH (t) Ĥ =

[
ÔH (t) , Ĥ

]
, (1.43)

���������������, ��		��� (1.1) ���. ������


���������	����, ������������
, 
�
��	

��.

��	 ψ (x, t) �
���,�����������. �������, 	

�����
�	�, ��������
�	�, �������������

��
�	�. ����,�������,�����
�	�,����
�	

�. ����	

ψ (x, t) = S 〈x|ψ (t)〉S = H 〈x, t|ψ〉H (1.44)

����	� t�������� |x〉S ≡ |x〉�,��
������ |ψ (t)〉S ,

���	� t ���������, ��� |ψ〉H ���	�
�.

��������� |x, t〉H �

x̂H (t) = e
i
�

Ĥtx̂e−
i
�

Ĥt

����, �
x̂H (t) |x, t〉H = x |x, t〉H .
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�, ��

|x, t〉H = e
i
�

Ĥt |x〉S
�������������

H 〈x, t|x′, t〉H = 〈x| e− i
�

Ĥte
i
�

Ĥt |x′〉 = 〈x |x′〉 = δ (x− x′) ,
∫

dx |x, t〉HH 〈x, t| =
∫

dxe
i
�

Ĥt |x〉 〈x| e− i
�

Ĥt = I. (1.45)

������,��������������������������
�

������.

	���	���, �������
���
, 	
����������.

�������� 4 ����
,


��. ���������������

���������.

1.2 ���	��	��������

1.2.1 ���������������

������� ����
����, �
����	�������

. 
�, 	 tb > ta, �

ψ (xb, tb)= 〈xb|ψ (tb)〉 = H 〈xb, tb|ψ〉H

=
∫

dxa H 〈xb, tb|xa, ta〉HH 〈xa, ta|ψ〉H

=
∫

dxaK (xb, tb;xa, ta)ψ (xa, ta) (tb > ta). (1.46)

(1.46)�����	���
������� tb 
�� xb ��
�,��� ta 


����� Σ � xa ����	���
����. ��, K (xb, tb;xa, ta) ���

��	��	 (Feynman propagator)����� (Feynman kernel)

K (xb, tb;xa, ta)= H 〈xb, tb|xa, ta〉H

= 〈xb| exp
{
− i

�
Ĥ(tb − ta)

}
|xa〉 (tb > ta). (1.47)

����	��	�, ��������������.

�����(
���) ���	��	��������	, ������

�
�. �����������, ���	��	������������.
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��������
����. �����, ��	��������, �	�


��	�
� H =
p2

2m
+ V (x), ���
�����������
����

����.

�����	��	���������, �
��� T = tb − ta ����
�� ε ����, �

ε =
tb − ta
N

= tj+1 − tj , j = 0, 1, · · · , N − 1.

� t0 = ta, tN = tb, ���
� tj ��

tj = ta + jε, j = 1, 2, · · · , N − 1.

�
���
� tj , ���������
{|xj , tj〉H

}
. 	������

∫
dxj |xj , tj〉HH 〈xj , tj | = I,

����	��	 K (xb, tb;xa, ta) ��� (N − 1) �����, �

K (xb, tb;xa, ta) =H 〈xb, tb| I · · · I |xa, ta〉H
=

∫
dx1 · · · dxN−1H 〈xb, tb|xN−1, tN−1〉HH 〈xN−1, tN−1|xN−2, tN−2〉H
· · · |x1, t1〉HH 〈x1, t1|xa, ta〉H

=
∫

dx1 · · · dxN−1K (xb, tb;xN−1, tN−1)K (xN−1, tN−1;xN−2, tN−2)

· · ·K (x1, t1;xa, ta) . (1.48)

�����
�����, ��������
���, ε = tj+1 − tj > 0. ��	

�
��	�
�, �� K (xb, tb;xa, ta) ����
�� T = tb − ta, �
���

	��	�
� N ������ (N − 1) 
��

K (xb, xa;T )≡K (xb, tb;xa, ta)

=
N−1∏
k=1

∫+∞

−∞
dxk

N−1∏
j=0

K (xj+1, xj ; ε) . (1.49)

� tb − ta ��, �� N →∞, � ε =
tb − ta
N

→ 0, ���
����.

	����� ������	��	������, ��������


��
��
��� (ε→ 0) ����	��	, ����
	��	 (short time

kernel)�
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K (xj+1, xj ; ε)= 〈xj+1| exp
{
− i

�
εĤ

}
|xj〉

= 〈xj+1| exp
{
− i

�
εĤ0 − i

�
εV (x)

}
|xj〉. (1.50)

��������, �
	��	��������	��	�����. ��	

��������, ����
	��	������, ����
�. ����,

��	�
� Ĥ �����, 
���� exp
{
− i

�
εĤ

}
�����, ����

��	������, �����
	��	��������.

������
	��	. ��� (1.50) ��	����������, �

(1.50) �
���
��� Zassenhaus ���

exp{ε(A+B)}=eεAeεB exp
{
− ε

2

2
[A,B]

}

× exp
{
ε3
(

1
3
[B, [A,B]] +

1
6
[A, [A,B]]

)}
· · · , (1.51)

� BCH �� (Baker-Campbell-Hausdorff formula)�

eλA · eλB =exp

{ ∞∑
n=1

λncn

}

=exp
{
λ(A+B)+

λ2

2
[A,B]+

λ3

6
[c2, B−A]+· · ·

} (
c2 =

1
2
[A,B]

)
, (1.52)

��������� O
(
ε2
)
�,�� N ����������� O (ε)�,�


����� ε→ 0 ����������. 	� Zassenhaus ��

eε(A+B) = eεAeεB
(
1 +O

(
ε2
))
, (1.53)

� (1.50) �	�

K(xj+1, xj ; ε) = 〈xj+1| exp
{
− i

�
εĤ0

}
· exp

{
− i

�
εV (x)

}
|xj〉(1 +O(ε2))

=
∫

dpdx〈xj+1| exp
{
− i

�
εĤ0

}
|p〉〈p|x〉

×〈x| exp
{
− i

�
εV (x)

}
|xj〉(1 +O(ε2)).

� Suzuki M. 1979. On the convergence of exponential operator-Zassenhaus formula BCH

formula and systematic approximation. Comm. Math. Phys., (57): 193∼220.

� Naimark M A I. 1982. Theory of Group Representation. Berlin: Springer.
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���

〈x| exp
{
− i

�
εV (x)

}
|xj〉=exp

{
− i

�
εV (xj)

}
δ (x− xj) ,

〈p|x〉= 1√
2π�

exp
{
− i

�
px

}
,

〈xj+1| exp
{
− i

�
εĤ0

}
|p〉=exp

{
− i

�
ε
p2

2m

}
〈xj+1| p〉

=exp
{
− i

�
ε
p2

2m

}
exp

{
i
�
pxj+1

}
1√
2π�

,

��
	��	� x ����

K(xj+1, xj ; ε)=
∫

dp
2π�

exp
{

i
�
p(xj+1 − xj)− i

�
ε

(
p2

2m
+ V (xj)

)}

×(1 +O(ε2)).


����� dp 
� dpj , �

K (xj+1, xj ; ε) =
∫

dpj

2π�
exp

{
i
�
pj (xj+1 − xj)− i

�
εH (pj , xj)

}(
1 +O

(
ε2
))
.

���������� ������� (1.49) ��

K (xb, tb;xa, ta)

=
∫ N−1∏

j=1

dxj

N−1∏
j=0

dpj

2π�
exp

{
i
�

N−1∑
j=0

[pj(xj+1 − xj)− εH(pj , xj)]
}

×(1 +O(ε2))N

= lim
N→∞
ε→0

∫ N−1∏
j=1

dxj

N−1∏
j=0

dpj

2π�
exp

{
i
�
ε

N−1∑
j=0

[
pj

(xj+1 − xj)
ε

−H(pj, xj)
]}

≡
∫x(tb)=xb

x(ta)=xa

D′x(t)
Dp(t)
2π�

exp
{

i
�

∫ tb

ta

dt [p (t) ẋ (t)−H (p (t) , x (t))]
}
, (1.54)

���
�����������, �������
�

∫xb

xa

D′x
Dp
2π�

≡ lim
N→∞

N−1∏
j=1

[∫+∞

−∞
dxj

]N−1∏
j=0

[∫+∞

−∞

dpj

2π�

]
. (1.55)
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	�, ��������–������
����, ���������	��

������	���,���� (���),� (1.54)�� Dx(t)Dp(t) �
	 t�

���	�� x(tj) = xj , p(tj) = pj , ��������������, ����

��������. � (1.54 ) �������������, �
�

K (xb, tb;xa, ta) =
∫x(tb)=xb

x(ta)=xa

D′xDp
2π�

e
i
�

S[p,x], (1.56)

��
�

K (xb, tb;xa, ta) =
∫xb

xa

D′xDp
2π�

e
i
�

S[p,x]
tb
ta , (1.57)

��, ���

S [p, x]tb

ta
=

∫ tb

ta

dt [pẋ−H (p, x)] . (1.58)

�� “������”. �������� ����	���� xa, xb ���
�

������, ����, �������� x(t) ����� p(t) ������

�. � “������”S[p(t), x(t)] ��
��	�������
� S[x(t)], �

�� S[p(t), x(t)] �	�� p(t). �����������	����, ����

���������, �����������, ��������������

�����, 
�, ������, �� xa � xb  ��, �������.

1.2.2 �����������

������, �������������, ������������

�����������, ���, 	���������,
	, �������

�����������. ��, 	��������������.

����
	��	 (1.54)��

K (xj+1, xj ; ε)=
∫

dpj

2π�
exp

{
i
�
pj (xj+1 − xj)− i

�
ε

(
p2

j

2m
+ V (xj)

)}

×(1 +O(ε2)), (1.59)

��, �������� (Gaussian) �, �����
∫

dpj

2π�
exp

{
− iε

�

(
p2

j

2m
− pj (xj+1 − xj)

ε

)}

=
∫

dpj

2π�
exp

{
− iε

2m�

[(
pj − m

ε
(xj+1 − xj)

)2

−
(m
ε

(xj+1 − xj)
)2
]}

=
( m

2πi�ε

) 1
2

exp

{
imε
2�

(
xj+1 − xj

ε

)2
}
. (1.60)
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(1.60) �	���	���� (��� (A.5))�

∫∞

−∞
dpe−iap2

=
√
π

ia
,

��

K (xj+1, xj ; ε) =
√

m

2πi�ε
exp

{
i
�

m

2
(xj+1 − xj)

2

ε
− i

�
εV (xj)

}(
1 +O

(
ε2
))
. (1.61)

����
	��	���� (1.49) �, �����	��	

K(xb, tb;xa, ta)

= lim
N→∞
ε→0

( m

2πi�ε

)N
2

N−1∏
j=1

(∫
dxj

)
exp

⎧⎨
⎩

iε
�

N−1∑
j=0

[
m

2

(
xj+1 − xj

ε

)2

− V (xj)

]⎫⎬
⎭

=N
∫x(tb)=xb

x(ta)=xa

Dx(t) exp
{

i
�

∫ tb

ta

dt
(

1
2
mẋ2 − V (x)

)}
,

�

K (xb, tb;xa, ta) = N
∫xb

xa

Dx (t) exp
{

i
�
S [x (t)]tb

ta

}
, (1.62)

�� N ������, 	�������	 N ∼ [l]−1, ��

S [x (t)]tb

ta
=

i
�

∫ tb

ta

dt
(

1
2
mẋ2 − V (x)

)
(1.63)

��	�������
�. (1.62)���	��	�������������

�.

��������� ���������������	
���!���

��� a = (xa, ta), b = (xb, tb) ��, �
��� T = tb − ta �� N ���

�� ε =
T

N
, ����
�
� ti, �
�� xi, ���� 1.1 ��������

�, �
���� a � b �����. � N → ∞, ����	����

��.

��������� xi ��� (−∞ ∼ +∞), ��� N → ∞
, ����	�


����. �
������	��	 K ���. 	���
������
�,

�����
S [x (t)]

�
��, �
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� 1.1

K(xb, tb;xa, ta)

=N
∫x(tb)=xb

x(ta)=xa

Dx(t) exp
{

i
�

∫ tb

ta

dt
(

1
2
mẋ2 − V (x)

)}

=
∑

xa �→xb�����

const · e i
�

S[x(t)]. (1.64)

	�, �
������������������	��	 K (xb, tb;xa, ta) �

���������, ����������	��� S[x(t)] �
������

�������	��������������.

�����, ����������, ����� e
i
�

S[x(t)] ��
 , ���

���������������, ����	������ � ��
, ����

�����������	����. ������	��	�����, ���

���������, �
���� (
���) �������, �
�
���

�����. (1.62) ����� N ���, ���� N → ∞, ε → 0 
, N 	�

�. ��
���������, ��������	��	, �������

��	� f(x) ������

〈f(x)〉 ≡ H〈xb, tb|f̂(x(t))|xa, ta〉H
H〈xb, tb|xa, ta〉H =

∫xb

xa

Dx(t)f(x(t)) exp
{

i
�
S(x(t))

}
∫xb

xa

Dx(t) exp
{

i
�
S[x(t)]

} . (1.65)

��, ������� N ���. �
����� N ������	���
����, ������������. ��
�������������	

�, �������������	��	��	���.
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1.2.3 �����������

�������� �����	���������, ��"��	

L =
1
2
mẋ2

�� (1.62) ���������	��	

K(xb, tb;xa, ta) = lim
N→∞
ε→0

( m

2πi�ε

)N
2

∫ ⎡⎣N−1∏
j=1

dxj

⎤
⎦ exp

⎧⎨
⎩

iε
�

N−1∑
j=0

m

2

(
xj+1 − xj

ε

)2
⎫⎬
⎭ .

���������

∫∞

−∞
dxeiαx2

=
(

iπ
α

) 1
2

,

∫∞

−∞
dx1eiα[(x2−x1)

2+(x1−x0)
2] =

(
iπ
α

) 1
2 1√

2
e

iα
2 (x2−x0)

2
.

	����������		��, 
��∫
dx1dx2 · · ·dxN−1eiα[(xN−xN−1)

2+···+(x2−x1)
2+(x1−x0)

2]

=
(

iπ
α

)N−1
2 1√

N
e

iα
N (xN−x0)

2
. (1.66)


� α =
m

2�ε
, ��� [α] ∼ 1

[l]2
, �� (1.62) �, 	���������	��	

�

K(xb, tb;xa, ta)= lim
N→∞
ε→0

( m

2πi�ε

)N
2
(

iπ
α

)N−1
2 1√

N
e

iα
N (xb−xa)2

= lim
N→∞
ε→0

( m

2πi�ε

) 1
2 1√

N
e

im
2�Nε (xb−xa)2

=
(

m

2πi�(tb − ta)

) 1
2

exp
{

i
�

m

2
(xb − xa)2

tb − ta

}
. (1.67)

������� ��������	��	
������	��

(1)� (1.67)��	����,������� N , ε �����������

������. ������	��	�����.

(2) �	��������	��� Scl = S[xcl(t)], �������� a =

(xa, ta), b = (xb, tb) ���, ��	�� xcl(t) �������, ��	�
��	

Scl = S(xb, tb;xa, ta).
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���, �	��–������

d
dt
∂L

∂ẋ
= mẍ = 0

���

ẋcl = v = const,

��	�� (� a→ b)

xcl(t) = xa +
xb − xa

tb − ta (t− ta),

�������	���

S [xcl(t)] =
∫ tb

ta

dt
1
2
mẋ2

cl =
1
2
mv2(tb − ta) =

m

2
(xb − xa)2

tb − ta .

�
 (1.67) �	�
�

K(xb, tb;xa, ta) =
(

m

2πi�(tb − ta)

) 1
2

exp
{

i
�
Scl

}
= F (tb − ta) exp

{
i
�
Scl

}
. (1.68)

(3) ��� δ �	����

δ(xb − xa) =
1√
π

lim
t→0

{
1√
t
exp

[
− (xb − xa)2

t

]}
,

���	��	��

lim
tb→ta

K(xb, tb;xa, ta) = δ(xb − xa). (1.69)

� K(x, t;xa, ta) ������������

i�
∂

∂t
K(x, t;xa, ta) = − �

2

2m
∂2

∂x2
K(x, t;xa, ta), (1.70)

���������	�
��, 
�������	�������, ���

�	��	 (1.67)������� (1.69) ���.

(4)������, �������
���� U(t) = e−
i
�

Ĥt ������

��

K(xb, tb;xa, ta)= 〈xb| e− i
�

Ĥ(tb−ta) |xa〉

=
∫+∞

−∞

dp
2π�

exp
[
− i

�

p2

2m
(tb − ta) +

i
�
p(xb − xa)

]
,

� p ����� (1.67) �����.
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1.3 ���	��	����	 (�����	)

� 1.2�,����	��	 K �
������,�����������

�����������������, �����	��	�������, �

������ (Green) �	���.

1.3.1 ��������������
��

� 1.1�������	��	 K (xb, tb;xa, ta)���	 ψ (x, t)�����

����, �

ψ (x, t) =
∫

dxaK (x, t;xa, ta)ψ (xa, ta) , (1.71)

�������
��
������ (1.62) �. ��� (1.62) ��
���

�������, �� (1.62) �� (1.71) �, ��
�����	 ψ(x, t) �

������

(
i�
∂

∂t
− Ĥ

)
ψ(x, t) = 0. ���� ψ (x, t) �
���	, ���

ψ (x, t+ ε) �
��� ε �

ψ (x, t+ ε) =
∫

dyK (x, t+ ε; y, t)ψ (y, t) , (1.72)

� (1.61) ��

K (x, t+ ε; y, t) =
( m

2πi�ε

) 1
2

exp

{
iε
�

[
m

2

(
x− y
ε

)2

− V (y)

]}
(1 +O(ε2)).

� (1.72) ��		��	� y → x+ η, �

ψ(x, t+ ε)=
( m

2πi�ε

) 1
2

∫∞

−∞
dη exp

{
im
2�ε

η2

}[
1− i

�
εV (x+ η)

]

×ψ(x+ η, t)(1 +O(ε2)).

�� ε ��, ���� η ��, ������	�����, �������

, ���������������0 � |η| �
(

2π�ε
m

) 1
2

. ������	

ψ (x+ η, t) , V (x+ η) �����	�, ���� ε �. 	�����

∫∞

−∞
dη exp

{
im
2�ε

η2

}
=
(

2πi�ε
m

) 1
2

,
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∫∞

−∞
dη · η exp

{
im
2�ε

η2

}
= 0,

∫∞

−∞
dη · η2 exp

{
im
2�ε

η2

}
=

i�ε
m

(
2πi�ε
m

) 1
2

,

���
���

ψ (x, t+ ε)=
( m

2πi�ε

) 1
2

∫∞

−∞
dη exp

{
im
2�ε

η2

}(
1− iε

�
V (x) +O

(
ε2
))

×
(
ψ(x, t) + ηψ′(x, t) +

η2

2
ψ′′(x, t) +O(η3)

)

=ψ(x, t)− iε
�
V (x)ψ(x, t) +

i�ε
2m

∂2

∂x2
ψ(x, t) +O(ε2). (1.73)

(1.73) ���

∂

∂t
ψ(x, t) = lim

ε→0

ψ(x, t+ ε)− ψ(x, t)
ε

= − i
�

(
V (x) − �

2

2m
∂2

∂x2

)
ψ(x, t),

����	 ψ(x, t) ��������

i�
∂

∂t
ψ (x, t) =

(
− �

2

2m
∂2

∂x2
+ V (x)

)
ψ (x, t) . (1.74)

�����	��	�����������������, ������.

������, ����	��	 K (x, t;x0, t0) = 〈x|e− i
�

Ĥ(t−t0)|x0〉���

���	, �

i�
∂

∂t
K (x, t;x0, t0)= 〈x|Ĥe−

i
�

Ĥ(t−t0)|x0〉

=
(
− �

2

2m
∂2

∂x2
+ V (x)

)
K (x, t;x0, t0) ,

����	��	�������(
i�
∂

∂t
− Ĥ (x, p)

)
K (x, t;xa, ta) = 0, (1.75)

����

K (xb, t;xa, t) =H 〈xb, t|xa, t〉H = δ (xb − xa) . (1.76)

1.3.2 ���������

���� ���	��	�������	���
���.��,��

��	�����������������.
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������	��	�
�
	�����, tb > ta, �������	

G (xb, tb;xa, ta) ≡ K (xb, tb;xa, ta)Θ (tb − ta) , (1.77)

��, ���	

Θ(t) =

{
0, � t < 0

1, � t � 0

��
d
dt

Θ (t) = δ (t) .

�
������	���	������

(
i�
∂

∂t
− Ĥ

)
G (xb, t;xa, 0) = i�δ (xb − xa) δ (t) , (1.78)

�����	�
����

Û(t) = e−
i
�

ĤtΘ(t) (1.79)

�����������

G(xb, tb;xa, ta)= 〈xb| Û(tb − ta) |xa〉
=K(xb, tb;xa, ta)Θ(tb − ta). (1.80)

�������, ���	������	���������

G(xb, xa; t)= 〈xb| Û(t) |xa〉 =
∑

n

〈xb|n〉 〈n| e− i
�

Ĥt |xa〉

=
∑

n

e−
i
�

Entψn(xb)ψ∗
n(xa). (1.81)

���	����	��	��������������,�������

�������	��
���.

���� ���	��	�������	�����������, �

����������. ���������� (�����	) ��
���	.

������, 	�
��	�
�, ��������, �������	�

Z(T )=
∫∞

−∞
dxK(x, T ;x, 0) =

∫∞

−∞
dx〈x| exp

{
− i

�
ĤT

}
|x〉

=tr(e−
i
�

ĤT ) =
∞∑

n=0

exp
{
− i

�
EnT

}
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� (1.62) ���

Z(T )=
∫∞

−∞
dxN

∫xb

xa

D′x(t) (t) exp
{

i
�
S [x (t)]tb

ta

}

≡
∫
x(T )=x(0)

Dx(t)e
i
�

∫T

0

dt
(

1
2
mẋ(t)2 − V (x(t))

)
, (1.82)

���	 Z(T ) ���������, (1.82) �� N �������� Dx(t)

�, �� N � (N →∞) ������������. ��� (1.82)��
�

Z(T ) =
∫

Dx(t) exp
{

i
�
S[x(t)]T0

}
,

�����	 Z(T ) �
���������, �
������. �����	

Z(T ) �������������	 Z =
∑

n

e−βEn , ��������	.

���������,�	��
�� (��������#�)����	�

��. ����
�������������
�, ����
�
� t ���

���	���. 
 Wick �,

t→ −iτ,

��� t ���������	����������

Z(T ) =
∫
x(T )=x(0)

Dx(τ)e−
1
�

∫T
0 dt 1

2 mẋ(τ)2−V (x(τ)). (1.83)


�	���������	�	����	��	����	� (�� z

�����	)

G(xb, xa; z)=
1
i�

∫∞

−∞
dte

i
�

ztK(xb, xa; t)Θ(t)

=
1
i�

∫∞

0

dt exp
{

i
�
(z + iε)t

}
K(xb, xa; t) (ε→ 0+)

=
∑

n

Ψn(xb)Ψ∗
n(xa)

z − En + iε
(ε→ 0+), (1.84)

��, �� ε→ 0+ ��������, ����$�
� ε→ 0+. �� Ĥ ���

���	, z �����	�� z ���	������. � (1.84) ���, ��

��$�����, ���	��$����	. �� Ĥ ���������,

(1.84) ��������	 E ���, � z �����	�����.



· 38 · � 1 � ������������

1.4 �����

����, ����	��	 (����) ��������
�����

��, ���������	�������������	�. ��� 1.5 ��

������	���������������, ���
�����	�

����#.

�������� ��������	��������������,

��"��

L =
1
2
mẋ2 − 1

2
mω2x2.

	� (1.61) �, �����
	��	�

K(xj+1, xj ; ε)=
√

m

2πi�ε
exp

{
iε
�

m

2

[
(xj+1 − xj)2

ε2
− ω2 1

2
(x2

j+1 + x2
j)
]}

(1 +O(ε2))

=
√

m

2πi�ε
exp

{
i
�
[a0(x2

j+1 + x2
j)− 2b0xj+1xj ]

}
(1 +O(ε2)),

��,

a0 =
m

2ε

[
1− 2

(ωε
2

)2
]
, b0 =

m

2ε
. (1.85)

�� (1.62) �����	��	

K(xb, tb;xa, ta)= lim
N→∞

ε→0

( m

2πi�ε

)N
2

⎡
⎣N−1∏

j=1

∫
dxj

⎤
⎦

× exp

⎧⎨
⎩

i
�

N−1∑
j=0

[a0(x2
j+1 + x2

j )− 2b0xj+1xj ]

⎫⎬
⎭

= lim
N→∞

A1

⎡
⎣N−1∏

j=1

∫
dxj

⎤
⎦ exp

{
i
�
φ1

}

= lim
N→∞

A2

⎡
⎣N−1∏

j=2

∫
dxj

⎤
⎦ exp

{
i
�
φ2

}

= lim
N→∞

Ak

⎡
⎣N−1∏

j=k

∫
dxj

⎤
⎦ exp

{
i
�
φk

}

= lim
N→∞

AN exp
{

i
�
φN

}
. (1.86)
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���� (1.86) �����������. ��� 1.4 ���������

���, ��� x1, x2, · · · , xN−1 ���, ����	����. (1.86) ���

A1 =
( m

2πi�ε

)N
2
,

φ1 =
N−1∑
j=2

[a0(x2
j+1 + x2

j )− 2b0xj+1xj ] + α1,

��, α1 � φ1 ��� x1 �� (j = 0 � j = 1 ��), �

α1 =a0(x2
2 + x2

0) + 2a0

[
x1 − b0

2a0
(x2 + x0)

]2

− b20
2a0

(x2 + x0)2

=2a0

[
x1 − b0

2a0
(x2 + x0)

]2

+ a1(x2
2 + x2

0)− 2b1x2x0,

��,

a1 = a0 − b20
2a0

, b1 =
b20
2a0

. (1.87)

� x1 ����

A2 = A1

(
iπ�
2a0

) 1
2

,

φ2 =
N−1∑
j=2

[a0(x2
j+1 + x2

j)− 2b0xj+1xj ] + a1(x2
2 + x2

0)− 2b1x2x0,

�
����, ����������. �� x1, x2, · · · , xk−1 ���, � φk 	�

�����

φk =
N−1∑
j=k

[a0(x2
j+1 + x2

j )− 2b0xj+1xj ] + ak−1(x2
k + x2

0)− 2bk−1xkx0

=
N−1∑

j=k+1

[a0(x2
j+1 + x2

j)− 2b0xj+1xj ] + αk,

��,

αk =[a0(x2
k+1 + x2

k)− 2b0xk+1xk + ak−1(x2
k + x2

0)− 2bk−1xkx0]

=a0x
2
k+1 + ak+1x

2
0 + (a0 + ak−1)

(
xk − b0xk+1 + bk−1x0

a0 + ak−1

)2

− (b0xk+1 + bk−1x0)2

a0 + ak−1
,
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� xk ����

Ak+1 = Ak

√
iπ�

a0 + ak−1
.

��

φk+1 =
N−1∑

j=k+1

[a0(x2
j+1 + x2

j )− 2b0xj+1xj ] + a0x
2
k+1

+ak−1x
2
0 −

(b0xk+1 + bk−1x0)2

a0 + ak−1

=
N−1∑

j=k+1

[a0(x2
j+1 + x2

j )− 2b0xj+1xj ] + akx
2
k+1

+a′kx
2
0 − 2bkxk+1x0, (1.88)

��,

ak =a0 − b20
a0 + ak−1

, bk =
b0bk−1

a0 + ak−1
, (1.89)

a′k =ak−1 −
b2k−1

a0 + ak−1
.

�� ak = a′k, �

a2
0 − a2

k−1 = b20 − b2k−1,

a2
k−1 = b2k−1 + a2

0 − b20, (1.90)

� φk+1 ���� φk ��. (1.90) �� k = 1, k = 2 
���, ��� (1.87) ��

a2
1 − b21 =

(
a0 − b20

2a0

)2

−
(
b20
2a0

)2

= a2
0 − b20.

�	����� (1.88) �� (1.89) �� k = 1, 2, 3, · · · ���, ���

AN =AN−1

√
iπ�

a0 + aN−2
=
( m

2πi�ε

)N
2

N−1∏
k=1

√
iπ�

a0 + ak−1
,

φN =aN−1(x2
N + x2

0)− 2bN−1xNx0,

�� (1.86) ��, ���������	��	�

K(xb, tb;xa, ta)= lim
N→∞

ε→0

( m

2πi�ε

) 1
2

[
N−1∏
k=1

(
m

2ε
1

a0 + ak−1

)] 1
2

× exp
{

i
�
[aN−1(x2

N + x2
0)− 2bN−1xNx0]

}
, (1.91)
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(1.91) �����	 ak, bk �����������, �

a0 = b0

(
1− 2

(ωε
2

)2
)
, b0 =

m

2ε
, (1.92)

ak−1 =(b2k−1 + a2
0 − b20)1/2, bk =

b0bk−1

a0 + ak−1
. (1.93)

������	��	� (1.91) ��� N ����	���, ������

N →∞(ε→ 0) 
� ak, bk ��. �����������, �� ω̃, �

1
2
ωε = sin

1
2
ω̃ε, (1.94)

� N →∞ 
, �

ω̃ = ω̃(ω, ε)→ ω,

�


a0 = b0

(
1− 2 sin2 1

2
ω̃ε

)
= b0 cos ω̃ε ,

�

1
bk

=
cos ω̃ε
bk−1

+
1
b0

√
1− b20

b2k−1

sin2 ω̃ε . (1.95)

� (1.95) ��� k = 1 �

1
b1

=
1
b0

(cos ω̃ε+
√

1− sin2 ω̃ε) =
2 cos ω̃ε
b0

=
sin 2ω̃ε
b0 sin ω̃ε

, (1.96)


� k = 2, �

1
b2

=
cos ω̃ε
b1

+
1
b0

√
1− b20

b21
sin2 ω̃ε

=
1
b1

(
cos ω̃ε+

sin ω̃ε
sin 2ω̃ε

√
1− sin2 2ω̃ε

)
=

sin 3ω̃ε
b1 sin 2ω̃ε

=
sin 3ω̃ε
b0 sin ω̃ε

,

���, ���
1

bk−1
=

sin kω̃ε
b0 sin ω̃ε

.

�������	��������, �	�������� (1.95) ���

1
bk

=
1

bk−1

(
cos ω̃ε+

sin ω̃ε
sinkω̃ε

√
1− sin2 kω̃ε

)
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=
sin(k + 1)ω̃ε
bk−1 sin kω̃ε

=
sin(k + 1)ω̃ε
b0 sin ω̃ε

,

���� (1.96)���,����� k = 1, k = 2
���,�
������,

���
� k ����. ���

bk =
m

2ε
sin ω̃ε

sin(k + 1)ω̃ε
, (1.97)

�

ak = (b2k + a2
0 − b20)

1
2 = bk

√
1− b20

b2k
sin2 ω̃ε =

m sin ω̃ε
2ε

cos(k + 1)ω̃ε
sin(k + 1)ω̃ε

,


	

a0 + ak−1 = b0

(
cos ω̃ε+ sin ω̃ε

cos kω̃ε
sinkω̃ε

)
=
m

2ε
sin(k + 1)ω̃ε

sin kω̃ε
.

������� (1.91) ����������	��	�	���

K(xb, tb;xa, ta)= lim
N→∞

ε→0

( m

2πi�ε

) 1
2

[
N−1∏
k=1

sin kω̃ε
sin(k + 1)ω̃ε

] 1
2

× exp
{

i
�

[
m sin ω̃ε

2ε
cosNω̃ε
sinNω̃ε

(x2
N + x2

0)−
m

ε

sin ω̃ε
sinNω̃ε

xNx0

]}

=
( mω

2πi� sinωT

) 1
2
exp

{
i
�

mω

2 sinωT
[
cosωT (x2

b +x2
a)−2xbxa

]}
. (1.98)

������������ 
������
����	��

(1) ����������, � (1.98)�	���, ������� N, ε ��

�, �	������������. ��� (1.98) �� ω → 0 ��, 	���

�������	��	 (1.67)�.

(2) ���	��	�	��������	��� Scl = S[xcl(t)].

�����������"���, ��–�������

d
dt
∂L

∂
.
x
− ∂L

∂x
= m(

..
x+ ω2x) = 0,

������ a = (xa, ta), b = (xb, tb), � a→ b ��	���

xcl(t) =
xb sinω(t− ta) + xa sinω(tb − t)

sinω(tb − ta)
. (1.99)
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��, �	���

S[xcl(t)]=
m

2

∫ tb

ta

dt(ẋ2
cl − ω2x2

cl)

=
m

2

∫ tb

ta

dt[xcl(−ẍcl − ω2xcl)] +
m

2
xclẋcl

∣∣∣∣
tb

ta

,


	��	��–������ (��	�), �������, ��

S[xcl(t)] =
m

2
xclẋcl

∣∣∣∣
tb

ta

. (1.100)

� (1.99) ����	���
�����	�

ẋcl(ta) =
ω

sinω(tb − ta)
[xb − xa cosω(tb − ta)]

�

ẋcl(tb) =
ω

sinω(tb − ta)
[xb cosω(tb − ta)− xa],

�
, �� (1.100)�, �����

S[xcl(t)]=
m

2
ω

sin2 ω(tb − ta)
[(xb cosω(tb − ta)− xa) · (xb sinω(tb − ta))

−(xb − xa cosω(tb − ta))(xa sinω(tb − ta))]

=
m

2
ω

sinω(tb − ta)
[cosω(tb − ta)(x2

b + x2
a)− 2xbxa]. (1.101)

(3) � δ �	��������, �����	��	 (1.98) ����

K(xb, t;xa, t) = δ(xb − xa). (1.102)

(4) ������	��	��, �������	��, ��
∫

dx0K(x0, T ;x0, 0)=tr(e−
i
�

ĤT )

=
( mω

2πi� sinωT

) 1
2

∫
dxe

i
�

mω
sin ωT [cos ωT−1]x2

=
( mω

2πi� sinωT

) 1
2
(

iπ� sinωT
mω(cosωT − 1)

) 1
2

=
1

2i sin
ωT

2

=
1

e
iωT
2 − e−

iωT
2

= e−
iωT
2

1
1− e−iωT

=
∞∑

n=0

exp
[
−i

(
n+

1
2

)
ωT

]
, (1.103)
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�������$����

En =
(
n+

1
2

)
�ω, n = 0, 1, 2, · · · . (1.104)


����������	��	 (1.81) �

K(xb, tb;xa, ta) =
∑

n

e−
i
�

En(tb−ta)ψn(xb)ψ∗
n(xa), (1.105)

� τ = e−iωt, �

2i sinωt=eiωt(1− e−2iωt) =
1
τ

(1− τ2),

2 cosωt=eiωt(1 + e−2iωt) =
1
τ

(1 + τ2),

�

K(x, t; y, 0)=
( mω

2πi� sinωt

) 1
2

exp
{

imω
2� sinωt

[(x2 + y2)] cosωt− 2xy
}

=
(mω
π�

) 1
2

(τ−1(1− τ2))−
1
2 exp

{
−mω

�

τ

1− τ2

[
(x2 + y2)

1 + τ2

2τ
− 2xy

]}

=
(mω
π�

) 1
2
e−

mω
2�

(x2+y2)τ
1
2 (1−τ2)−

1
2 exp

{
mω

�
[−(x2+y2)τ2+2xyτ ]

1
1−τ2

}
.

��������������	�� (Mehler ��)� ��
∞∑

n=0

(t/2)n

n!
Hn(x)Hn(y) = (1 − t2)− 1

2 exp
[−(x2 + y2)t2 + 2xyt

1− t2
]
, (1.106)

��, Hn(x) �����, ��

K(x, t; y, 0)

=
(mω
π�

) 1
2

e−
mω
2�

(x2+y2)
∞∑

n=0

1
n!2n

Hn

(√
mω

�
x

)
Hn

(√
mω

�
y

)
e−

i
�
(n+ 1

2 )�ωt.


��, ��
�����, ��������	�

ψn(x) = 2−
n
2 (n!)−

1
2

(mω
�π

) 1
4

exp
(
−mω

2�
x2
)
Hn

(√
mω

�
x

)
, (1.107)

���������

En =
(
n+

1
2

)
�ω, (1.108)

��������������������.
� ���, � �. 2000. ���	��. ��������
%, 376.
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1.5 ��
���������

����
���������, ���	�

V (x) =

{
0, 0 < x < L,

∞, x � 0, x � L,

����

a = (xa, ta), b = (xb, tb).

�������, � a → b �
�����, ���	��	�����

(� 1.2)�

(1) � a→ b ����	����, ������ 1;

(2) �����!����� a �� b ���.

� 1.2

�� 1.2�,� a→ b′ = (−xb, tb)���, ����!�����, �� 1.2�

��� 2, ��
�!����������, �
����� (tb − ta).

	������, � (1.68) ��

KL(xb, tb;xa, ta)=F (tb − ta)
{

exp
{

i
�

m

2
(xb − xa)2

tb − ta

}

− exp
{

i
�

m

2
(−xb − xa)2

tb − ta

}
+ · · ·

}
. (1.109)

(1.109)�����������!��!��, ���!
�������. ��

�� a→ b ���, ���������
���!�� a→ b ���, ���


�����
���!��	����, 
�
����� −1, �����
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	�, ���

KL(xb, tb;xa, ta)=
+∞∑

r=−∞
(−1)rK(xr, tb;xa, ta)

=
+∞∑

r=−∞

∫
dp
2π�

[
exp

{
− i

�

p2

2m
(tb − ta) +

i
�
p(2rL + xb − xa)

}

− exp
{
− i

�

p2

2m
(tb − ta) +

i
�
p(2rL− xb − xa)

}]

=
∫

dp
2π�

exp
{
− i

�

p2

2m
(tb − ta)

}
exp

{
− i

�
pxa

}

×
(

exp
{

i
�
pxb

}
− exp

{
− i

�
pxb

}) +∞∑
r=−∞

exp
{

2irLp
�

}
,

	�������
+∞∑

m=−∞
exp{2πimµ} =

+∞∑
n=−∞

δ(µ− n), (1.110)

�

KL(xb, tb;xa, ta)=2i
∫

dp
2π�

exp
{
− i

�

p2

2m
(tb − ta)

}

× exp
{
− i

�
pxa

}
sin

pxb

�

+∞∑
n=−∞

δ

(
Lp

π�
− n

)

=
2πi�
L

∫
dp
2π�

exp
{
− i

�

p2

2m
(tb − ta)

}

× exp
{
− i

�
pxa

}
sin

pxb

�

+∞∑
n=−∞

δ

(
p− nπ�

L

)

=
i
L

+∞∑
n=−∞

exp
{
− i

�
En(tb − ta)

}
exp{−iknxa} sinknxb,

��, kn =
πn

L
, En =

�
2k2

n

2m
. ��� n = 0 ����, ���
�������

�����

KL(xb, tb;xa, ta)=
i
L

(
+∞∑
n=1

+
−1∑

n=−∞

)
e−

i
�

En(tb−ta)e−iknxa sin knxb

=
i
L

+∞∑
n=1

e−
i
�

En(tb−ta)(e−iknxa − eiknxa) sin knxb
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=
2
L

+∞∑
n=1

e−
i
�

En(tb−ta) sinknxa sin knxb. (1.111)

� (1.81) �
���, � t = (tb − ta) > 0, ��	�
��	�
����

K(xb, tb;xa, ta) =
∑

n

e−
i
�

Entψn(xb)ψ∗
n(xa), (1.112)

��, $�����

En =
1

2m
�

2k2
n = n2 π

2
�

2

2mL2
, n = 1, 2, · · · , (1.113)

�$����	�

ψn(x) =

√
2
L

sin
nπx

L
, n = 1, 2, · · · . (1.114)

����
����������.

1.6 ���������

1.6.1 ���������

��������
����������. ������������, �

���� T �,��
���� E �����
��� exp
{
− E

kT

}
,�� k ��

����� (k = 1.38047× 10−16erg/�).

������������
��	����	 (partition function)

Z=
∑

n

e−
En
kT =

∑
n

e−βEn

=e−βF , β ≡ 1
kT

. (1.115)

��, F ��������, ��

F = −kT lnZ. (1.116)

��
��� En ����
�

pn =
e−βEn

Z
= e−β(En−F ). (1.117)

������� (������)����� (���
�),��� F = F (T, V )

��������������	, ��������������, 
�, ��

����
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U =
∑

n

pnEn =
1
Z

∑
n

Ene−βEn

=
∑

n

Ene−β(En−F ),

� ∑
n

Ene−βEn = −∂Z
∂β

= kT 2∂Z

∂T
, (1.118)

��, ���

U =
kT 2

Z

∂Z

∂T
= kT 2∂ lnZ

∂T
= F − T ∂F

∂T
= F + TS, (1.119)

��, S = −∂F
∂T
���. �������������

dF =
∂F

∂T
dT +

∂F

∂V
dV = −SdT − PdV.

� Â ��������������	, ��� ψn ���� (���) �

An =
∫
ψ∗

nÂψndV. (1.120)

��, �����������

Ā=
∑

n

pnAn =
1
Z

∑
n

Ane−βEn

=
1
Z

∑
n

∫
ψ∗

n(x)Âψn(x)e−βEndx. (1.121)

����������
��������	
��. 
�, ������

���, ����� x 
��
�

p(x) =
1
Z
ψ∗

n(x)ψn(x)e−βEn , (1.122)

��, ψ∗
n(x)ψn(x) = |ψn(x)|2 ���
� ψn(x) ��
�� x ��
, � p(x) �

����������
. ������ (density matrix)

ρ(x′, x) =
∑

n

ψn(x′)ψ∗
n(x)e−βEn = 〈x′| e−βĤ |x〉 (1.123)

�� Â ���� ψn(x′) �, ����� ψ∗
n(x) �, 
� Aρ(x′, x), ��
� x′

�� x, �� x �������, ������� Aρ ��. �
 (1.121)����

�

Ā =
tr [Aρ]
tr[ρ]

, (1.124)
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��,

tr [ρ] =
∫
ρ(x, x)dx = Z =

∫
dx 〈x| e−βĤ |x〉 = tr(e−βĤ). (1.125)

������, ������
���� (1.123) �������, �
����

� (1.125)�������	.

1.6.2 �������������

1.5 �������	��	������������

K(xb, t;xa, 0) = 〈xb|e− i
�

Ĥt|xa〉 =
∑

n

e−
i
�

Entψn(xb)ψ∗
n(xa), t > 0, (1.126)

� (1.126)�� (1.105) ���, ����
�� Wick � (Wick rotation)

t→ −iβ. (1.127)

��,������������,�������	��	������,�

����������	�������.

���
�����, �� T ��, β =
1
kT
���
�, ���
� δ =

β

N
,

�����

ρ(x′, x)= 〈x′| e−βĤ |x〉 (β = Nδ)

= lim
N→∞,δ→0

∫ N−1∏
j=1

dxj 〈x′| e−δĤ |xN−1〉

× 〈xN−1| e−δĤ |xN−2〉 · · · 〈x1| e−δĤ |x〉

= lim
N→∞,δ→0

∫ N−1∏
j=1

dxj

N−1∏
j=0

dpj

2π�

× exp

⎧⎨
⎩δ

N−1∑
j=0

[
i
δ�
pj(xj+1 − xj)−H(pj,xj)

]⎫⎬
⎭ . (1.128)

��������
�	��	

〈xj+1| e−δĤ |xj〉

= 〈xj+1| e−δ( P̂2
2m +V̂ (x)) |xj〉

=
∫

dp 〈xj+1| e−δ P̂2
2m |p〉 〈p| e−δV̂ (x) |xj〉 (1 +O(δ2))
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=
1

2π�

∫
dp exp

{
−δ p

2

2m
+

i
�
p(xj+1 − xj)

}
e−δV (xj)(1 +O(δ2))

=
1

2π�

(
2mπ
δ

) 1
2

exp
{
−δ

[ m

2�2δ2
(xj+1 − xj)2 + V (xj)

]}
(1 +O(δ2)), (1.129)

� (1.128)�	�

ρ(x′, x) (1.130)

= lim
N→∞,δ→0

∫ N−1∏
j=1

dxj

N−1∏
j=0

dpj

2π�
exp

{
− ∆τ

�

N−1∑
j=0

[
H(p(τj), x(τj))− i

�
p(τj)ẋ(τj)

]}

=

x(β)=x′∫

x(0)=x

D′x
∫

Dp
2π�

exp

{
−

∫β

0

dτ [H(p, x)− ipẋ]

}
. (1.131)

�� [δ] = [∆τ ]�
���, � (1.130)�� ẋ = lim
∆τ→0

∆x
∆τ

, ∆τ ��
�,��
�


�����
�, �������"���������. 
�	� (1.129) �

�

ρ(x′, x)= lim
N→∞,∆τ→0

( m

2π�∆τ

)N
2

∫ N−1∏
j=1

dxj

× exp

⎧⎨
⎩−∆τ

N−1∑
j=0

[
m

2

(
xj+1 − xj

∆τ

)2

+ V (xj)

]⎫⎬
⎭

=N
∫x′

x

D′x(τ) exp
{
−

∫
dτ

(
mẋ2

2
+ V (x)

)}
, (1.132)

��, �����	�
�������

Z(β)=tr(exp{−βĤ}) =
∫

dx 〈x| exp{−βĤ} |x〉

=
∫

dx

x(β)=x∫

x(0)=x

D′x
∫

Dp
2π�

exp

{
−

∫β

0

dτ [H(p, x)− ipẋ]

}

=
∫
x(0)=x(β)

Dx(τ) exp

{
−

∫β

0

dτ
[
1
2
mẋ2(τ) + V (x(τ))

]}
. (1.133)

�� (1.132)����
����� τ ��� eiθt,��� −π
2
< θ <

π

2

,�

������, �������� τ = it(Wick�)��	��
����. ��
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	����(1.132)�� x(0) = x(β), ���������������,����

β(KMS �), ��� Wick ����������� β ���.

� � 1

1. �� ∫+∞

−∞
dye−ay2

=

√
π

a
.

�� ∫+∞

−∞
dye−ay2+by =

√
π

a
e

b2
4a ,

∫+∞

−∞
dye

−ay2− c
y2 =

√
π

a
e−2

√
ac.

�	������� ∫+∞

−∞
dyye−ay2

=?

∫+∞

−∞
dyye−ay2+by =?

2. ���	 Θ (τ ) �	�

Θ (τ ) =

{
1, τ > 0,

0, τ < 0.

����	 Θ (τ ) 	���������

Θ (τ ) = lim
ε→0

∫+∞

−∞

dω

2πi

eiωτ

ω − iε
,

���
∂Θ (τ )

∂τ
= δ (τ ) .

3. ������"�L =
1

2
mẋ2 − 1

2
mω2x2, �����	��	�����������

(1.62) ���������������	��	.

4. ����
���������$�����$����	.

5. ���������	��	���

K (xb, tb;xa, ta)=

√
mω

2πi� sinωT
exp

{
imω

2� sinωT

[
(x2

b + x2
a) cosωT − 2xbxa

]}

=

∞∑
n=0

e−
i
�

EnTψn (xb)ψ
∗
n (xa) ,

����������������������	.



�2� ����	��������

���
�������"�����������. �	����"� L ,

������ q(t) �� q̇(t) ����	, 
�,

L = a(t)q̇2(t) + b(t)q(t)q̇(t) + c(t)q2(t) + d(t)q̇(t) + e(t)q(t) + f(t). (2.1)

(2.1) ������a(t) =
1
2
m(t) ��, ����	����; ������

����, ��������; ������ −ω2(t)q2(t) , ��
��
���

���; �������������. �	����"�����
����

����������. �������������, �	��
����	

�����#����. ���������
��	�����������

�������		���, �
����
�����������

��.

2.1 ����"����������

2.1.1 ���������

���� �������
�����"���
, ���������

q(t) ����	�� qcl(t) ����	�����. �	������"� L

((2.1) �) �����–������
(

d
dt
∂L

∂q̇
− ∂L

∂q

) ∣∣∣∣
q(t)=qcl(t)

= 0, (2.2)

��� x(t) ������	��� qcl(t) ���, 
	���������

q(t) = qcl(t) + x(t), (2.3)

q̇(t) = q̇cl(t) + ẋ(t), (2.4)

����������

q(ta) = qcl(ta) = qa, x(ta) = 0, (2.5)

q(tb) = qcl(tb) = qb, x(tb) = 0. (2.6)
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����, ����� x(t) ����	�������, �� x(t) �����, 	

���������.

�����"�����������,����������������

���
, �������������������, ����"�	�	��

qcl(t) ��� S[qcl(t)] ������������� Sf [x(t)], �

S[q(t)] = S[qcl(t)] + Sf [x(t)]. (2.7)

���������"� L(q, q̇; t) ��	�� qcl(t) ������	 (Taylor

series) �, �

L(q, q̇; t)=L(qc, q̇c; t) +
∂L

∂q̇

∣∣∣∣
cl

ẋ+
∂L

∂q

∣∣∣∣
cl

x

+
1
2

(
∂2L

∂q̇2
ẋ2 + 2

∂2L

∂q̇∂q
xẋ+

∂2L

∂q2
x2

) ∣∣∣∣
cl

. (2.8)

�� L �����, ��������. ��, ����������

S[q(t)]=
∫ tb

ta

dtL(q, q̇; t)

=
∫ tb

ta

dtL(qc, q̇c; t) +
∫ tb

ta

dt
(
∂L

∂q̇

∣∣∣∣
cl

ẋ+
∂L

∂q

∣∣∣∣
cl

x

)

+
∫ tb

ta

dt(a(t)ẋ2 + b(t)xẋ+ c(t)x2)

=S[qcl(t)] + S1[qcl(t), x(t)] + Sf [x(t)]. (2.9)

��, ����

S[qcl(t)] =
∫ tb

ta

dtL(qc, q̇c; t) = S(qb, tb; qa, ta), (2.10)

����"�	�	�����, ��	�
��	 [��� (18) �]; ����

S1[qcl(t), x(t)] =
∫ tb

ta

dt
(
∂L

∂q̇

∣∣∣∣
cl

ẋ+
∂L

∂q

∣∣∣∣
cl

x

)
= 0, (2.11)

����������, �������� qc(t) ����–������ (���

	��), 	���������; ����

Sf [x(t)] =
∫ tb

ta

dt(a(t)ẋ2 + b(t)xẋ+ c(t)x2), (2.12)
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����������, ��	���� x(t) ���. ����, � Sf [x(t)] �

������.

������ ����"������	��	��������
�

K(qb, tb; qa, ta)=
∫ q(tb)=qb

q(ta)=qa

Dq(t)e
i
�

S[q(t)]

=F (tb, ta)e
i
�

Scl(qb,tb;qa,ta), (2.13)

��,

F (tb, ta)=
∫x(tb)=0

x(ta)=0

Dx(t) exp
{

i
�
Sf [x(t)]

}
,

=
∫x(tb)=0

x(ta)=0

Dx(t) exp
{∫ tb

ta

dt(a(t)ẋ2 + b(t)xẋ + c(t)x2)
}
. (2.14)

F (tb, ta) �����������	�������, ����������. �

��������������� (reduced path integral),���� (reduced ker-

nel), ���	��	 (reduced propagator). ���������� qa, qb, ���


� tb, ta, �
� F (tb, ta). 
��, ���	 a, b, c ��	�
�, ������

��� tb − ta = T ��, �
� F (tb − ta) = F (T ).

���������, ���	��	�����������exp
{

i
�
Scl

}
�

������ F (tb, ta) �����, �	����������"���	��

��, ��������
,������.��,������ F (tb, ta)���

"��������, ��"������
�. 
�, ���������, ��

�����
������� F (tb, ta), �������	��� Scl �
� (�

2.2 �).

2.1.2 ��������������

����"�������������	��
�����. �����

����	���.

���� ����� x(t) �����	�. �� x(ta) = 0 = x(tb), ��

��������, �

x(t) =
N−1∑
k=1

ak sin
kπ

T
(t− ta). (2.15)

����	������� {ak}�����	�, ����������	�
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xj = x(tj) =
N−1∑
k=1

ak sin
kπ

T
(tj − ta), j = 1, · · · , N − 1 (2.16)

���� ak ���. ���������� N ", � N − 1 ���
��, ��

(2.15) ������	�
�� N − 1 ����	 ak, ����������

��� N − 1 � xj ���,���� N − 1 � ak ���,�������	�

�����	��

JN = det
[
sin

kπ

T
(tj − ta)

]
, k, j = 1, · · · , N − 1, (2.17)

��, k, j ������. ��	������������, ���� {xj} �
{ak} �����	�, ��	������	�� {ak} 
�, ������	�,

�
�����	.

���������� ���������
�������
���.

�
, ���	��	�

KH(qb, tb; qa, ta) = FH(tb − ta) exp
{

i
�
Scl(qb, tb; qa, ta)

}
, (2.18)

��, Scl � (1.101)�, �������

FH(T ) =
∫0

0

Dx(t) exp

{
i
�

∫T

0

dt
m

2
(

.
x

2 − ω2x2)

}
. (2.19)

��������	������	�

x(t) =
N−1∑
k=1

ak sin
kπ

T
t, (2.20)

	��� x(0) = x(T ) = 0. ��

2
L

∫L

0

dx sin
kπx

L
sin

lπx

L
= δkl, k, l ∈ N, (2.21)

2
L

∫L

0

dx cos
kπx

L
cos

lπx

L
= δkl, k, l ∈ N, (2.22)

�

∫T

0

dtx2(t) =
N−1∑
k,l=1

∫T

0

dtakal sin
kπt

T
sin

lπt

T
=
T

2

N−1∑
k=1

a2
k, (2.23)

∫T

0

dtẋ2(t) =
N−1∑
k,l=1

∫T

0

dtakal
kπ

T

lπ

T
cos

kπt

T
cos

lπt

T
=
T

2

N−1∑
k=1

a2
k

(
kπ

T

)2

, (2.24)
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�� (2.19) ��

FH(T ) =
(
mN

i2π�T

)N
2

JN

∫
da1 · · · daN−1 exp

{
i
�

N−1∑
k=1

m

4

(
k2π2

T
− ω2T

)
a2

k

}
.

(2.25)

����, ������������� (��� (2.25) ��� ω → 0) �

F0(T )=
∫0

0

Dx(t)e
i
�

∫ T

0
dt m

2 ẋ2

= lim
N→∞

(
mN

i2π�T

)N
2

JN

∫
da1 · · · daN−1 exp

{
i
�

N−1∑
k=1

m

4

(
k2π2

T

)
a2

k

}
. (2.26)

�
, ��� (2.25) �� (2.26) �����

FH(T )=F0(T ) lim
N→∞

∫ N−1∏
k=1

dak exp

{
i
�

N−1∑
k=1

m

4

(
k2π2

T
− ω2T

)
a2

k

}

∫ N−1∏
k=1

dak exp

{
i
�

N−1∑
k=1

mk2π2

4T
a2

k

}

=F0(T )
∞∏

k=1

⎛
⎜⎝
k2π2

T 2
− ω2

k2π2

T 2

⎞
⎟⎠

− 1
2

=F0(T )
∞∏

k=1

(
1− ω2T 2

k2π2

)− 1
2

. (2.27)

	���������������� ((1.67) �), ��

F0(T ) =
( m

i2π�T

) 1
2
. (2.28)


�
������
∞∏

k=1

[
1−

( z

kπ

)2
]

=
sin z
z

, (2.29)

������� (2.27) ��

FH(T ) =
( m

i2π�T

) 1
2
(

sinωT
ωT

)− 1
2

=
( mω

i2π� sinωT

) 1
2
. (2.30)

�� 1.4 ���������� (1.98) �����.

� ���, � �. 2000. ���	��. ��������
%, 30.
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�
��������	������	� JN ((2.17) �), ��	����

�� (����) ���	�������, �� (2.28)��� (2.26)��

( m

i2π�T

) 1
2
= lim

N→∞

(
mN

i2π�T

)N
2

JN

∫ N−1∏
k=1

dak exp

{
i
�

N−1∑
k=1

mk2π2

4T
a2

k

}

= lim
N→∞

(
mN

i2π�T

)N
2

JN

N−1∏
k=1

[(
i4π�T
m

) 1
2 1
kπ

]

= lim
N→∞

JN

( m

i2π�T

) 1
2 NN/2

(N − 1)!πN−1
2

N−1
2 . (2.31)

��, ���������, ����	��������	������	��

JN = 2−
N−1

2 N−N
2 (N − 1)!πN−1. (2.32)

2.1.3 ������������

�������	������������, �����. �����, �

���������
. �� 2.1.2�����

,����������	��

���,������������	�����	.��	���,������

	��	�����������, ���	���������� exp
{

i
�
Scl

}

�����	��������� F (tb, ta) ��. �����������, �

��������, F (tb, ta) ����	���
�.

����������� �������������

F (tb − ta)=
∫x(tb)=0

x(ta)=0

Dx(t) exp
{

i
2�

∫ tb

ta

(m
.
x

2 −mω2x2)
}

= lim
N→∞

∈→0

( m

2πi�ε

)N
2

⎡
⎣N−1∏

j=1

∫
dxj

⎤
⎦

× exp
{

iε
�

m

2

N∑
j=1

[
(xj − xj−1)2

ε2
− ω2 (xj + xj−1)2

4

]}
.

������x(ta) = x(tb) = 0,��� x0 = xN = 0. ��������, ���

	�
���, ��

ηj =
( m

2�ε

)1/2

xj ,
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�

F (tb − ta)= lim
N→∞

ε→0

( m

2πi�ε

)N
2
(

2�ε

m

)N−1
2

⎡
⎣N−1∏

j=1

∫
dηj

⎤
⎦

× exp

⎧⎨
⎩i

N∑
j=1

[
(ηj − ηj−1)2 − ε2ω2 (ηj + ηj−1)2

4

]⎫⎬
⎭

= lim
N→∞

ε→0

( m

2πi�ε

)N
2
(

2�ε

m

)N−1
2

∫
dη exp{iηtBη}. (2.33)

��, �����	� {ηj , j = 1, 2, · · · , N − 1} 	�	�� (η0 = ηN = 0)

η =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

η1

η2
...

ηN−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

� (N − 1)×(N − 1) ��� B(������) 	��������, �

B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 −1 0 0 . . .

−1 2 −1 0 . . .

0 −1 2 −1 . . .
...

...
...

...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠
− ω2ε2

4

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 1 0 0 . . .

1 2 1 0 . . .

0 1 2 1 . . .
...

...
...

...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (2.34)

	�, B �������, ������ u ��	������, �

ζ = uη, B
D

= uBu−1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

b1 0 0 · · · 0

0 b2 0 · · · 0

0 0 b3 · · · 0

0 0 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0

0 0 0 · · · bn−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

��	�	������� u 	�, ����	������	�� 1, �

∫
dη exp{iηtBη}=

∫
dζ exp{iζtBDζ} =

∫
dζ1 · · · dζN−1 exp

⎧⎨
⎩i

N−1∑
j=1

bjζ
2
j

⎫⎬
⎭

=
N−1∏
j=1

(
iπ
bj

) 1
2

= (iπ)
N−1

2 (detB)−
1
2 ,
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�� (2.33) ��

F (ta − tb)= lim
N→∞
ε→0

( m

2iπ�ε

)N
2
(

2�ε

m

)N−1
2

(iπ)
N−1

2 (detB)−
1
2

= lim
N→∞
ε→0

( m

2πi�ε detB

) 1
2
, (2.35)

�������������	� detB ��.

���������� ������,����������� B ���

�������
,���	��	��
���.�������� lim
N→∞
ε→0

ε detB.

������� B ��������, �

B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

α β 0 0 · · ·
β α β 0 · · ·
0 β α β · · ·
...

...
...

...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (2.36)

α = 2
(

1− ε2ω2

4

)
, β = −

(
1 +

ε2ω2

4

)
.

� B ���� j ��
� Dj , ��

Dj+1 = αDj − β2Dj−1, j = 0, 1, 2, 3, · · · , (2.37)

��, D−1 = 0, D0 = 1, D1 = α. ����� ���
�

(
Dj+1

Dj

)
=

(
α −β2

1 0

)(
Dj

Dj−1

)
=

(
α −β2

1 0

)2 (
Dj−1

Dj−2

)
= · · · ,

��, (
DN−1

DN−2

)
=

(
α −β2

1 0

)N−2 (
D1 = α

D0 = 1

)
.

������
� 2× 2 ������ λ±, �

det

∣∣∣∣∣
α− λ −β2

1 −λ

∣∣∣∣∣ = − (α− λ)λ+ β2 = λ2 − αλ + β2 = 0 (2.38)

��,

λ± =
α±

√
α2 − 4β2

2
. (2.39)
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�� 2× 2 �������������(
α −β2

1 0

)
= S

(
λ+ 0

0 λ−

)
S−1,

��,

S =

(
λ+ λ−
1 1

)
, S−1 =

1
λ+ − λ−

(
1 −λ−
−1 λ+

)
. (2.40)

��,
(
DN−1

DN−2

)

=S

(
λN−2

+ 0

0 λN−2
−

)
S−1

(
λ+ + λ−

1

)

=

(
λ+ λ−
1 1

)(
λN−2

+ 0

0 λN−2
−

)(
1 −λ−
−1 λ+

)(
λ+ + λ−

1

)
1

λ+ − λ−

=
1

λ+ − λ−

(
λN

+ − λN
−

λN−1
+ − λN−1

−

)
.

��, ��

DN−1 =
λN

+ − λN
−

λ+ − λ− , (2.41)

���

D−1 = 0, D0 = 1, D1 = λ+ + λ− = α.

�

� (2.39) ��

λ+ − λ− =
√
α2 − 4β2 = 2

[(
1− ε2ω2

4

)2

−
(

1 +
ε2ω2

4

)2
] 1

2

=(−4ε2ω2)
1
2 = 2iεω,

λN
+ =

[(
1− ε2ω2

4

)
+ iεω

]N

=
[
1 + iεω +O

(
ε2
)]N

,

λN
− =

[(
1− ε2ω2

4

)
− iεω

]N

=
[
1− iεω +O

(
ε2
)]N

, (2.42)

	���
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lim
N→∞
ε→0

ε detB= lim
N→∞
ε→0

εDN−1 = lim
N→∞
ε→0

ε
1

2iεω
[
(1 + iεω)N − (1− iεω)N

]

= lim
N→∞
ε→0

ε
1

2iεω

[(
1 +

iωT
N

)N

−
(

1− iωT
N

)N
]

=
1

2iω
(
eiωT − e−iωT

)
=

sinωT
ω

,

���� (2.35) ���

F (tb − ta) =
( mω

2πi� sinωT

) 1
2

(2.43)

��������	������������������� (1.98) ����

�.

2.2 �����

2.2.1 ��������������

2.1 �����, ������������	��	, �������
�

������ F (tb − ta), �
���� Scl = S [xcl (t)]. 2.1 ��������


��
���������� F (tb − ta) ���. �����������
, �

�	���� exp
{

i
�
S [qcl(t)]

}
, �
����������	��	���.

��	����� ���������"��

L
(
x(t),

.
x(t); t

)
=

1
2
m

·
x

2 − 1
2
mω2x2 + J (t)x. (2.44)

��	������	�# , ��� J (t) ����#�. ����	��–��

���� (
d2

dt2
+ ω2

)
x =

J (t)
m

(2.45)

� x ��	���. ���	���	�
�, �

xH (t) = Aeiωt +A′e−iωt. (2.46)

��	������ xI �
�������(
d2

dt2
+ ω2

)
G (t− t′) = −δ (t− t′) , (2.47)
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����	 G (t− t′) ���, ������� (2.47) �����	, � (2.45) �

�������

xcl (t) = xH (t)−
∫ tb

ta

dt′G (t− t′) J (t′)
m

= xH (t) + xI (t) . (2.48)

��������� �������	. ��� (2.47) �����	�

G (t− t′) =
∫

dk√
2π

e−ik(t−t′)G (k) , (2.49)

δ (t− t′) =
∫

dk
2π

e−ik(t−t′), (2.50)

�� k ��� (2.47) �����

(−k2 + ω2
) G (k)√

2π
= − 1

2π
, (2.51)

��,

G (k) =
1√
2π

1
k2 − ω2

. (2.52)

�� (2.49) �, ������	

G (t− t′) =
∫+∞

−∞

dk√
2π

e−ik(t−t′)G (k) =
∫+∞

−∞

dk
2π

e−ik(t−t′)

k2 − ω2
(2.53)

� (2.53) �	� k ���
, ���	���, ��� k = ±ω 
. ���

��,����������� iε,�������
� ε→ 0. 
���	���

��, ������	���	, �

�����	 (� 2.1)�

GR (k) = lim
ε→0+

1√
2π

1
(k + iε)2 − ω2

,

� 2.1
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�����	 (� 2.2)�

GR (k) = lim
ε→0+

1√
2π

1
(k − iε)2 − ω2

.

� 2.2

���������	 (Causal Green function)(� 2.3)�

GF (k) = lim
ε→0+

1√
2π

1
k2 − ω2 + iε

.

� 2.3

�����	���	, ��
���$. ���, ����������	��

	�

KJ (xb, tb;xa, ta)=
∫

Dx [t] exp
{

i
�
SJ [x(t)]

}

=
∫x(tb)=xb

x(ta)=xa

Dx[t] exp
{

i
�

∫ tb

ta

dt
(

1
2
m

·
x

2 − 1
2
mω2x2 + J(t)x(t)

)}
,

�������	����, �����������

−1
2
ε

∫ tb

ta

dtx2 (t) , ε > 0, (2.54)

�������
� ε→ 0. �
���		�

exp
{

i
�

∫ tb

ta

dt
[
1
2
mẋ2 − 1

2
m(ω2 − iε)x2 + J(t)x(t)

]}
. (2.55)



· 64 · � 2 � ����"��������

�������, �����������	, �

GF (t− t′)= lim
ε→0+

∫∞

−∞

dk
2π

e−ik(t−t′)

k2 − ω2 + iε

= lim
δ→0+

∫∞

−∞

dk
2π

e−ik(t−t′)

(k + ω − iδ)(k − ω + iδ)
, δ =

ε

2ω
. (2.56)

��, ����������������, 	�� ������
��


��, ���������
�����������	�. �����, �

t − t′ � 0, �����	���� C+ ���, �� t − t′ � 0, ����	�	�

��� C− ���. �
�	��, 
���� C+ � C− ������. ���

�, ���������	���

GF (t− t′) =
1

2iω
(Θ(t− t′)e−iω(t−t′) + Θ(t′ − t)eiω(t−t′)). (2.57)

������� � (2.57) ����� (2.48) �, ����	��

xcl (t)=xH (t)−
∫ tb

ta

dt′GF (t− t′) J (t′)
m

=Aeiωt +A′e−iωt − 1
2imω

[ ∫ t

ta

dt′e−iω(t−t′)J(t′)

+
∫ tb

t

dt′eiω(t−t′)J(t′)
]
. (2.58)


	����

xcl(tb) = xb = Aeiωtb +A′e−iωtb − 1
2imω

∫ tb

ta

dt′e−iω(tb−t′)J(t′),

xcl (ta) = xa = Aeiωta +A′e−iωta − 1
2imω

∫ tb

ta

dt′eiω(ta−t′)J(t′).

������	 A � A′, �

xbe−iωta = Aeiω(tb−ta) +A′e−iω(tb+ta) − e−iωta

2imω

∫ tb

ta

dt′e−iω(tb−t′)J(t′),

xae−iωtb = Ae−iω(tb−ta) +A′e−iω(tb+ta) − e−iωtb

2imω

∫ tb

ta

dt′eiω(ta−t′)J (t′) .

��������

xbe−iωta − xae−iωtb = 2Ai sinω (tb − ta)− e−iωtb

mω

∫ tb

ta

dt′ sinω (t′ − ta)J (t′) .
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��

A =
1

2i sinω (tb − ta)

[
xbe−iωta − xae−iωtb +

e−iωtb

mω

∫ tb

ta

dt′ sinω (t′ − ta)J (t′)
]
,

���

A′ =
1

2i sinω (tb − ta)

[
xaeiωtb − xbeiωta +

eiωta

mω

∫ tb

ta

dt′ sinω (tb − t′)J (t′)
]
.

������� (2.58) ����	���	����

xcl(t)=
1

sinω (tb − ta)

{
xb sinω(t− ta) + xa sinω(tb − t)

+
1

2mω

∫ tb

ta

dt′J(t′)
[
e−iω(tb−ta) cosω(t− t′)− cosω(ta + tb − t− t′)

]}

− 1
2imω

[ ∫ t

ta

dt′e−iω(t−t′)J(t′) +
∫ tb

t

dt′eiω(t−t′)J(t′)
]
. (2.59)

������ �
, �������		�
��	�

SJ [xcl (t)]=
∫ tb

ta

dt
(

1
2
m

·
xcl(t)2 − 1

2
mω2xcl(t)2 + J(t)xcl(t)

)

=
1
2
mxcl(t)ẋcl(t)|tb

ta
− 1

2

∫ tb

ta

dtxcl(t)
(
m

d2

dt2
+mω2

)
xcl(t)

+
∫ tb

ta

dtJ(t)xcl(t)

=
m

2
(xbẋcl(tb)− xaẋcl(ta)) +

1
2

∫ tb

ta

dtJ(t)xcl(t), (2.60)


� (2.59) ��� (2.60) ��

SJ [xcl(t)]

=
mω

2 sinω (tb − ta)
[(
x2

b + x2
a

)
cosω (tb − ta)− 2xbxa

]

+
1

sinω (tb − ta)

∫ tb

ta

dtJ(t)[xb sinω(t− ta) + xa sinω(tb − t)]

− 1
mω sinω(tb − ta)

∫ tb

ta

dt
∫ t

ta

dt′J(t) sinω(tb − t) sinω(t′ − ta)J(t′). (2.61)
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�������������	��	�

KJ (xb, tb;xa, ta) =
(

mω

2πi� sinω (tb − ta)

) 1
2

exp
(

i
�
SJ [xcl (t)]

)
. (2.62)

2.2.2 ��	����������

���������������, �����������������

	, �

ZJ(T )

=
∫

dxKJ

(
x,
T

2
;x,−T

2

)

=
∫
x(ta)=x(tb)

Dx(t) exp

{
i
�

∫ T
2

−T
2

dt
(

1
2
m

·
x

2 − 1
2
mω2x2 + J (t)x(t)

)}
, (2.63)

(2.63) �����	������, ������, �����

−1
2
ε

∫ T
2

−T
2

dt m x2(t), ε > 0 (2.64)

�������
� ε→ 0, �
���		�

exp

{
i
�

∫ T
2

−T
2

dt
[
m

2
·
x

2 − m

2
(
ω2 − iε

)
x2 + Jx

]}
. (2.65)

������������,��������	���. ����� x (t), J (t)

�����	���� (���
�, � � = 1,m = 1)

1
2

[
·
x

2−(ω2−iε
)
x2

]
=

1
2

∫
dk√
2π

dk′√
2π

ei(k+k′)t(−kk′−ω2+iε)x̃(k)x̃(k′), (2.66)

J(t)x (t)=
1
2

∫
dk√
2π

dk′√
2π

ei(k+k′)t
[
x̃ (k) J̃ (k′)+x̃ (k′) J̃ (k)

]
. (2.67)

��
� t ��, ������ δ �	�����

δ (x) =
∫+∞

−∞

dt
2π

eitx.

�
, � k′ ����

SJ [x (t)] =
1
2

∫+∞

−∞
dk

[(
k2 − ω2 + iε

)
x̃ (k) x̃ (−k) + x̃ (k) J̃ (−k) + x̃ (−k) J̃ (k)

]
.
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� k ����	�

ỹ (k) = x̃ (k) +
J̃ (k)

k2 − ω2 + iε
,

������� t ���	�

y (t) = x (t) +
∫

dk√
2π

J̃ (k)
k2 − ω2 + iε

eikt, (2.68)

��	��, �

ZJ(T )=exp

(
− i

2

∫+∞

−∞
dk
J̃ (k) J̃ (−k)
k2 − ω2 + iε

)

×
∫

Dy(t) (t) exp
{
− i

2

∫+∞

−∞
dkỹ (k)

(
k2 − ω2 + iε

)
ỹ (−k)

}
. (2.69)

���	�	� (2.68)���������	������	�� 1,� Dy = Dx,

����	�����. �
	����

ZJ(T ) = F (T )e
i
�

SJ [xcl(t)], (2.70)

��, ������ F (T ) �
�������, �

F (T )=Z0(T ) =
∫
x(−T

2 )=x( T
2 )

Dx(t)e
i
�

∫ T
2

− T
2

dt( 1
2 m

·
x
2− 1

2 mω2x2)

=
1

2i sin
(
ωT

2

) , (2.71)

�

SJ [xcl(t)]=−m2
∫+∞

−∞
dk

J̃(k)J̃(−k)
k2 − ω2 + iε

=
m

2

∫ T
2

−T
2

dtJ(t)GF (t− t′)J(t′)dt′. (2.72)

� (2.70) ���, � T → ±∞ 
, ���
���������, ��, ��

��������, ������ T = −∞ 
���, 
���� T = +∞ 

�%�������������.

2.3 ����������, 	����

2.3.1 	��������

�������, 	�
�	�
�,

H =
p2

2m
+ V (x, t). (2.73)
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�����
�

S[x(t)] =
∫ tb

ta

dt
(m

2
ẋ(t)2 − V (x(t), t)

)
, (2.74)

������ (x(ta) = xa, x(tb) = xb) �
�	�, � δS = 0 �������

xcl(t) ��	���

m
d2

dt2
xcl(t) + V ′(xcl(t)) = 0. (2.75)

�����������, ��������, ����
���	����

�, ���

x(t) = xcl(t) + η(t), (2.76)

�����������

S[x(t)] = S[xcl(t)] +
1
2

∫ ∫
dtdt′η(t)

δ2S

δxcl(t)δxcl(t′)
η(t′) +O(η3), (2.77)

��,
δ2S

δxcl(t)δxcl(t′)
=
(
−m d2

dt2
− V ′′(xcl(t), t)

)
δ(t− t′). (2.78)

���������, ����	� δ2S > 0. ���
	�����"�, �

�� (2.77) ��
��� O(η3), ��


V
′′
(xcl(t), t) ≡ mW (t), (2.79)

����������	��	

K(xb, tb;xa, ta)=
∫xb

xa

Dx(t)e
i
�

∫
tb

ta

dt( m
2 ẋ2−V (x,t))

=
∫xb

xa

Dx(t)e
i
�

Scle
i

2�

∫
dtdt′η(t) δ2S

δxcl(t)δxcl(t
′)η(t′)

=F (tb, ta)e
i
�

Scl . (2.80)

��, �����������

F (tb, ta) =
∫η(tb)=0

η(ta)=0

Dη (t) exp
{
− i

�

m

2

∫ tb

ta

dtη (t)
[

d2

dt2
+W (t)

]
η (t)

}
. (2.81)

���

(1) ������"�������, ����	��	���������

����, (2.77) ��
��� O(η3), ���������������
.
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(2)���
������, ��������. �������
� W (t)�

�
�, � (2.81) �������	����, �����������
���

�
�, ���
�����
��.

���������, 	�������	���, �����
���. 	

�������	�����������������. 
���	����

����	�,	������,
���
	���
������	���.

��	�������	��	������������
�, �����

��	��. � 2.4 ��� 3 ��	�
�
���	�.

2.3.2 ��-ζ �������

����������� ��-ζ �	����������������

�� x (t) ������

Λ = − d2

dt2
−W (t) (2.82)

���, ��
�
�, �� Λ 	���������	 {φn (t)} �����, �

Λφn (t) = λnφn (t) , φn (ta) = 0 = φn (tb) . (2.83)

�� ∫ tb

ta

dtφn (t)φm (t) = δnm. (2.84)


������ η (ta) = 0 = η (tb) ����� η (t), �����, �

η (t) =
∑

n

anφn (t) , an =
∫ tb

ta

dtφn (t) η (t) . (2.85)

�
 {an} ��������	�, �����������	�������

{an}���. 	� {φn (t)}��������� (2.84)�,����� S [η (t)] �

��, �

S [η (t)]=
m

2

∫ tb

ta

dtη (t)Λη (t) =
m

2

∑
n

∑
n′
λnanan′

∫ tb

ta

dtφn′ (t)φn (t)

=
m

2

∑
n

λna
2
n.

��

lim
N→∞

( m

2πi�

)N
2

∫ N∏
k=1

dake
i
�

S[η(t)] =

(
N∏

k=1

λk

)− 1
2

=
{

det
[
− d2

dt2
−W (t)

]}− 1
2

,

(2.86)
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	���
�	����, �����������

F (tb, ta)=
∫0

0

Dη(t) exp
{
− m

2i�

∫ tb

ta

dtη(t)
[
− d2

dt2
−W (t)

]
η(t)

}

=
( m

iπ�

) 1
2
{

det
[
− d2

dt2
−W (t)

]}− 1
2

=
( m

iπ�

) 1
2

(detΛ)−
1
2 . (2.87)

��	���������������������
��	� detΛ.

��������� �����
��	� detΛ �
������	�,

����������
������
���� (regularize). ������

ζ �	�����, �������� Λ = − d2

dt2
−W (t) ������ {λk} ��

�����-ζ �	 (MP-ζ �	) �

ζΛ (s) =
∑

n

1
λs

n

=
∑

n

e−s ln λn . (2.88)

�� ζΛ (s) �	������� s �, s = 0 ����, �����	

d
ds
ζΛ (s) = −

∑
n

lnλne−s ln λn , (2.89)

����

ζ′Λ (0) =
d
ds
ζΛ (s) |s=0= −

∑
n

lnλn = − ln
∏
n

λn = − ln detΛ, (2.90)

�����
��	�

detΛ =
∏

λn = e−ζ′
Λ(0). (2.91)


��	� detΛ ��	�����, ��������, ��������

����
��
�.

���� ������� -ζ �	��������, ��������


�.

� 1 ���� Λ = − d2

dt2
, ����� (2.83)�����	�

φn = cn sin
nπt

T
, λn =

(nπ
T

)2

.

� Minakshisundavam S, Pleijel A. 1949. Some properties of the eigenfunction of the Laplace-

operators on Riemanian manifolds. Can. J. Math., (I): 242∼256.
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����� -ζ �	�

ζΛ(s) =
∑

n

(nπ
T

)−2s

=
(
T

π

)2s ∑
n

1
n2s

=
(
T

π

)2s

ζ(2s),

��, ζ(2s) ������-ζ�	�, �

ζ(0) = −1
2
, ζ′(0) = −1

2
ln 2π ,

�����

ζ′Λ(s)|s=0 =ln
T 2

π2
ζ(0) + 2ζ′(0)

=− ln
T

π
− ln 2π = − ln 2T.

� (2.91) ��

det
(
− d2

dt2

)
=

∞∏
n=1

(nπ
T

)2

= 2T. (2.92)

�� (2.87) �������������

F0(T ) =
( m

i2π�T

) 1
2
.

� 2 ����� ΛH = − d2

dt2
− ω2, �������

ΛHφn(t)=
(
− d2

dt2
− ω2

)
φn(t) = λnφn(t), (0 � t � T ).

����

φn(0) = 0 = φn(T ).

�� ΛH �����	�

λn =
(nπ
T

)2

− ω2 =
π2

T 2

[
n2 −

(
ωT

π

)2
]
, (2.93)

�� -ζ �	

ζΛH (s) =
(
T

π

)2s ∞∑
n=1

1[
n2 −

(
ωT

π

)2
]s ,

� ���, � �. 2000. ���	��. ��������
%, 110.



· 72 · � 2 � ����"��������

�����

detΛH = e−ζ′
ΛH

(0) = 2
sinωT
ω

.

����, ����	� (2.93) ��
 1 ������� ((2.92) �), ��

detΛH =
∞∏

n=1

[(nπ
T

)2

− ω2

]
=

∞∏
n=1

(nπ
T

)2
[
1−

(
ωT

nπ

)2
]

=det
(
− d2

dt2

) ∞∏
n=1

[
1−

(
ωT

nπ

)2
]

=2
sinωT
ω

.

	������
�����. ��������������

FH(T )=N
∫0

0

Dη(t)e
− 1

2 ( m
i� )

∫
T

0
dtη(t)(− d2

dt2
−ω2)η(t)

=
( m

iπ�

) 1
2
[
det

(
− d2

dt2
− ω2

)]− 1
2

=
( mω

i2π� sinωT

) 1
2
. (2.94)

2.3.3 �	���

����	����� (����) ���������. ��������

��
�	�	�, �	����������������, ����
��

���	����������.

��,��	�	����������������. ���������

���, ����	���
(

d2

dt2
+W (t)

)
y (t) = 0 (2.95)

�
�� y (t), ��� (2.83) ���, ������ y (t) � ta 
�������

��

y (ta) �= 0. (2.96)

	��
���. ���, 	� y (t) �	�	� x (t) → z (t), �������

� x(t) 	�����

z (t) = x (t)−
∫ t

ta

ds
·
y (s)
y (s)

x (s) , (2.97)
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�
 z (t) ������� z (ta) = x (ta) = 0.

� (2.97) ����

·
z (t) =

·
x (t)−

·
y (t)
y (t)

x (t) =

( ·
xy − ·

yx
)

y
. (2.98)

�� y(ta) �= 0, ���
∫ t

ta

ds
·
z (s)
y (s)

=
∫ t

ta

ds
d
ds

(
x

y

)
=
x (t)
y (t)

, (2.99)

��� (2.99) �� (2.97) ���	� (z → x), ���

·
x =

·
z +

·
y
x

y
=

·
z +

·
y

∫ t

ta

ds
·
z (s)
y (s)

,


����

··
x=

··
z +

··
y

∫ t

ta

ds
·
z (s)
y (s)

+
·
z

·
y

y

=
··
z +

··
y
x

y
+

·
y

·
z

y
,

��,
··
x+Wx =

··
z +

·
y

·
z

y
+
(··
y +Wy

) x
y

=
··
z +

·
y

·
z

y
.

	������ (2.97) �, ���

S [x (t)]=−m
2

∫ tb

ta

dtx

(
··
z +

·
y

·
z

y

)

=−m
2

∫ tb

ta

dt

(
− ·
x
·
z + x

·
y

·
z

y

)
− m

2

[
x (t)

·
z (t)

] ∣∣∣∣
tb

ta

=
m

2

∫ tb

ta

dt
·
z
2
. (2.100)

�
��	�	� (2.97)�� S [x (t)]����	� z (t)����������.

		��
�������� �������	� z (t)�������

� &��. 	��	������

z (ta) = 0,

��������. � (2.99) �� (�� x(tb) = 0)
∫ tb

ta

ds
·
z (s)
y (s)

= 0,
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��������,��������	�. ��,

��
�,��	� δ �

	��

δ (x (tb)) =
1
2π

∫+∞

−∞
dαe−iαx(tb),

� (2.81) �	
�

F (tb, ta) =
1
2π

∫x(tb)=arb

x(ta)=0

Dx (t)
∫+∞

−∞
dα exp{−iαx (tb)} exp

{
i
�
S [x (t)]

}
. (2.101)

��, ���� x(tb) = arb(arbitrary, 
��) ����������, �� δ �

	����������� x(tb) = 0. ��� (2.100) ��� (2.101) �, �	�

(2.99) ��

F (tb, ta)=
1
2π

∫x(tb)=arb

x(ta)=0

Dz (t)
[∣∣∣∣δxδz

∣∣∣∣
] ∫+∞

−∞
dα exp

{
−iαy (tb)

∫ tb

ta

ds
·
z (s)
y (s)

}

× exp
{

i
�

m

2

∫ tb

ta

dt
·
z (t)2

}
,

���	����	
�

i
�

m

2

∫ tb

ta

dt

[
·
z (t)2 − 2�

m
αy (tb)

·
z (t)
y (t)

]

=
i
�

m

2

∫ tb

ta

dt

[(
·
z − �

m
α
y (tb)
y (t)

)2

− �
2α2

m2

y2 (tb)
y2 (t)

]
,

�

γ (t) = z (t)− �α

m
y (tb)

∫ t

ta

ds
y (s)

, (2.102)

����	� (2.97) ��� z (t) ���	�, �
∣∣∣∣δxδz

∣∣∣∣ ��� z (t) , ��	�

(2.102)��� z (t) 	�� γ (t) (�	������	�� 1), �


F (tb, ta)=
1
2π

∣∣∣∣δxδz
∣∣∣∣
∫+∞

−∞
dα exp

{
− i�α2

2m
y2 (tb)

∫ tb

ta

dt
1

y2 (t)

}

×
∫γ(tb)=arb

γ(ta)=0

Dγ (t) exp
{

i
�

m

2

∫ tb

ta

dt
·
γ

2
(t)
}
, (2.103)

������������, ����
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∫γ(tb)=arb

γ(ta)=0

Dγ (t) e
i
�

m
2

∫ tb

ta

dt
·
γ(t)2

=
∫+∞

−∞
dxK0 (x,tb; 0, ta)

=
√

m

2πi� (tb − ta)

∫+∞

−∞
dxe

i
�

m
2

x2
tb−ta

=1.

�� (2.103)��, ������	��� α ��������, ���
∫+∞

−∞
dxe−iax2

=
√
π

ia

���

F (tb, ta) =
∣∣∣∣δxδz

∣∣∣∣

⎛
⎜⎜⎜⎝

m

2πi�y2 (tb)
∫ tb

ta

dt
1

y2 (t)

⎞
⎟⎟⎟⎠

1
2

.

��	� (2.97)������	�
∣∣∣∣δxδz

∣∣∣∣,����������
�. ���

��
��� T = tb − ta �� N �����
����ε =
T

N
→ 0, N → ∞. �

����, �
z (tk) = zk, x (tk) = xk.

��	� (2.97) ��

zk = xk − ε
k∑

j=1

·
y (tj)
y (tj)

xj + xj−1

2
. (2.104)

��	�	������	��	�����������, �

JN =
∣∣∣∣∂zk

∂xj

∣∣∣∣ =
N∏

k=1

[
1− 1

2

·
y (tk)
y (tk)

ε

]
, (2.105)

��,

∣∣∣∣δzδx
∣∣∣∣= lim

N→∞
JN = lim

N→∞
exp

{
ln

N∏
k=1

[
1− 1

2

·
y (tk)
y (tk)

ε

]}

= lim
N→∞

exp

{
N∑

k=1

ln

[
1− 1

2

·
y (tk)
y (tk)

ε

]}

= lim
N→∞

exp

{
−1

2

N∑
k=1

·
y (tk)
y (t)

ε

}
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=exp

{
−1

2

∫ tb

ta

dt
·
y (t)
y (t)

}

=exp
{
−1

2
ln
y (tb)
y (ta)

}

=
[
y (tb)
y (ta)

]− 1
2

.

� ∣∣∣∣∂x∂z
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∂z∂x
∣∣∣∣
−1

=
[
y (tb)
y (ta)

] 1
2

, (2.106)

	�, �

F (tb, ta) =
∫x(tb)=0

x(ta)=0

Dx (t) e
i
�

S[x(t)] =

⎛
⎜⎜⎜⎝

m

2πi�y (ta) y (tb)
∫ tb

ta

dt
1

y2 (t)

⎞
⎟⎟⎟⎠

1
2

, (2.107)

��, y (t) ������
⎧⎪⎨
⎪⎩

[
d2

dt2
+W (t)

]
y(t) = 0,

y(ta) �= 0, y(tb) �= 0
(2.108)

�
��.

���
, �������������������.

� 1 ���� �
 W (t) = 0.

�� y (t) = 1, 	�� (2.108)�, �� (2.107)��

F0 (tb, ta) =
(

m

2πi� (tb − ta)

) 1
2

.

� 2 ��� 
� W (t) = ω2. �
�� y (t) = cosω (t− ta), �
	��

 (2.108)�, �� (2.107)�

FH (tb, ta) =
[

m

2πi� cosω (tb − ta) tanω (tb − ta)

] 1
2

=
[

mω

2πi� sinω (tb − ta)

] 1
2

.

��������
��� ������"���, �����	� detΛ

�����
������. �������������"���	���

��������	����.
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�� (2.107) ����, ���������	���

det(−∂2
t −W (t))

det(−∂2
t − V (t))

=
y(ta)y(tb)

∫ tb

ta

dt
y2(t)

yv(ta)yv(tb)
∫ tb

ta

dt
y2

v(t)

, (2.109)

��, y(t) ��� (2.108) ��, �	�� W (t) �� V (t) ������ yv(t). �

����� y(ta) = 0 �����, �

y(t) = J(t) + εK(t), (2.110)

��, J(t),K(t) ����	�����, ������������

J(ta) = 0,
d
dt
J(t)

∣∣∣∣
t=ta

= 1, (2.111)

K(ta) = 1,
d
dt
K(t)

∣∣∣∣
t=ta

= 0. (2.112)

��������

(−∂2
t − V (t))yv(t) = 0

��������

yv(t) = Jv(t) + εKv(t).

�

lim
ε→0

y(ta)
yv(ta)

= 1, lim
ε→0

y(tb)
yv(tb)

=
J(tb)
Jv(tb)

.

�����, t→ ta,�� J(ta) = 0,
� (2.110)��,� ε→ 0
, y(t)→ y(ta)→

J(ta) = 0,����
∫ tb

ta

dt
y2(t)

�����.�
���������� ta �
��

��, �������
∫ tb

ta

dt
(t− ta)2

. ����
∫ tb

ta

dt
y2

v(t)
, ���������. �

�������

lim
ε→0

∫ tb

ta

dt
y2(t)∫ tb

ta

dt
y2

v(t)

= 1,

�� (2.109)����
det(−∂2

t −W (t))
det(−∂2

t − V (t))
=

J(tb)
Jv(tb)

. (2.113)
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�, � V (t) = 0, ��������, �� Jv = t− ta, �

det(−∂2
t −W (t))

det(−∂2
t )

=
J(tb)
tb − ta , (2.114)

��

K(xb, tb;xa, ta)=F (tb, ta) exp
{

i
�
S[xcl(t)]

}

=
[
det(−∂2

t −W (t))
det(−∂2

t )

]− 1
2

F0(tb, ta) exp
{

i
�
S[xcl(t)]

}

=
(
tb − ta
J(tb)

) 1
2
[

m

2πi�(tb − ta)

] 1
2

exp
{

i
�
S[xcl(t)]

}

=
(

m

2πi�J(tb)

) 1
2

exp
{

i
�
S[xcl(t)]

}
. (2.115)

� 2.4

������
	��� ��	�����	�

������ (x(ta) ��� p(ta) ��) ��	���

�	�. ���	�������� (��������

����� Goldston���). �� 2.4��, � xa �


�	����	��������	��, �����

�


x(p+ ε, t) = x(p, t) +
εJ(p, t)
m

+O(ε2),

�

J(p, t)
m

= lim
ε→0

x(p+ ε, t)− x(p, t)
ε

=
∂x(p, t)
∂p

. (2.116)

�
�		�
��	��	����	

Scl =
∫ tb

ta

dt
(

1
2
mẋcl(t)2 − V (xcl(t), t)

)
= S(xb, tb;xa, ta),

	������

pb =
∂Scl

∂xb
, pa = −∂Scl

∂xa
. (2.117)


 ta = 0, tb = t, �
∂x(pa, t)
∂pa

=
J(pa, t)
m

,
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�� (2.117)��

− ∂2Scl

∂xa∂xb
=
∂pa

∂xb
=
(
∂xb

∂pa

)−1

=
m

J(pa, t)
. (2.118)

�� (2.115)��

K(xb, tb;xa, ta) =
(

1
i2π�

) 1
2
(
− ∂2Scl

∂xa∂xb

) 1
2

e
i
�

Scl . (2.119)

(2.119) �����	��	��	 (Pauli) ����. ���������, ��

� T = tb− ta → 0������,����	����. ��	�����"��

� (2.77) ��������, ���������. �������, �	��

xcl(t) ���������������, �����, ������"���,

���		�
��	��������	��	.

������
�.

� 3 ������ 	�
��	�

Scl =
m(xb − xa)2

2(tb − ta)
,

��

− ∂2Scl

∂xa∂xb
=

m

tb − ta ,

���������	��	�

K0(xb, tb;xa, ta) =
[

m

2πi�(tb − ta)

] 1
2

e
i
�

Scl . (2.120)

� 4 ����� 	�
��	�

Scl =
mw

2 sinw(tb − ta)
[(x2

b + x2
a) cosw(tb − ta)− 2xbxa],

��

− ∂2Scl

∂xa∂xb
=

mw

sinw(tb − ta)
,

����������	��	�

KH(xb, tb;xa, ta) =
[

mw

2πi� sinw(tb − ta)

] 1
2

e
i
�

Scl .

� 5 ������ ����"��

L(t) =
m

2
ẋ2 − m

2
ω2(t)x2, (2.121)
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��–������� (
d2

dt2
+ ω2(t)

)
x(t) = 0. (2.122)

������	�

x(t) = f(t)[A cos g(t) +B sin g(t)]

������� x(ta) = xa, x(tb) = xb ������	 A,B �

xcl(t) =
f(t)

sin(gb − ga)

[
xa

fa
sin(gb − g)− xb

fb
sin(ga − g)

]
, � gb − ga �= nπ. (2.123)

�
, 	�����	�
��	�

Scl =
∫ tb

ta

L(x, ẋ, t)dt =
m

2

∫ tb

ta

dt(ẋ2 − ω2(t)x2)

=
m

2
(ẋx)

∣∣∣∣
tb

ta

− m

2

∫ tb

ta

dtx(t)
(

d2

dt2
+ ω2(t)

)
x(t)

=
m

2
(ẋbxb − ẋaxa), (2.124)

� (2.123)���, �

Scl =
m

2

[
ḟbx

2
b

fb
− ḟax

2
a

fa
+ (ġbx

2
b + ġax

2
a) cot(gb − ga)− 2xbxa

√
ġbġa

sin(gb − ga)

]
,(2.125)

��,
∂2Scl

∂xa∂xb
= − m

√
ġbġa

sin(gb − ga)
,

���	�������	��	�

K(xb, tb;xa, ta) =
[

m
√
ġaġb

2πi� sin(gb − ga)

] 1
2

e
i
�

Scl . (2.126)

2.4 ������������, �����


���Morse �	

2.4.1 �������	�����

����������������������, ���������	�

����, ���������, �������, ������	����. 




2.4 ������������, �����
���Morse �	 · 81 ·

�, �������� · · · · · · �� 3 ��� 4 ���. �����������

��������	�	�� (�	����). ������,���� ����

��, ���
������� WKB ��. ���������, �����

�"���, �	����������, ����������, ����	�

���, ���������������, ���������.

�������, �	�����	�
��	 Scl �
���. �����

�	���, ���	���	��������������. ����	��


��������, 
�� (conjugate point) �
���. ���������

�
, ���
����� (��
��), ���	����
�
��, �
�

������	
��������, 
� Morse�	. ��������.

�����	 �������� V (x, t) �	����, ���
�

S[x(t)] =
∫ tb

ta

dt
(m

2
ẋ(t)2 − V (x, t)

)
. (2.127)

����	�

δS[x(t)]
δx(t′)

=
∫ tb

ta

dt
(
−m d2

dt2
x(t) − ∂V (x, t)

∂x

)
δ(t− t′), (2.128)

δ2S[x(t)]
δx(t′)δx(t′′)

=
(
−m d2

dt′2
− ∂2V (x, t′)

∂x2

)
δ(t′′ − t′). (2.129)

�	���� δS = 0 ���, � xcl(t) ��	���

m
d2

dt2
x+

∂V (x, t)
∂x

= 0, (2.130)

������ δ2S > 0, �����

Λ = −m d2

dt2
− ∂2V

∂x2
(2.131)

�����

Λy(t) = λy(t) (2.132)

���� λ ��.

����
���	�����, ���

x(t) = xcl(t) + η(t), (2.133)

�

S[x(t)] = S[xcl(t)] +
1
2

∫ ∫
dt1dt2η(t1)

δ2S[xcl(t)]
δxcl(t1)δxcl(t2)

η(t2) +O(η3). (2.134)
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��� 2.1������,�
����"�����,�
���O(η3),

�����������. �������	�	�����"�, �	����

������	����� ((2.133)�), ����	����.

� (2.134) ������	��	���

K(xb, tb;xa, ta) =
∫

Dx(t) exp
{

i
�
S[x(t)]

}

=
∫

Dη(t) exp
{

i
�

{
S[xcl(t)] +

1
2

∫ ∫
dt1dt2η(t1)

× δ2S[xcl(t)]
δxcl(t1)δxcl(t2)

η(t2) +O(η3)
}}

=exp
{

i
�
S[xcl]

} ∫0

0

Dη(t) exp
{

i
2�

∫ tb

ta

dtη(t)

×
(
−m d2

dt2
− V ′′(xcl, t)

)
η(t) +O(η3)

}

=
( m

i2π� detΛ

) 1
2

e
i
�

S[xcl(t)](1 +O(�)),

� (2.133) ���, �����	���	�
 Dx(t) → Dη(t) �����	��

	�� 1, ���	���	���������. ��, ���	����	�

Dη → Dη√
�
, ����
����, ������� � ���������. �

�� WKB �	�	��, ��� 3 ���	�.

	�	��� � T = tb − ta ��, �	���� δ2S > 0, ������

Λ(xcl) =
(
−m d2

dt2
− V ′′(xcl)

)

����� λ > 0, 	����������, �	� (2.114) �, ��� (2.115)

�

K(xb, tb;xa, ta) =
(

m

i2π�J(tb − ta)

) 1
2

e
i
�

S[xcl(t)](1 +O(�)), (2.135)

�����������. ����������, [x̂i, p̂j ] = i�δij , D ����

��	��	����

K(xb, tb;xa, ta) =
( m

i2π�

)D
2

(detDJ(pa, t))
− 1

2 e
i
�

S[xcl(t)](1 +O(�)), (2.136)

��, D × D ����	 J(pa, t) ������, ����	���	��, ��

2.5 ��.
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�����������	�. ��, ��
� xa

�	����	��������	��, x(pa, t), �

����		���

mẍk +
∂V

∂xk
= 0 (2.137)

����

x(pa, 0) = xa,

mẋ(pa, 0) = pa.

� 2.5

��, 
�
� xa ���	������������	��

xk(pa + ε, t) = xk(pa, t) +
Jkl(pa, t)εl

m
+O(ε2),

��,
Jkl(pa, t)

m
= lim

εl→0

xk(pa + ε, t)− xk(pa, t)
εl

=
∂xk(pa, t)

∂pl
a

, (2.138)

��� D ×D ��� J(pa, t) ����.

J(pa, t) = (Jkl(pa, t)) =
(
m
∂xk(pa, t)

∂pl
a

)
. (2.139)

� (2.139)��� (2.137) ��� pl
a ��	, �������

mJ̈kl(pa, t) +
D∑

n=1

∂2V (x(pa, t))
∂xk∂xn

Jln(pa, t) = 0. (2.140)

���������������

Jkl(pa, 0) = 0, J̇kl(pa, 0) = δkl (2.141)

��.

��	���, 	�
��	 Scl = S(xbtb;xata) �������	����

�	, �	����

pb = ∇xb
Scl, pa = −∇xa

Scl,

�

pk
b =

∂Scl

∂xk
b

, pk
a = −∂Scl

∂xk
a

.

�
Jkl(pa, t)

m
=
∂x(pa, t)

l

∂pk
a

=
(
∂pk

a

∂xl
b

)−1

= −
[
∂

∂xl
b

(
∂Scl

∂xk
a

)]−1

,
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��

detD(Jkl(pa, t)) =
[
detD

(
− ∂2Scl

∂xl
b∂x

k
a

)]−1

, (2.142)

�� (2.136)�� D ����
���	��	, ��� (�	����)

K(xb, tb;xa, ta) =
( m

i2π�

)D
2
(

det
(
− ∂2Scl

∂xl
b∂x

k
a

)) 1
2

e
i
�

S[xcl](1 +O(�)). (2.143)

2.4.2 ��� Morse 
�

����� �������	�� x(pa + ε, t), 	���

x(pa + ε, 0) = xa, m
.
x(pa + ε, 0) = pa + ε,

��� x(pa, t) � t = tf 
��, �

x(pa + ε, tf ) = xf = x(pa, tf ),

���� xf � xa = x(pa, 0) �
��, ���!�� (caustic point), �� 2.6.

� 2.6

�
��� T = tb− ta ��, �
��� 0 � t <

tf � T �, 	�	�� xγ(t) ��
��, ���	

�� xγ(t) ����
� S[x(t)] ���, � J(pa, t)

��������, ����
�� xγ(tf ) = xf ,

�	��������, �����
�, 
� J(pa,

t) �
����. 	�	�� xγ(t) = x(pa, t) ���

�� Jγ(t) = J(pa, t) �����	� νγ ����

xγ(t) � Morse �	, ����
��� 0 � t � T

	 xγ(t) �� xa = xγ(0) �
��
��	.

Morse 
� �	��
������	�	���������. ���

�	���
���, ���	��	���� ((2.136) �) 	�

K(xb, tb;xa, ta)=
(

1
i2π�

)D
2 ∑

γ

exp
{

i
�
Sγ(xb, tb;xa, ta)− i

π

2
νγ

}

| detJγ(tb − ta)| 12 (1 +O(�))

=
(

1
i2π�

)D
2 ∑

γ

(
det

(
− ∂2Sγ

∂xj
b∂x

k
a

)) 1
2

× exp
{

i
�
Sγ(xb, tb;xa, ta)− i

π

2
νγ

}
(1 +O(�)). (2.144)
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���������, Morse �	�����
�, ���������
�

����	��	���� Morse�	 νγ �
��������.

������	�
��	�

Scl(xb, xa, T )=
mω

2 sinωT
[(x2

b + x2
a) cosωT − 2xbxa],

∂2Scl

∂xa∂xb
=− mω

sinωT
. (2.145)

��	��	��	���� (2.119)��

K(xb, xa, T ) = e−i π4

√
mω

2π� sinωT
e

i
�

mω
2 sin ωT [(x2

b+x2
a) cos ωT−2xbxa]. (2.146)

� 0 < T <
π

ω

, (2.146) ���, ��� T ��, � T =

π

ω

, (2.146) ���.

�����	����
��. ��� T = n
π

ω
(n = 1, 2, · · · ) �������

�
��. �������	����
��
����		.� (2.146) ���

T =
2π
ω

, �

K

(
xb, xa,

2π
ω

)
= e−i π4

√
mω

2π�
e−

i
�

mωxbxa . (2.147)

������	��	����,��������
�� T =
2π
ω

����	

��	���

K
(
xb, xa,

π

ω

)
=

∫∞

−∞
dxK

(
xb, x,

π

2ω

)
K
(
x, xa,

π

2ω

)

=e−i π2
mω

�

∫∞

−∞

dx
2π

e−
i
�

mωx(xb+xa)

=e−i π2 δ(xb + xa).

��, ���������

K

(
xb, xa,

2π
ω

)
=

∫∞

−∞
dxK

(
xb, x,

π

ω

)
K
(
x, xa,

π

ω

)

=e−iπ

∫∞

−∞
dxδ(xb + x)δ(x + xa)

=e−iπδ(xb − xa),

�
���
��, ���	��	������� e−i π2 , ���

lim
T→( nπ

ω )+
K(xb, xa, T ) = e−in π2 δ(xb − (−1)nxa). (2.148)
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���������	��	����, ���������	��	����

K(xb, xa, T ) = e−i π4−i π2 [ ωT
π

]

√
mω

2π�| sinωT |e
i
�

mω
2 sin ωT [(x2

b+x2
a) cos ωT−2xbxa]. (2.149)

��,
[
ωT

π

]
����

ωT

π
�	��	, � Morse �	.

� � 2

1. �������������������	

GF (t)=

∫∞

−∞

dE

2π

e−iEt

E2 − ω2 + iε

=
1

2iω

(
Θ (t) e−iωt + Θ (−t) eiωt

)
, ε→ 0+.

2. 	���
�

S[xcl(t)] =

∫ tb

ta

dt
(m

2
ẋ(t)2 − V (x(t), t)

)
.

'��� x(t) �	�, �

δS[x(t)]

δx(t′)
=

∫ tb

ta

dt

(
−m d2

dt2
x(t) − ∂V (x, t)

∂x

)
δ(t− t′),

δ2S[x(t)]

δx(t′)δx(t′′)
=

(
−m d2

dt′2
− ∂2V (x, t′)

∂x2

)
δ(t′′ − t′).

��	�	����

δx(t)

δx(t′)
= δ(t− t′),

δ′(t)f(t)=−δ(t)f ′(t).

3. �	��	��	�����

K(xb, xa; T ) = e−i π4

√
mω

2π� sinωT
e

i
�

mω
2 sin ωT

[(x2
b+x2

a) cos ωT−2xaxb].

��	����������������	��	�

K(xb, xa;T ) = e−i π4−i π2 [ ωT
π

]

√
mω

2π�| sinωT |e
i
�

mω
2 sin ωT

[(x2
b+x2

a) cos ωT−2xaxb].



�3� ���������������

3.1 ����� WKB ��

����������������������, �������, ���

������������������������������������

�������� ���������,����������WKB�����

����������������������������, �������

�����������������������WKB ������ 3.2��

�, ������������

3.1.1 ������ WKB ��

������������� ������, ������������

� S(x,xa, t) = S[xcl] = Scl �����–�����

∂S

∂t
= −H

(
x,

∂S

∂xi
, t
)
. (3.1)

���� S(x,xa, t) ����������, �����������

i�
∂

∂t
ψ = Ĥψ, (3.2)

��������������������

H =
p2

2m
+ V (x, t), (3.3)

� (3.1) ���������

∂S

∂t
+

1
2m

(∇S)2 + V (x, t) = 0. (3.4)

�������������–�������������������� Scl�

����, � (3.3) ������������, �� (3.2) �, ������

����������

i�
∂

∂t
ψ(x, t) =

(
− �

2

2m
∇2 + V (x, t)

)
ψ(x, t). (3.5)
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� ψ∗(x, t) ����, ����������, 


∂

∂t
(ψ∗ψ)− i�

2m
∇ · (ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗) = 0, (3.6)

����������		
��

∂ρ

∂t
+∇ · j = 0,

��,
ρ = ψ∗ψ, j = − i�

2m
(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗).

������	�, �����������
����

�����������������, ���� (3.5)�����
����

�

ψ(x, t) = Ae
i
�

S(x,t), (3.7)

������������ S(x, t) ������, � (3.7) ��� (3.5) �
[∂S
∂t

+
1

2m
(∇S)2 − i�

2m
∇2S + V (x, t)

]
ψ(x, t) = 0. (3.8)

�����, ������� S(x, t) ���������–����� (3.4) ��

�������� � → 0 �, ������, ��������������	�

�����	 �→ 0 	�����,��� S �������� Scl,����, 


� S � � ��
���

S = S0 +
(

�

i

)
S1 +

(
�

i

)2

S2 + · · · , (3.9)

��, �� S0 �������� Scl�

������� 	�����	����������
�������

�, �����������, �����, ���		������, ����


		��, �

H =
p2

2m
+ V (x), (3.10)

���		�������
�
, �� E 	�,������������ T =

tb − ta,

Scl =
∫ tb

ta

dtL(xc(t), ẋc(t)) =
∫T

0

dt
(∂L
∂ẋ

ẋ− E
)∣∣∣

c

=
∫xb

xa

dx
√

2m(E − V (x)) − ET = W (xb, xa;E)− ET, (3.11)

��,

W (xb, xa;E) = Scl(xb, xa, T ) + ET =
∫xb

xa

dx
√

2m(E − V (x)),
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������
������ T � Scl ���������� E ��
�

� W , �
∂Scl

∂t
= −E, ∂Scl

∂xb
=
∂W

∂xb
= pb,

��
�� W ������
�	����–�����

1
2m

(∂W
∂x

)2

+ V (x) = E. (3.12)

������������, ������ (3.2) �, �������	��

��
, � (3.10) �, �

ψ(x, t) = ψ(x)e−
i
�

Et ,


��� ψ(x) ���������

(
− �

2

2m
d2

dx2
+ V (x)

)
ψ(x) = Eψ(x), (3.13)

����	����–����� (3.12) ����

��
� ψ(x) = e
i
�

S(x) �

� (3.13) �, ������� S(x) ���

1
2m

(dS
dx

)2

+
�

i
1

2m
d2S

dx2
= E − V (x). (3.14)

����

�� (Riccati ��)�� � → 0 ���
�� W ���	���

�–����� (3.12) ����

WKB �� ������,���� WKB ��. ���� S(x) � � ��


���� (3.9) ��� (3.14) �, � � �����, 

����


�
�� (dS0(x)
dx

)2

= 2m(E − V (x)), (3.15)

�
��

2S′
0S

′
1 + S

′′
0 = 0. (3.16)

��
����


S0(x) = ±
∫x√

2m(E − V (x′))dx′ = ±
∫x

pdx, (3.17)

��,
p =

√
2m(E − V (x)). (3.18)

� E > V (x) �, p ���, ���������� WKB ����, �����


�	
��� E < V (x), ����, ��, �� p �����
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p = i
√

2m(V (x) − E) = i|p|, (E < V (x)). (3.19)


��
����


S′
1 = −1

2
S′′

0

S′
0

= −1
2
p′

p
=
(

ln p−
1
2

)′
,

��

S1 = ln p−
1
2 + C, (3.20)

��, C �����, �	�����������

����WKB �����, ���

ψ(x)≈ e
i
�

S0+S1+
�

i S2+···

=
A√
p
e±

i
�

∫x pdx(1 +O(�)). (3.21)

������, p(x) ��, ψ(x) �����

ψ(x) ≈ A√
p
e±

i
�

∫x dy
√

2m(E−V (y)),

�����, p(x) ��, ψ(x) �����

ψ(x) ≈ A√
p
e±

1
�

∫x
√

2m(V (y)−E)dy.

WKB ������� ���� WKB ��������WKB ����

��������

�� (3.14) �, �	������, ������� (3.14)

��	����	��

�

∣∣∣d2S

dx2

∣∣∣� ∣∣∣(dS
dx

)2∣∣∣,
�

�

∣∣∣dp
dx

∣∣∣� |p2| ,

����

λ(x)
∣∣∣∣ dpdx

∣∣∣∣� |p(x)| , (3.22)

	

λ(x)
∣∣∣∣dVdx

∣∣∣∣� |2(E − V (x))| . (3.23)

��, λ(x) =
h

p
,����		 (de Bröglie)�������������		

������� (�������),	������ (�����)�������

��������, ����� (V (x) = E) ��, ���� (3.23) 
��, ���
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�����������������, ��
�	��������, ����


����

�� WKB ����� (3.21) �, ���
�������

ψ∗(x)ψ(x) ∝ 1
p(x)

, (3.24)

��, ������
������
�������	�������, ���

������, ��������	, ������	���, ��������

�, �����������������, WKB ���������	���

������������WKB �����������, ��, ������

���		�, ���
��������� (E > V (x), ����), ����

������ (E < V (x), ����)�������, ������, �����

��	������� ∼ e±
i
�

px�

�������� ���������������, ��	 3.1 ��, �

������� E ���, x = a �����������, WKB �����

�, �� (3.21) �����
	� (3.18) � (3.19) �, ������ (� 3.1 	

��������), � (3.21) ��������, �

ψ(x)=
C1√
p
e

i
�

∫a
x

pdx +
C2√
p
e−

i
�

∫a
x

pdx

=
C′
√
p

cos
(1

�

∫a

x

pdx+ α
)
, �E > V (x). (3.25)

	 3.1 ���������


��,�� C1 � C2(	 C′ � α) ��������������������

��
��� (� 3.1 	�������
), � (3.21) ���������, �

ψ(x) =
C3√|p|e

− 1
�

∫x
a
|p|dx +

C4√|p|e
1
�

∫x
a
|p|dx, �E < V (x). (3.26)

��,�� C3 � C4 �������������
����,�� (3.25)�

(3.26) ����������
�������, �� C3 �C4 � C1�C2 ���
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���
������
����
�, ������������������

������������
��, �� WKB ������, ��� (3.25)

�� (3.26)��,�����
������
�,���	���,� x = a

����������		�

Airy ��� Bessel �� �
���������		
������

��

�� V (x) ��������

, ��

���, �	

�, �

V (x)=V (a) + V ′(a)(x − a) + · · ·
=E +

�
2

2m
α(x− a) + · · · , �x ∼ a. (3.27)

����, ����������

d2ψ

dx2
− α(x − a)ψ = 0, �x ∼ a. (3.28)

�� (Airy) ���
d2Φ
dz2

+ zΦ = 0

���Airy ��Φ(z) = Ai(z), �������

Ai(z) =
1
2π

∫∞

−∞
dtei(zt− 1

3 t3) =
1
π

∫∞

0

dt cos
(1

3
t3 − zt

)
.

�������� z → ±∞ � Airy ��������

Ai(z) ≈
z→∞

1√
πz

1
4

cos
(2

3
z

3
2 − π

4

)
(������)

Ai(z) ≈−z→∞
1

2
√
π(−z) 1

4
e−

2
3 (−z)

3
2 (��������)

��������, Airy ��� WKB ������� (��������	

	)��	 3.2 ��, ���� x = a ��, Airy �� WKB �����

�������, WKB ������� (Bessel)��������

�Jn(z) ������������

d2Jn

dz2
+

1
z

dJn

dz
+
(
1− n2

z2

)
Jn = 0. (3.29)

� z �	�, �������������

Jn(z) ∼
√

2
πz

cos
(
z − nπ

2
− π

4

)
, � z �	. (3.30)

� ��, ���. 2000. ������. �����	����, 418.
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	 3.2

��� (3.25) �����

ψ� =
C√
p

√
πz

2
Jn(z), z =

1
�

∫a

x

pdx. (3.31)

������������� n,�������������������

(3.28) �. ��� (3.27) �� (3.31) �	

z =
2
3
√
α(a− x) 3

2 , �x ∼ a. (3.32)

� (3.31) ��� (3.28) �, �� Jn ��

d2Jn

dx2
− 1
a− x

dJn

dx
+
[
α(a− x)− 1

4(a− x)2
]
Jn = 0, (3.33)

�� (3.32) �, (3.33) ���

d2Jn

dz2
+

1
z

dJn

dz
+
(
1− 1

9z2

)
Jn = 0, (3.34)

������, 	��� n = ±1
3
, ��	�

ψ� =
√
πz

2p
(AJ 1

3
(z) +BJ− 1

3
(z)). (3.35)

���, � E < V (x) �����

ψ
 =

√
πz′

2|p| (CI 1
3
(z′) +DI− 1

3
(z′)), z′ =

1
�

∫x

a

|p|dx, (3.36)

��, I± 1
3
�������, In(z) = i−nJn(iz)�� z �	�, � (3.30) ��

(3.35) ��


ψ� =
1√
p

[
A cos

(
z − 5π

12

)
+B cos

(
z − π

12

)]
, z =

1
�

∫a

x

pdx, (3.37)
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� z′ �	�, In(z′) ∼ 1√
2πz′

[
ez′

+ e−z′
cos
(
n+

1
2

)
π

]
, ��

ψ
 =
1

2
√|p|

{
(C +D)ez′

+
√

3
2

(D − C)e−z′}
, z′ =

1
�

∫x

a

|p|dx. (3.38)

����������,��� Airy�����,����
��� A,B,C,D

�
�����������

� z ���, �

Jn(z) = In(z) =
1

Γ(n+ 1)

(z
2

)n

, �z → 0�. (3.39)

� x � a � (3.35) � (3.36) ���

ψ� →
√
π

�

[
A(3α)

1
6
a− x
Γ
(1

3

) +B
1

(3α)
1
6 Γ
(2

3

)
]
,

ψ
 →
√
π

�

[
C(3α)

1
6
x− a
Γ
(1

3

) +D
1

(3α)
1
6 Γ
(2

3

)
]
,

���
������� x→ a ���, ���

C = −A, D = B. (3.40)

� (3.40) ��� (3.37) �� (3.38) �


ψ� =
1√
p

[
A cos

(1
�

∫a

x

pdx− 5π
12

)
+B cos

(1
�

∫a

x

pdx− π
12

)]
, (3.41)

ψ
 =
1

2
√|p|

[
(B −A)e

1
�

∫x
a
|p|dx + (B +A)

√
3

2
e−

1
�

∫x
a
|p|dx

]
. (3.42)

� B = A =
2√
3
, 
	��	��(3.43a)����, � B = −A = 1, 
	��	�

� (3.43b)

2√
p

cos
(1

�

∫a

x

pdx− π
4

)
−−−� 1√|p| exp

(
− 1

�

∫x

a

|p|dx
)
, (3.43a)

− 1√
p

sin
(1

�

∫a

x

pdx− π
4

)
←− 1√|p| exp

(1
�

∫x

a

|p|dx
)
. (3.43b)

�	 3.1 ���������
. �� (3.43a) ����
��, 
������

������������ (3.43b)������,����������,��


����������
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������������, �	 3.3��,�������, ���	���

����

1√|p| exp
{
− 1

�

∫ b

x

|p|dx
}

�−−− 2√
p

cos
(1

�

∫x

b

pdx− π
4

)
, (3.44a)

1√|p| exp
{1

�

∫ b

x

|p|dx
}
−→ − 1√

p
sin
(1

�

∫x

b

pdx− π
4

)
. (3.44b)

	 3.3 ����������

3.1.2 WKB ���������

1. ������������������

�����	�, �����, �����������������
��

� a � b, (�	 3.4 ��) ������������� I�III �����, ��,

��� I �

ψI ≈ A√|p|e
− 1

�

∫
b
x
|p|dx

(3.44a)
�−−− ψII ≈ 2A√

p
cos
(1

�

∫x

b

pdx− π
4

)
,

	 3.4
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��� III �

ψIII ≈ A′√|p|e
− 1

�

∫
x
a
|p|dx

(3.43a)
�−−− ψ′

II ≈
2A′
√
p

cos
(1

�

∫a

x

pdx− π
4

)
.

�������������	����, ����
���� ψII , ψ′
II ���,

����
��������� π ����

1
�

∫ b

a

pdx− π
2

= nπ, (n = 0, 1, · · · ), A′ = (−1)nA,

� ∫ b

a

pdx =
(
n+

1
2

)
π�. (3.45)

����–	������
∮
pdx =

(
n +

1
2

)
h , ��

∮
dx ���������

�����

2. ������

��� V (x) �	 3.5 ��, 	��� a,b ����, �	������, ��

WKB ������

ψI(x) =
1√
p

[
Aei( 1

�

∫a
x

pdx− π
4 ) +Be−i( 1

�

∫a
x

pdx− π
4 )
]
, (3.46)

ψII(x) =
1√|p|
[
Ce−

1
�

∫x
a
|p|dx +De

1
�

∫x
a
|p|dx

]
, (3.47)

ψIII(x) =
1√
p

[
F ei( 1

�

∫
x
b

pdx− π
4 ) +Ge−i( 1

�

∫
x
b

pdx− π
4 )
]
. (3.48)

	 3.5
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	�

(1) ������� ±i
π

4
, ��	������;

(2) ��� II, E < V (x), p = −i
√

2m(V − E) = −i|p|;
(3) ����� E ���, ������������ e−

i
�

Et �����, F

��B ��
��, A ��G ������

������� I ��� x ����, � a �����, ��
�, ���

�����	 III �, �	 III �����, �� G = 0, �

ψIII(x)=
1√
p
F ei( 1

�

∫
x
b

pdx− π
4 )

=
1√
p
F
[
cos
(1

�

∫x

b

pdx− π
4

)
+ i sin

(1
�

∫x

b

pdx− π
4

)]
. (3.49)

�	��� (3.44a)� (3.44b) �


ψII(x)=
1√|p|
[F

2
e−

1
�

∫b
x
|p|dx − iF e

1
�̄

∫b
x
|p|dx]

=
1√|p|
[
Ce−

1
�

∫
x
a
|p|dx +De

1
�

∫
x
a
|p|dx

]
, (3.50)

��,

D=
F

2
e−

1
�

∫
b
a
|p|dx ≡ F

2
e−α, α = −1

�

∫ b

a

|p| dx,

C=−iF e
1
�

∫
b
a
|p|dx ≡ −iF eα. (3.51)


��	��� (3.43a)� (3.43b) �


ψI =
1√
p

[
2C cos

(1
�

∫a

x

pdx− π
4

)
−D sin

(1
�

∫a

x

pdx− π
4

)]

=
1√
p

[(
C +

i
2
D)ei( 1

�

∫
a
x

pdx− π
4 ) +

(
C − i

2
D
)
e−i( 1

�

∫
a
x

pdx− π
4 )
]
, (3.52)

�

A = C +
i
2
D = −iF

(
eα − 1

4
e−α

)
, α =

1
�

∫ b

a

|p| dx,

B = C − i
2
D = −iF

(
eα +

1
4
e−α

)
. (3.53)

��, �����

T =
∣∣∣∣FB
∣∣∣∣
2

=
1(

eα +
1
4
e−α

)2 ≈ e−2α, (3.54)
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����

R =
∣∣∣∣AB
∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣∣∣
eα − 1

4
e−α

eα +
1
4
e−α

∣∣∣∣∣∣∣

2

≈ 1− e−2α, (3.55)

���� T +R = 1��������

T ≈ e−
2
�

∫
b
a
|p|dx = e−

2
�

∫
b
a

√
2m(V (x)−E)dx. (3.56)

����������, ��������� (� T � 1) ���

3. �����

�������� ������
����������������

���������

V (x) =
g2

8
(x2 − a2)2. (3.57)

��, g �����, a ����

�	 3.6 ��, ���������, ���		�, �

V (x = 0) =
g2a4

8
. (3.58)

	 3.6

��
	��� x = ±a �, ���

V (x = ±a) = 0,

V ′′(x = ±a) = g2a2 ≡ mω2, (3.59)

�� ω ����������������������

� g �	�, 
������
�����, ��, �����������,

������������������
, 
���������
�����

����
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� ψ0(x) ��
������� E0 ������ ψ0(x) ��

d2ψ0(x)
dx2

+
2m
�2

(E0 − V (x))ψ0(x) = 0. (3.60)

�������
, ψ0(−x)���������� E0 �����������


�����	

����������
���, ������

ψ1(x) =
1√
2
[ψ0(x) + ψ0(−x)], (3.61)

�
�����

ψ2(x) =
1√
2
[ψ0(x) − ψ0(−x)]. (3.62)

����� g ��, �
�����
���, ���������, ��


���������������
�����������, ����


���
, ��	�, ������ H ��������� ψ1 	�� ψ2, ���

����
�


������ ψ1 �
� E1, �� ψ2 �
� E2, ����

�����

d2ψ1(x)
dx2

+
2m
�2

(E1 − V (x))ψ1(x) = 0, (3.63)

d2ψ2(x)
dx2

+
2m
�2

(E2 − V (x))ψ2(x) = 0. (3.64)

� (3.60) �� ψ1, (3.63) �� ψ0, 
���


ψ1
d2ψ0

dx2
− ψ0

d2ψ1

dx2
+

2m
�

(E0 − E1)ψ1ψ0 = 0. (3.65)

�������, �� g ���, ����	�
	���������	���

�, �����, ����� ψ0(x) �
�����, �
∫∞

0

ψ2
0(x)dx = 1. (3.66)

ψ(−x) �����������, ��
������������ ψ0(x)ψ0(−x)
����, ��

∫∞

0

dxψ1(x)ψ0(x)
(3.61)≈ 1√

2

∫∞

0

dxψ0(x)2 ≈ 1√
2
. (3.67)

�� (3.65) ���


−(ψ1(x)ψ′
0(x) − ψ0(x)ψ′

1(x)) |∞0 +
2m
�2

(E0 − E1)
1√
2

= 0, (3.68)
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��

E0 − E1 =
�

2

√
2m

(ψ1(0)ψ′
0(0)− ψ0(0)ψ′

1(0)). (3.69)

����
��������	

ψ1(0) =
√

2ψ0(0), ψ′
1(0) = 0, (3.70)

��

E0 − E1 =
�

2

m
ψ0(0)ψ′

0(0). (3.71)

���� WKB �����

ψ(x) ≈ N√
p(x)

e
i
�

∫x dx′p(x′), (3.72)

��, �����
∫∞

−∞
dxψ(x)∗ψ(x) ≈

∫xb

xa

dxψ(x)∗ψ(x) ≈| N |2
∫xb

xa

dx
p(x)

= 1. (3.73)

���������

T =
2π
w

= 2
∫xb

xa

dx
v(x)

= 2m
∫xb

xa

dx
p(x)

=
2m
| N |2 , (3.74)

�

N2 =
2m
T

=
mω

π
. (3.75)

����� WKB �����

ψ(x) =
N√| p | e

− 1
�

∫
x dx|p(x)|, (3.76)

���

ψ0(0) =
√

ω

πv(0)
e−

1
�

∫
a
0 dx|p(x)|, ψ′

0(0) =
mv(0)

�
ψ0(0), (3.77)

��

v(0) =

√
2
m

(V (0)− E0), V (0)� E0. (3.78)

������� (3.71) �, �

E0 − E1 =
�

2

m

mv(0)
�

(ψ0(0))2

=
�ω

π
e−

2
�

∫
a
0 dx|p(x)|, (3.79)
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����


E2 − E0 =
�ω

π
e−

2
�

∫
a
0 dx|p(x)|. (3.80)

������ ���������, ������, �
�


��,

�
��
	�

∆E = E2 − E1 =
2�ω

π
e−

2
�

∫
a
0 dx|p(x)| . (3.81)


��
	������������, �����

E0 =
1
2

�ω, V
′′
(x = ±a) = g2a2 = mω2 . (3.82)

�
�������� xr 
�

1
2
mω2(xr − a)2 = E0 =

�ω

2
, (3.83)

��

xr = a±
√

�

mω
. (3.84)

���������� xl 
�

xl = −a±
√

�

mω
.

�� (3.82) ��
��

∆E = E2 − E1 =
2�ω

π
e−

2
�

∫a−
√

�

mω
0 dx|p(x)|. (3.85)

��,

| p(x) |=
√

2m(V (x)− E0) =

√
2m
[g2

8
(x2 − a2)2 − �ω

2

]

=
mω(a2 − x2)

2a

(
1− 4a2

�

mω(a2 − x2)

) 1
2
, g2a2 = mω2

≈ mω
2a

(a2 − x2)− a�

a2 − x2
. (3.86)


�

∫a−b

0

dx | p(x) |= mω

2
a(a− b)− mω

6a
(a− b)3 − �

2
ln
a+ x

a− x
∣∣∣a−b

0
, b =

√
�

mω
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=
mω

2a
(a− b)

[
a2 − 1

3
(a− b)2

]
− �

2
ln

2a− b
b

=
mω

3
a2 − mω

2
b2 +

mωb3

6a
+

�

2
ln
b

a
− �

2
ln
(
2− b

a

)

=
mω

3
a2 − �

2
+

�

2
ln

√
�

mωa2
− �

2
ln
(
2−

√
�

mωa2

)
+O(�

3
2 )

=
1
2
S0 +

�

2
ln
( 1

2ae

√
�

mω

)
+O(�

3
2 ) . (3.87)

�� (3.85) �


∆E≈ 2�ω

π
2ae
√
mω

�
e−

1
�

S0

=
4aeω

3
2

π

√
m�e−

1
�

S0 , (3.88)

��,
S0 =

∫a

−a

dx
√

2mV (x) =
∫a

−a

dx
mω

2a
(x2 − a2) =

2ω
3
ma2.

3.2 ���������� (����)

������������������������ WKB���
�,�

����������, �� (Morse) ��.

����� ��������������

K(xb, tb;xa, ta) =
∫xb

xa

Dx(t)e
i
�

∫tb
ta

dt
(

1
2 ẋ(t)2−V (x(t))

)
≡

∫xb

xa

Dx(t)e
i
�

S[x(t)]|tb
ta . (3.89)

������������������� xcl(t)(δS = 0) ����, ���

�������� �������, ������� (����	����)��

���	��������, �������������

������������������

I(λ) =
∫ b

a

dxg(x)eλf(x). (3.90)

� f(x), g(x) ������, f(x)����� [a, b]��� x0 ��		��� λ �

	�, eλf(x) � x0 �������		����, � g(x)���
�� eλf(x) �

����, ����������� x = x0 ���������� f(x) ����

����, Re(λf(x)) ����������,����������, ����
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�
������, ���		���� exp{iIm(λf(x))} � λ �	������

�����, �������������
, ��� f ′(x) ��� x0, ��

����
� f(x) ��	�
�, ����� exp{iIm(λf(x))} 

�����
��

f(x) = µ(x) + iν(x), |f ′(x)| =
√
µ′(x)2 + ν′(x)2, (3.91)

�� f(x) �����, |f ′(x)| ������������������� x = x0

� Im[f(x)]��� C 
�,� Re[f(x)]� C ����������������

��,���� C ������� f ′(x) ��� x0,�� Im[f(x)]	�
��

��, ������
�, ��� x0 � Re[f(x)] ���, 	 Re[f(x)] ���

x0 
������, �������������

����� λ→∞�,�� (3.90)�������������, � g(x) = 1,

�����

I(λ) = eλf(x0)

∫
C

dηeλ[f(x0+η)−f(x0)] = eλf(x0)I0(λ), (3.92)

� f(x) � x0 ���

���, �

f(x) = f(x0) +
1
2
f

′′
(x0)η2 +

∞∑
n=3

fn(x0)
n!

ηn. (3.93)

�������, ��� f ′(x0) = 0, f
′′
(x0) < 0,

Imf(x0 + η) = Imf(x0) +O(η3), f
′′
(x0)η2 = −|f ′′

(x0)η2| = −y2/λ. (3.94)

��� C ��������

η → y√
λ|f ′′(x0)|




I0(λ) =

√
2π

λ|f ′′(x0)|
∫∞

−∞

dy√
2π

e−
1
2 y2

∞∑
m=0

1
m!

(
−

∞∑
n=3

λfn(x0)
n!(λ|f ′′(x0)|)n

2
yn
)m

. (3.95)

��
����∫∞

−∞

dy√
2π
y2ne−

1
2 y2

= (2n− 1)!!,
∫∞

−∞

dy√
2π
y2n+1e−

1
2 y2

= 0, (3.96)




I0(λ)=

√
2π

λ|f ′′(x0)|
[
1 +

∞∑
n=1

λ−na2n(2n− 1)!!
]

=

√
2π

λ|f ′′(x0)|
[
1 +

λ−1

24

(3f
′′′′

(x0)
f ′′(x0)2

+
5f

′′′
(x0)2

f ′′(x0)3
)

+O(λ−2)
]
. (3.97)



· 104 · 	 3 � ���������������

������, �������
� λ−1 ���������, ����� λ−1

����
�, ����
���, ������� λ−1, ����

Sk(λ) =
k∑

n=1

ϕn(λ)λ−n

������	�� k

lim
λ→∞

λk(ψ(λ) − Sk(λ)) = 0,

�

ψ(λ)− Sk(λ) = O(λ−k). (3.98)

��
�� ψ(λ) = lim
k→∞

Sk(λ), ���	���
������� λ, ����


����	��������������� k, � λ→∞ ���� ψ(λ)�

������������, ���������, 
��������

����� ��������������������������

�����, δS = 0, ���������, �

K(xb, tb;xa, ta) =
∫xb

xa

Dx(t)e
i
�

S[x(t)]
tb
ta . (3.99)

������ S[x(t)] =
∫ tb

ta

L(x(t), ẋ(t), t) ��� δS = 0 ����� xc(t) �	�

�

x(t) = xc(t) + η(t), (3.100)

��, xc(t) ����� (x(ta) = xa, x(tb) = xb) �����, ��

S[x(t)] = S[xc(t)] +
1
2
δ2S[xc(t)] +

1
6
δ3S[xc(t)] + · · · , (3.101)

��, S[xc(t)] = Sc(xb, tb;xa, ta) ����������������, �

δ2S[xc(t)] =
∫ tb

ta

dηa(t)
δ2S

δxa
c (t)δxb

c(t)
dηb(t).

������� (3.99) �, �
��������������������, �

��� � �������, �

K(xb, tb;xa, ta)≈ N√
det
(1

�

δ2S[xc(t)]
δxc(t1)δxc(t2)

)

× exp
{ i

�
Sc(xb, tb;xa, ta)

}
[1 +O(�)], (3.102)
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���������������, ������������������ (	

� �), �������� (	 δ2S ��������)�������� WKB �

���, (3.102) ����������������
��������


,
�� (2.143)��(2.144)���� D �����������������

���

Ksc(xb, tb;xa, ta) =
( 1

2πi�

)D
2 ∑

γ

[
det
(
− ∂2Sγ

∂xj
b∂x

k
a

)] 1
2

exp
{ i

�
Sγ(xbtb;xata)− i

π

2
νγ

}
,

(3.103)

��, ����
������ xγ(t), ���� δS|γ = 0 �����, Sγ ≡
S[xγ(t)],

∑
γ

���
�����������νγ ����� δ
2Sγ �����

�����, �� (xa, ta) → (xb, tb) ����� xγ �����������,

(3.103)�� Gutzwiller� 1967�
��,��� van Vleck-Panli-Gutzwiller���

��������� �		���, ������������� T =

tb − ta, �
��������
�� E �������

G(xb, xa, E)=
1
i�

∫∞

0

dte
i
�
(E+iε)tK(xb, xa, t)

=
∑

n

ψn(xb)ψ∗
n(xa)

E − En − iε
(ε→ 0+), (3.104)

�� E ��	�
�����������
�������

�� δ ������

1
x± iε

= P
(1
x

)
∓ iπδ(x), (3.105)


�

ImG(xb, xa;E) = −π
∑
n

ψn(xb)ψ∗
n(xa)δ(E − En). (3.106)

���

ρ(xb, xa;E)=
∑

n

ψn(xb)ψ∗
n(xa)δ(E − En)

=− 1
π

ImG(xb, xa;E), (3.107)

�����
����, ������	�
����������

ρ(E) =
∑

n

δ(E − En) = − 1
π

∫
dxImG(x, x;E). (3.108)

� Gutzwiller M C. 1967. J. Math. Phys., (8): 1979.
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���������������������� (3.103) ���� (3.104) ��


�����������

Gsc(xb, xa;E) =
1
i�

∫∞

0

dte
i
�

EtKsc(x, x; t). (3.109)


� (3.108)�

���������

ρsc(E) =
1
π�

∫∞

∞
dx

∫∞

0

dte
i
�

EtKsc(xb, xa; t). (3.110)

3.3 	��
��, ����

���� wick �	 �����
		��, �����	�, �����

��������
	�������, ���������, ��������

���, �����. ������
�, �������
�, ���� Wick �

�����	�����, �

Wick �� it→ τ,

K (xb, xa, τ) = 〈xb| e− 1
�

Ĥτ |xa〉 =
∫

Dx (τ) e−
1
�

SE [x(τ)]. (3.111)

��, ������

L =
m

2

(
dx
dt

)2

− V (x) ,

���

S [x (t)] =
∫ tb

ta

dt

[
m

2

(
dx
dt

)2

− V (x)

]
.

���� Wick ���, �	������ SE [x (τ)] ����

SE [x (τ)] =
∫τb

τa

dτ

[
m

2

(
dx
dτ

)2

+ V (x)

]
, (3.112)


		�
����

m
··
x− V ′ (x) = 0. (3.113)


	, � Wick ���������������������� 3.1 ���

�
�� (3.57)���, �� (	 3.7)

V (x) =
g2

8
(
x2 − a2

)2
,
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������	��
���

E =
1
2
m

·
x

2 − V (x) . (3.114)

	 3.7

������ (3.113)������ (��) �

E = 0, x = ±a. (3.115)

��������������� (�� 3)

xcl (τ) = ±a tanh
ω (τ − τc)

2
, (3.116)

�� ω ������������� V ′′ (x = ±a) = g2a2 = mω2, τc ������

�����

·
xcl = ±aω

2
sec h2ω (τ − τc)

2
= ±aω

2

(
1− x2

cl

a2

)
= ∓ g

2
√
m

(
x2

cl − a2
)

�
··
xcl = ∓ g√

m
xcl

·
xcl =

g2

2m
xcl

(
x2

cl − a2
)

=
1
m
V ′ (xcl) ,

������ (3.113)������ E � (3.114) ���
�, ��

m

2
·
x

2

cl =
g2

8
(
x2

cl − a2
)2

= V (xcl) , (3.117)

�� E = 0, ��������������, �����

SE [xcl]=
∫∞

−∞
dτ
(
m

2
·
x

2

cl + V (xcl)
)

=
∫∞

−∞
dτm

·
x

2

cl = m

∫a

−a

dx
·
xcl

=m

∫a

−a

dxcl

[
∓ ω

2a
(
x2

cl − a2
)]

= ∓mω
2a

(
1
3
x3

cl − xcla
2

) ∣∣∣a
−a

=
mω

2a
4a3

3
=

2
3
mωa2 ≡ S0, (3.118)
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� (3.88) ���� S0 ���

�������� ����� (3.116) ����
��
������

�����, ������������, ��
���
����	 3.8(a)

�����

xcl (τ → −∞) = −a, xcl (τ → +∞) = +a, (3.119)

��������

LE =
1
2
m

·
x

2

cl + V (xcl) = m
·
x

2

cl =
ma2ω2

4
sec h4ω (τ − τc)

2
.

�	 3.8(b) ��, �� LE ���

τ = τc

��, 	��

∆τ ∼
1
ω

=
√
m

ga
(3.120)

����	�, ������, � τc �����	��
�����������,

���, ������, E = 0�

	 3.8

�������� ���������������.

KE(a,−a;T )= 〈a| exp
{
− 1

�
HT

}
| − a〉 = N

∫a

−a

Dx(τ)e−
1
�

SE [x(τ)]

=N e−
1
�

SE [xcl]

∫η(τ=T
2 )=0

η(τ=−T
2 )=0

Dη(τ) exp
{
− 1

2�

∫
dτ1dτ2η (τ1)

× δ2SE [xcl]
δxcl (τ1) δxcl (τ2)

η (τ2)
}

(1 +O(�))

=
N√

det
(

1
�

[
−m d2

dτ2
+ V ′′ (xcl)

]) exp
{
−1

�
S0

}
(1 +O(�)). (3.121)
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����� x (τ) = xcl (τ) + η (τ), ����������,��	���	��

������������, � S0 � (3.88)����

��������
�������������

F (T )=
∫η(τ=T

2 )=0

η(τ=−T
2 )=0

Dη (τ) exp

{
− 1

2�

∫ T
2

−T
2

dτ1dτ2η (τ1)
δ2SE [xcl]

δxcl (τ1) δxcl (τ2)
η (τ2)

}

=
{

det
[

1
�

(
−m d2

dτ2
+ V ′′ (xcl)

)]}− 1
2

. (3.122)

��, ����� η (τ) ������

Λ = −m d2

dτ2
+ V ′′ (xcl) (3.123)

����������, ������ {ϕn (τ)}, �

Λϕn = λnϕn, ϕn

(
±T

2

)
= 0,

∫ T
2

−T
2

ϕn (τ)ϕm (τ) dτ = δnm. (3.124)

��� η(τ) ������

η(τ) =
√

�

∑
n�0

cnϕn (τ) ,

������ (2.85) �����
� Dη(τ) = N
∏
n�0

dcn, ������

F (T )=
∫ ∏

n�0

dcn√
2π

e
− 1

2
∑

n>0
λnc2

n

=
∫

dc0√
2π

∫ ∏
n>0

dcn√
2π

e
− 1

2
∑

n>0
λnc2

n

=
∫

dc0√
2π

(∏
n>0

λn

)− 1
2
.

(3.125)

���� λ0 = 0, ��
����������, �
� dc0 ����
��

��, ����������, ��������
	��������
�


�����������
��
, ������� F (T ) �� τc ���
��

� , ����������, 
� F (T ) ��������.

�������� ����������������� xc(τ − τ0) =

a tanh
ω

2
(τ − τ0), ���	������

x (τ) = xcl (τ − τc) + η (τ − τc) , (3.126)

� η(τ−τ0)����������� {ϕn(τ)}��,
	� (3.118)�,
∫+∞

−∞
dτmẋ2

cl =

S0, ���� Λ ����
�����

ϕ0(τ) =
√
m

S0

dxc

dτ
, (3.127)
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��

x(τ)=xc(τ − τ0) +
√

�

∞∑
n=0

cnϕn(τ − τ0)

=xc(τ − τ0) +
√

�m

S0
c0ẋc(τ − τ0) +

√
�

∞∑
n>0

cnϕn(τ − τ0)

=xc

(
τ − τ0 +

√
�m

S0
c0

)
+
√

�

∞∑
n>0

cnϕn

(
τ − τ0 +

√
�m

S0
c0

)
+O(�), (3.128)

��

c0 ∼
√
S0

�m
τ0.



������������, ��

dc0
dτ0

=

√
S0

�m
(1 +O(�)). (3.129)

������� (3.125) ��
���� (3.121) �, ������������

�

KE1 (a,−a;T )= 〈a | e− 1
�

HT | −a〉1

=
N
(
S0

m

) 1
2

e−
1
�

S0

√
det′

[
1
�

(
−m d2

dτ2
+ V ′′ (xcl)

)]
∫ T

2

−T
2

dτc +O (�) (3.130)

(3.130)����� 1������������det′ ����
�� �, ���

��
�� (������, � ���)������� det′, ��
�����

��, �

������
��

���
����� �
���� (3.116) ��	�����

Λ ≡ −m d2

dτ2
+ V

′′
(xc(τ)) = −m d2

dτ2
+
mω2

2

(
3 tanh2 ωτ

2
− 1
)
, (3.131)

	
�������, ������ (�������)
⎧⎪⎨
⎪⎩

Λϕn(τ) = λnϕn(τ),

ϕn

(
− T

2

)
= 0 = ϕn

(T
2

)
, ����.

(3.132)

�	
[
− T

2
,
T

2

]
������	��
����, �����
�Λ �����,
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������ {ϕn, n = 0, 1, · · · } �������
�������
�	��� δ2S 	����, ��������

�������� (�������)�
⎧⎨
⎩

Ληλ(τ) = ληλ(τ),

ηλ(τa) = 0, η̇λ(τa) =
1
m
�= 0, ����.

(3.133)

�������		
 λ, ����� ηλ

(
− T

2

)
= 0, ��� ηλ

(T
2

)
�= 0, ��

λ = λn, ηλ=λn

(T
2

)
= 0 (3.134)

�����, ��� −ηλ · (3.132)�+ ϕn · (3.133)�, �����, 


ηλm
d2

dτ2
ϕn − ϕnm

d2

dτ2
ηλ = (λ− λn)ϕnηλ,

�����


(λ − λn)
∫ T

2

−T
2

dτϕn(τ)ηλ(τ) = m

∫ T
2

−T
2

dτ
d
dτ

(ηλϕ̇n − ϕnη̇λ) = mηλ

(T
2

)
ϕ̇n

(T
2

)
,

(3.135)
��
��� λ = λn ����, � (3.134) ��

���������� �������������� x0
c = a ��	

����

Λ0 = −m d2

dτ2
+ V

′′
(x0

c) = −m d2

dτ2
+mω2 . (3.136)


���Λ0 ��������, ���������� (3.132)��(3.133) ��

��������

Λ0ψn(τ) = λ0
nψn(τ), ψn

(
− T

2

)
= ψn

(T
2

)
= 0, (3.137)

�����

Λ0yλ(τ) = λyλ(τ), yλ

(
− T

2

)
= 0, ẏλ

(
− T

2

)
=

1
m
�= 0. (3.138)

��, ��� (2.109) � ∼(2.113)������
�����

det(Λ− λ)
det(Λ0 − λ)

≡

∏
n

(λn − λ)

∏
n

(λ0
n − λ)

=
ηλ

(T
2

)

yλ

(T
2

) , (3.139)

������� λ�����,���� λn,�	�� λ0
n, 
�����
���

��
�� λ → ∞ ���� 1��� λ ���������, �
������

���, �����
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(3.139) ��� λ = 0, ���� Λ ����� λ0, ����
�, ���

Q ≡ det′ Λ
detΛ0

=
η0

(T
2

)

λ0y0

(T
2

) . (3.140)

��, λ0 � Λ�����,� T →∞���� 0,����������	

�������, � (3.151)������� y0

(T
2

)
� η0

(T
2

)
�y0(τ) �� (3.138)

�, ���

y0(τ) =
1
ω

sinhω
(
τ +

T

2

)
,

��

y0

(T
2

)
=

1
ω

sinhωT. (3.141)


�� η0(τ), ��� (3.133)�, �

[
−m d2

dτ2
+
mω2

2

(
3 tanh2 ωτ

2
− 1
)]
η0(τ) = 0. (3.142)

� (3.127)�	���������
�����

ϕ0(τ) =
√
m

S0

dxc(τ)
dτ

=
√
m

S0

(ωa
2

)
sech2ωτ

2
−→

τ→±T
2

2ωa
√
m

S0
e−ω|T | ≡ αe−ω|T |.

(3.143)


	� τ → ±T
2
�, Λ → Λ0 = −m d2

dτ2
+mω2, �� (3.127) ������ ϕ̃0(τ)�

� ϕ0 � ϕ̃0 � Wronskian����

W [ϕ0, ϕ̃0] = ϕ0
˙̃ϕ0 − ϕ̃0ϕ̇0 = 2ωα2,

�

ϕ̃0(τ) −→
τ→±T

2

±αeω|τ | . (3.144)

���
�

��
������� (3.133) ����� η0

(
− T

2

)
= 0,

η̇0

(
− T

2

)
=

1
m
�= 0 ��, �

η0(τ) =
1

2ωα

(
eωT/2ϕ0(τ) + e−ωT/2ϕ̃0(τ)

)
. (3.145)

��

η0

(T
2

)
=

1
ω

. (3.146)

�� λ0, �����������, ���� T →∞, λ0 → 0�
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�� δ2S 	�������

Ληλ(τ) = ληλ(τ),

� λ� 1, �

Ληλ(τ) = λη0(τ) +O(λ2), (3.147)

��, η0(τ) � (3.145) ������
�, ������������

G(τ, τ ′) =
1

2mωα2
Θ(τ − τ ′)(ϕ0(τ)ϕ̃0(τ ′)− ϕ̃0(τ)ϕ0(τ ′)). (3.148)

��

ηλ(τ)≈η0(τ) + λ

∫ T
2

−T
2

dτ ′G(τ, τ ′)η0(τ ′)

=η0(τ) +
λ

2mωα2

∫ T
2

−T
2

dτ ′(ϕ0(τ)ϕ̃0(τ ′)− ϕ̃0(τ)ϕ0(τ ′))η0(τ ′), (3.149)

��

ηλ

(T
2

)
= η0

(T
2

)
+

λ

2mωα2

∫ T
2

−T
2

dτ ′
(
e−ω T

2 ϕ̃0(τ ′)− eω T
2 ϕ0(τ ′)

)

× 1
2ωα

(
eω T

2 ϕ0(τ) + e−ω T
2 ϕ̃0(τ)

)

= η0

(T
2

)
+

λ

4mω2α2

∫ T
2

−T
2

dτ ′
(
e−ωT ϕ̃0

2(τ ′)− eωTϕ2
0(τ

′)
)

−→
T→∞

1
ω
− λ

4mω2α2
eωT , (3.150)

���� ηλ0

(T
2

)
= 0 ���

λ0 = 4mωα2e−ωT . (3.151)

�� (3.141)��(3.146)� (3.151)��� (3.140)�


Q =
det′ Λ
detΛ0

=
1

λ0 sinhωT
=T→∞−→ 1

2mωα2
, α = 2ωa

√
m

S0
. (3.152)

��,��������,������������
�� (τ0������

���), �������
������ det′ Λ, ����	������ detΛ0

�� Q ���, ������������, ��
������������

�����, ����
��������, ��
����
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3.4 
������
���

���������� ���		������
, ��������

Z (T ) = tr
(
e−

HT
�

)
=
∑

n

e−
EnT

�
T→∞−→ e−

E0T

� . (3.153)

��
��

V (x) =
mω2

8a2

(
x2 − a2

)2
(a > 0),

���������������

Z (T ) =
∫
x(T

2 )=x(−T
2 )

Dx (τ) e−
1
�

SE [x(τ)]. (3.154)

��,

SE [x (τ)] =
∫ T

2

−T
2

dτ
(

1
2
m

·
x

2
+ V (x)

)
. (3.155)

� δS = 0 
�	� (������)

−m··
x (τ)− mω2

2
x (τ) +

mω2

2a2
x (τ)3 = 0, (3.156)

��������

xc (τ) = ±a, SE [xc (τ)] = 0. (3.157)

���� xc = a �	����� (δ2S ��)

−m d2

dτ2
+ V

′′
(xc) = −m d2

dτ2
+mω2 (3.158)

��������, ����������������������

K0≡〈a|e− 1
�

HT |a〉0 = 〈−a|e− 1
�

HT | − a〉
=N ′

∫a

a

Dx(τ)e−
1
�

SE [x(τ)]

=
N√

det
(
−m d2

dτ2
+mω2

) . (3.159)
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	���������

ZH(T )=
∫

dxKH(x, T ;x, 0)

=
∫

dx
( mω

2π� sinhωT

) 1
2
e−

1
�

mω
2 sinh ωT (cosh ωT−1)x2

=
( mω

2π� sinhωT

) 1
2
( π� sinhωT
mω(coshωT − 1)

) 1
2

=
1

2 sinh ωT
2

=
1√

det
(
−m d2

dτ2
+mω2

) , (3.160)

��


K0 =
N√

det
(
−m d2

dτ2
+mω2

) =
N

2 sinh
ωT

2

−→
T→∞

N e−
1
2 ωT , (3.161)

���
�������� (
���) �

E0 =
1
2

�ω. (3.162)

���������� ���� (3.156) ��������������

�����, ��������������, �����
��	�, ���

��
���������������

������������, �������� (3.156) ������

((3.116) �)

xc(τ) = ±a tanh
ω(τ − τ0)

2
,

������ (� (3.118)�)

SE [xc(τ)] =
∫ T

2

−T
2

dτ
(
m

2
·
x

2

c + V (xc)
)

=
∫ T

2

−T
2

dτ2V (xc)

=m

∫a

−a

dx
·
xcl =

∫a

−a

dx
√

2mV (x) =
2
3
mωa2 ≡ S0. (3.163)

� K1 ����������������, �

K1≡〈a | e− 1
�

HT | −a〉1 = 〈−a | e− 1
�

HT | a〉1
=N ′

∫a

−a

Dx(τ)e−
1
�

SE [x(τ)]. (3.164)
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������������

Λη0(τ) =
[
−m d2

dτ2
+
mω2

2

(
3 tanh2 ωτ

2
− 1
)]
η0(τ) = 0 . (3.165)

������
�

η0(τ) = ẋc(τ) = ±aω
2

sech2ω

2
(τ − τ0). (3.166)

��,���������� τ0 (����)���
�� K1 �������,�

�����
K1

K0
������� Λ ���
���������, �

R=
K1

K0
=
〈a | e− 1

�
HT | −a〉1

〈a | e− 1
�

HT | a〉0
= e−

S0
�

∫ T
2

−T
2

dc0√
2π

√
det
(
−m d2

dτ2
+mω2

)
√

det′ Λ

=e−
S0
� Q− 1

2

( S0

2π�m

) 1
2

∫ T
2

−T
2

dτ0

=
(2mω

�

) 1
2
2aωe−

S0
� T. (3.167)

�������� ���
[
− T

2
,
T

2

]
, � T →∞ �, ���� (3.156)��

�������������������, ��, 
��-���

xc(τ) = a2 tanh
ω(τ − τ0)

2
tanh

ω(τ − τ ′0)
2

(τ0 � τ ′0). (3.168)

��, τ0 ������
�, τ ′0 �
�����
�, �	 3.9 ��.

	 3.9
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	�����, ��� xc(τ) ����
[
− T

2
,
T

2

]
���� ±a �
�, �

���� −a�� a��	 3.9,� τ0 � τ ′0 �������,������,��

����������������, 
��-���������������

��

K2≡〈a | e− 1
�

HT | a〉2
= 〈a | e− 1

�
H( T

2 −τ1) | −a〉1〈−a | e− 1
�

H(τ1+ T
2 ) | a〉1, (3.169)

�������� (3.157)������

K0 = 〈−a|e− 1
�

HT | − a〉0
= 〈−a|e− 1

�
H( T

2 −τ1)| − a〉0〈−a|e− 1
�

H(τ1+ T
2 )| − a〉0 ≡ A ·B. (3.170)

�
����


K2 =
1
K0
〈a|e− 1

�
H( T

2 −τ1)| − a〉1 · B · A · 〈−a|e− 1
�

H(τ1+
T
2 )|a〉1

=
1
2!

1
K0

K1K̃1 =
1
2!
R2K0.


���	������, ����
1
2!
���, �������������,


	� −T
2
< τ ′0 < τ1 < τ0 <

T

2
, ����
���	�, ����������

���
����, �������� τ ′0, τ1, τ0 �
��
. ����
��-�

������
����
∫τb

τa

dτ0
∫τ0

τa

dτ ′0 =
1
2!

∫τb

τa

∫τb

τa

dτ0dτ ′0 =
T 2

2!
, (3.171)

��
�����.

�������� ��
���� n �
��-������,���
�

�-������
���	�, ���

K2n =
1

(2n)!
R2nK0 . (3.172)

��������, ���
�����������, �����
��-��

�����, ��������

K(T ) =
∞∑

n=0

K2n = coshRK0 =
K0

2
(
eR + e−R

)

=
T→∞

1
2
N e−

1
2 ωT

(
eR + e−R

)
. (3.173)
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����
��-����	�, ������
�, ���
�
��

���������� |+〉, ����, ����

E+ =
�ω

2
− �R

T
, (3.174)

	�����
��� |−〉, ���

E− =
�ω

2
+

�R

T
, (3.175)

���������
�����
��

∆E =
2�R

T
= 4aω(2m�ω)

1
2 e−

S0
� . (3.176)

	����������
����������� WKB ����� (3.88) �

���, ���������, ���������-
�����, ����

3.5 ������

��������� ����������������������

�������� —— �������

�� V (x) =
1
2
mω2x2 − 1

3
µx3 ����	 3.10(a)��, �������

	 3.10

(1) V (x) �
����0, a =
3
2
mω2

µ
;

(2) V ′(x) = mω2x − µx2, �	���0, x1 =
mω2

µ
=

2
3
a, V0 = V (x1) =

2
27
mω2a2;



3.5 ������ · 119 ·

(3) V
′′
(x) = mω2 − 2µx.

	� x = 0 ����	��, �����	�, �	 3.10(a) ��, �����

���, ������������ x > a �, ��������������

���������, �� Wick �����������	��, ��	���

������, �� 3.4 � (3.154) �

ZE(T )= tr(e−
1
�

HT )

=
∫

Dx(τ)e
− 1

�

∫ T
2

− T
2

dτ
(

1
2 mẋ2+V (x)

)
. (3.177)

�������� � δS = 0 
���� (	 3.10(b)) �������

mẍ− V ′(x) = 0, �

mẍ−mω2x+ µx2 = 0, (3.178)

�����

1
2
mẋ2 = V (x) + const, (3.179)

	��� x = 0 �, �� = �� =0 ��, � (3.179)� const=0���

∫
dτ =

√
m

∫
dx√
2V

=
∫

dx(
ω2x2 − 2µ

3m
x3
) 1

2
=

1
ω

∫
dx

x
(
1− x

a

) 1
2
, (3.180)

�
����

xc(τ − τ0) =
a

cosh2 ω
2 (τ − τ0)

, 0 � x � a. (3.181)

���������������!�, � (T →∞)

⇒

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

τ → −T
2 , x = 0,

τ = τ0, x(τ0) = a, ẋ(τ0) = 0,

τ → T
2 , x = 0.

����
 (���������
�)�

d
dτ
xc(τ − τ0) = −

aω sinh
ω

2
(τ − τ0)

cosh3 ω

2
(τ − τ0)

, (3.182)
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�����
1
2
mẋ2

c = V (xc) , �����

SE(xc)=
∫ T

2

−T
2

dτ
(m

2
ẋ2

c + V (xc)
)

= m

∫ T
2

−T
2

dτẋ2
c

=2a2ω2m

∫∞

0

dτ
sinh2 ω

2
(τ − τ0)

cosh3 ω

2
(τ − τ0)

=
8
15
mωa2. (3.183)

������ δ2S ����� (����) �

(
−m d2

dτ2
+ V

′′
(xc)

)
ϕn = λnϕn, ϕn

(
− T

2

)
= 0 = ϕn

(T
2

)
, (3.184)

��, �������� (3.177)����

ZE(T )=e−
1
�

SE(xc)

∫
Dη(τ)e

− 1
2�

∫ T
2

− T
2

dτη(τ)
(
−m d2

dτ2 +V
′′

(xc)
)
η(τ)

(1 +O(�))

=
1√

det
(
−m d2

dτ2
+ V ′′(xc)

)e−
1
�

SE(xc)(1 +O(�)). (3.185)

����������, ��!� (3.181)�������

(
−m d2

dτ2
+ V

′′
(xc)

)
y(t) = λy(t), (3.186)

� [
−m d2

dτ2
+mω2 − 3

mω2

a

a

cosh2 ω

2
(τ − τ0)

]
y(τ) = λy(τ). (3.187)

� z =
ω

2
(τ − τ0), � (3.187) ����

(
−m d2

dz2
+ 4− 12

cosh2 z

)
y(z) =

4λ
mω2

y(z), (3.188)

����� Poschl-Teller �������, ��� z → ±∞ �, �������,

��� (3.188)�����
�		
 (������)���,�� (3.187)���

[
m

d2

dz2
+ ξ +

l(l+ 1)
cosh2 z

]
y(z) = 0, ξ =

4λ
mω2

− 4, l = 3. (3.189)

���������
, �

λ−1 = −5
4
mω2, λ0 = 0, λ1 =

3
4
mω2, (3.190)
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�� (
 λ−1) ���, 	���� (
 λ0) ����, 	���� (
 λ1) �
�

�. ����		


λk = mω2 + k2, k2 > 0.

���������������� xc(τ)������ ẋc(τ)(� (3.182)�),

������ (3.187)�����
��y0(τ) = ẋc(τ), ��[
−m d2

dτ2
+mω2 − 3

mω2

cosh2 ω

2
(τ − τ0)

]
y0(τ) = 0.

�	 3.10(c)��, ��
� y0(τ) = ẋc(τ) � τ = τ0 ����,����� (3.187)

��������������, �� (3.187) � λ−1 = −5
4
mω2 ����

y−1(τ).

��
	��, �	 3.10(a) �������, �����������




��, ����
����
, ����
, ��������
��-����

����	����, �����!�����	�. ������ (3.187 �)

Λ = −m d2

dτ2
+mω2 − 3mω2

cosh2ω

2
(τ − τ0)

detΛ=0, �� �
� det′Λ � T →∞ �������

Λ0 = −m d2

dτ2
+mω2

�, ��

K =

√
S0

2πm

(
detΛ0

det′Λ

) 1
2

,

Λ0 �������, Λ ��
 xc(τ),  detΛ0 � det′Λ �����, � K ���

∼ [τ ]−1. �����!�����, 

ZE(T )=e−Tω0/2
∑
n

∫T

0

dτn
∫ τn

0

dτn−1 · · ·
∫τ2

0

dτ1(Ke−S0)n

=e−T (
ω0
2 −Ke−S0),

���!���������, ∆E = −Ke−S0, ���� det′Λ �	��
, �

� k ��.

���������� E0 ��, ������������, �

Γ = 2ImE0 = 2�Ke−
S0
� . (3.191)
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����� Poschl-Teller ��������

�� Poschl-Teller�������

[
m

d2

dz2
+ ξ +

l(l + 1)
cosh2 z

]
ψ(z) = 0 (3.192)

�
 Lame ���	����� ±∞ ��������, ����
�		
�

��
����� ±∞ �����, ������, �������

ψ(z) = (cosh z)−lχ(z). (3.193)

� ζ = sinh2 z, χ(ζ) �����������

−ζ(ζ + 1)
d2

dζ2
χ+

[
(l − 1)ζ − 1

2

]dχ
dζ
− 1

4
(ξ + l2)χ = 0, (3.194)

��,

ξ = −(l − n)2, n = 0, 1, · · · , l − 1. (3.195)

		
����

ξ = k2,

ψk(z) = eikzP (η), η = tanh z,

��, P (η) �������������

(1− η2)
d2P

dη2
+ (2ik − 2η)

d
dη
P + l(l+ 1)P = 0, (3.196)

��� l �������

Pm,−m
l (η), m = −ik.

� (3.195)��	� l− 1 ��	��.

� � 3

1. ��� V (x) ��������

, �

��, �������������Aizy ��,

�WKB ����,����� n = ±1

3
� Bessel �� Jn(x) � In(x) ��	�,�
��

	��� (3.43a) �� (3.43b) ��

2. ���
����� (�	 3.11), 
� WKB �����	��
������

∫a

0

dxp =
(
n+

3

4

)
π�.
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	 3.11

3. 
���
�� V (x) =
mω2

8a2
(x2 − a2)2 ��������, �������������

4. 
��
�������
����

5. 
��������
[
− d2

dτ 2
+ ω2

(
1 − 3

2 cosh2 ωτ

2

)]
ϕk = λkϕk,

������

ϕk

(
− T

2

)
= 0 = ϕk

(T
2

)

��
�.



�4� �����������

4.1 ��
��������, �� δ �����

���������������������������������

������	����
��, ���������	����������


������������
,�������
�����������


���������
������, �������������������

������������������������,�����������

�������

������ �����������, �����
��, �

U(x) = V0(x) + αV (x) ,

��,� V0(x) ��������,� α����,�����
���� V (x)�

������� α ������������

L =
m

2
ẋ2 − V0(x)− αV (x) = L0 − αV (x) . (4.1)

��, �������� L0 �
�������� K0 (xb, tb;xa, ta)�	, 
	�

α ����, ������������� (����) �

K (xb, tb;xa, ta)=
∫xb

xa

Dx (t) exp
{

i
�

∫ tb

ta

dtL0

}
exp

{
− i

�
α

∫ tb

ta

dtV
}

=K0 (xb, tb;xa, ta) +
∞∑

n=1

(
− iα

�

)n

Kn (xb, tb;xa, ta) , (4.2)

��,

Kn (xb, tb;xa, ta) =
1
n!

∫xb

xa

Dx (t)
(∫ tb

ta

dtV
)n

exp
{

i
�

∫ tb

ta

dtL0

}
. (4.3)

��, K0 (xb, tb;xa, ta) ��� ����������������, �����

����	����������, � L0 =
1
2
mẋ2, � K0 ��	�������
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����, �

K0 (xb, tb;xa, ta)=
∫xb

xa

Dx(t)e
i
�

∫ tb

ta

dt m
2 ẋ2(t)

= lim
N→∞

( m

i2π�ε

)N+1
2

∫ N∏
k=1

dxke
i
�

ε
N∑

j=0

m
2

(
xj+1−xj

ε

)2

=
( m

i2π�T

) 1
2
e

i
�

m
2

(xb−xa)2

T , (4.4)

��, xj = x(tj), x0 = xa, xN+1 = xb, T = tb − ta ����� (4.3) �������

��,

K1 (xb, tb;xa, ta)

=
∫xb

xa

Dx(t)e
i
�

S0[x(t)]
tb
ta

∫ tb

ta

dtV (x, t)

= lim
N→∞

(N(ε))
N+1

2

∫ N∏
i=1

dxie
i
�

m
2ε

N∑
j=0

(xj+1−xj)
2 ∫ tb

ta

dtkV (xk, tk)

= lim
N→∞

∫
dxk

∫ tb

ta

dtk(N(ε))
k
2

∫
dx1 · · ·dxk−1e

i
�

m
2ε

k−1∑
j=0

(xj+1−xj)
2

×(N(ε))
N−k+1

2

∫
dxk+1 · · · dxNe

i
�

m
2ε

n∑
j=k

(xj+1−xj)
2

V (xk, tk)

=
∫

dxk

∫ tb

ta

dtkK0 (xb, tb;xk, tk)V (xk, tk)K0 (xk, tk;xa, ta) . (4.5)

�����������
��, ��
	�������, ��

(∫ tb

ta

dtV (x(t), t)
)2

=
∫ tb

ta

dt
∫ tb

ta

dt′V (x, t)V (x′, t′)

=
∫ tb

ta

dt
∫ tb

ta

dt′[V (x, t)V (x′, t′)Θ(t− t′) + V (x′, t′)V (x, t)Θ(t′ − t)]

=2
∫ tb

ta

dt
∫ tb

ta

dt′V (x, t)Θ(t− t′)V (x′, t′)

=2
∫ tb

ta

dt
∫ t

ta

dt′V (x, t)V (x′, t′), (4.6)



· 126 · 	 4 � �������
���

�������	� tb > t > t′ > ta ��	�����

K2 (xb, tb;xa, ta)=
1
2!

∫xb

xa

Dx(t)
(∫ tb

ta

dtV (x, t)
)2

e
i
�

∫tb
ta

dtL0

=
∫ tb

ta

dt
∫ t

ta

dt′
∫xb

xa

Dx(t)V (x, t)V (x′, t′)e
i
�

∫tb
ta

dtL0

= lim
N→∞

∫ tb

ta

dtj
∫

dxj

∫ tj

ta

dtk
∫

dxk(N(ε))
N−j+1

2

∫
dxj+1

· · ·dxN e
i
�

m
2ε

N∑
l=j+1

(xl+1−xl)

V (xj , tj)

×(N(ε))
j−k
2

∫
dxk+1 · · · dxj−1e

i
�

m
2ε

j−1∑
l=k+1

(xl+1−xl)

×V (xk, tk)(N(ε))
k
2

∫
dx1 · · · dxk−1e

i
�

m
2ε

k−1∑
l=0

(xl+1−xl)

=
∫ tb

ta

dtj
∫

dxj

∫ tj

ta

dtk
∫

dxkK0 (xb, tb;xj , tj)V (xj , tj)

×K0 (xj , tj;xk, tk)V (xk, tk)K0 (xk, tk;xa, ta)

≡
∫ tb

ta

dtj
∫ tj

ta

dtk
∫

dxjdxkK0(b, j)V (xj)K0(j, k)V (xk)K0(k, a). (4.7)

���
��, �
(∫ tb

ta

dtV (x, t)
)n

=n!
∫ tb

ta

dtnV (x(tn))
∫ tn

ta

dtn−1V (x(tn−1)) · · ·
∫ t2

ta

dt1V (x(t1)). (4.8)

������������ (4.3)�,��
	�������
1
n!
�
�����

��������� n! ��, �����������������, 


Kn (xb, tb;xa, ta)=
∫ tb

ta

dtn
∫ tn

ta

dtn−1 · · ·
∫ t2

ta

dt1
∫xb

xa

Dx(t)V (xn)

×V (xn−1) · · ·V (x1)e
i
�

∫tb
ta

dtL0

=
∫ tb

ta

dtn
∫ tn

ta

dtn−1 · · ·
∫ t2

ta

dt1
∫

dxndxn−1 · · · dx1

×K0(b, n)V (xn)K0(n, n− 1) · · ·V (x1)K0(1, a), (4.9)

��,

K0(j, i) = K0(xj , tj ;xi, ti). (4.10)
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�����	�������
, ����	 4.1 ���K0 ��� ���

����K1 ����� (xa, ta) ��� (x1, t1), � t = t1 ����� V (x1), 
�

�� (xb, tb)�K2 ������ (xa, ta) � (xb, tb) ������, ��� x1 � x2

� �
��� V (x1) � V (x2)������

�	 4.1 �, ������������, �
�����	����� K0,

�
"���������#� − iα
�
V , ��	�#�����������

��

	 4.1

��, ����������������

K (xb, tb;xa, ta) = K0 (xb, tb;xa, ta)− iα
�
K1 (xb, tb;xa, ta) + · · · . (4.11)

��������	 U = − iα
�
V �����, �

K=K0 +K0UK0 +K0UK0UK0 + · · ·
=K0 +K0U(K0 +K0UK0 + · · · )
=K0 +K0UK, (4.12)

��, ��������� K �������� (Bethe-Salpeter ��)�

K (xb, tb;xa, ta)=K0 (xb, tb;xa, ta)− i
�

∫
dxdtK0 (xb, tb;x, t)

×αV (x, t)K (x, t;xa, ta) . (4.13)
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���

������	 4.2 ��.

	 4.2

��, 

������������������� K,�
��	�����

K0, �

��
��	���������

�����
		���		��, ���� K ������ T = tb− ta,�
������ K(xb, xa;T )Θ(T )������, ��
���������

G(xb, xa;E)=
∫∞

−∞
dT e

i
�

ETK(xb, xa, T )Θ(T )

=
∫∞

0

dT
∫xb

xa

Dx(t)e
i
�

∫ T

0
dt(L+E)

=G0(xb, xa;E) +
∞∑

n=1

(
− iα

�

)n

Gn(xb, xa;E), (4.14)

��,

Gn(xb, xa;E) =
∫ n∏

j=0

G0(xj+1, xj ;E)
n∏

j=1

V (xj)dxj . (4.15)


	� (4.9) � Kn �����, ��������������, ������

���, � (4.15) �������������

�� δ ��� ��, ���������
���������, ���

�� δ �����

��������, �������

L =
1
2
mẋ2 − αδ(x). (4.16)

	������� K0 �

K0(xb, tb;xa, ta) =
(

m

2πi�(tb − ta)

) 1
2

exp
{

i
�

m

2
(xb − xa)2

tb − ta

}
,

�����	���������

G0(xb, xa;E) =
( m

2E

) 1
2

exp{ik |xb − xa|}, k =

√
2mE
�

, Im k > 0. (4.17)

�������	�������������

(
E +

m

2
d2

dx2

)
G0(x, xa;E) = δ(x− xa), (4.18)
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��������	������� K(xb, xa;T )Θ(T )�� (4.17)��� (4.15)�

����������, 


Gn(xb, xa;E)=G0(xb, 0;E)G0(0, xa;E) [G0(0, 0;E)]n−1 (4.19)

=
( m

2E

)n+1
2

exp{ik(|xb|+ |xa|)},


�� (4.14) �


G(xb, xa;E)=G0(xb, xa;E) +
∞∑

n=1

(
− iα

�

)n

Gn(xb, xa;E)

=
( m

2E

) 1
2

eik|xb−xa| +
( m

2E

) 1
2

∞∑
n=1

(
− iα

�

√
m

2E

)n

eik(|xb|+|xa|)

=
( m

2E

) 1
2

eik|xb−xa| +
α

i�
m

2E

(
1−

√
m

2E
α

i�

)−1

eik(|xb|+|xa|). (4.20)

� α 	��, ���������	�, 
�

E = −mα
2

2�2
, (4.21)

��� δ ���������	�, ������������, �� (4.20)��

����	�����

ψ(x) =
(
m |α|

�

) 1
2

exp
{mα

�
|x|
}
, α < 0. (4.22)

4.2 ����������, ���
�����

������������ ����������, �������		

���, ��������
�����4.1 �������	������

�����, ����������, ���������������, ���

�����
�����, ����
���������������

����
��, ������	��, ��	��
��, ������

�����

it→ τ,

�������������

������

L =
1
2
mq̇2 − 1

2
mω2q2 − λ

4!
q4, (4.23)
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���

�� λ ����������	�����������

KE(qb, τb; qa, τa)= 〈qb|e− 1
�

Ĥ(τb−τa)|qa〉
=N

∫ qb

qa

Dq(τ)e−
1
�

∫T
0 dτ

(
1
2 mq̇(τ)2+ 1

2 mω2q2+ λ
4! q

4
)
. (4.24)

(4.24)�� T = τb − τa, ��� q4 �, ��

�����, ����� λ ���

������

KE(qb, τb; qa, τa)=N
∫ qb

qa

Dq(τ)

(
1− λ

4!
1
�

∫T

0

dτq4(τ)

)

×e−
1
�

∫T
0 dτ( 1

2 mq̇(τ)2+ 1
2 mω2q2) +O(λ2). (4.25)

���������, ��������������

Zλ(T )=tr(e−
1
�

ĤT ) =
∫

dqb
∫

dqaδ(qa − qb)KE(qb, τb; qa, τa)

=
∫
q(0)=q(T )

Dq(τ)e−
1
�

∫T
0 dτ( 1

2 mq̇(τ)2+ 1
2 mω2q2+ λ

4! q
4)

=
∫
q(0)=q(T )

Dq(τ)

(
1− λ

4!
1
�

∫T

0

dτq4(τ) +O(λ2)

)

× exp

{
−1

�

∫T

0

dτ
(

1
2
mq̇(τ)2 +

1
2
mω2q2

)}

=Z0(T )+ < − λ
4!

1
�

∫T

0

dτq4(τ) > +O(λ2), (4.26)

��, < > �����������������, ��
�

< f(q(τ)) >=
∫
q(0)=q(T )

Dq(τ)f(q(τ))e−
1
�

SH [q(τ)], (4.27)

��

SH [q(τ)] =
∫T

0

dτ
(

1
2
mq̇(τ)2 +

1
2
mω2q2

)
.

��������, �	���������, ������������

����

Z [J(τ)]=
∫
q(0)=q(T )

Dq(τ)e−
1
�

∫T
0 dτ

(
1
2 mq̇2+ 1

2 mω2q2−J(τ)q(τ)
)

≡
∫

Dq(τ)e−
1
�

SJ
H [q(τ)], (4.28)
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����������, ����� J(τ) �����

δZ [J(τ)]
δJ(τ1)

=
∫

Dq(τ)
1
�

∫T

0

dτδ(τ1 − τ)q(τ)e− 1
�

SJ
H [q(τ)]

=
1
�

∫
Dq(τ)q(τ1)e−

1
�

SJ
H [q(τ)], (4.29)

����
δ2Z [J(τ)]
δJ(τ1)δJ(τ2)

=
1
�2

∫
Dq(τ)q(τ1)q(τ2)e−

1
�

SJ
H [q(τ)]. (4.30)

�����	�� f(q)�

f

[
�
δ

δJ

]
Z[J ] =

∫
Dq(τ)f(q)e−

1
�

SJ
H [q(τ)]. (4.31)

�� (4.26) �� (4.27) ������������

< f(q(τ)) >= f

[
�
δ

δJ

]
Z[J ]|J=0. (4.32)

���� Z[J] ��� ���������
�, � (4.28) ������

���� Z[J ] ������ 2.3 ����������������, ���

���� Z[J ] ������	��, �

Z [J(τ)]=
∫
q(0)=q(T )

Dq(τ)e−
1
�

SJ
H [q(τ)]

=F (T )e−
1
�

SJ
H [qc(τ)], (4.33)

��, �������

F (T ) = ZH(T ) =
1

2 sinh
ωT

2

=
e−

ωT
2

1− e−Tω

������������� (4.33) ���

SJ
H [qc(τ)] =

∫T

0

dτ
(

1
2
mq̇2cl +

1
2
mω2q2cl − J(τ)qcl(τ)

)
, (4.34)

��, qcl(τ) ����	�–������������

mq̈ −mω2q + J(τ) = 0, q(0) = q(T ) = 0. (4.35)

����, ���������� G(τ), ���

m

(
d2

dτ2
− ω2

)
G(τ) = −δ(τ), G(0) = G(T ), Ġ(0) = Ġ(T ) (4.36)
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�

qcl(τ) =
∫T

0

dτ ′G(τ − τ ′)J(τ ′). (4.37)

� (4.37) ��� (4.34) �, �

SJ
cl =

∫
dτqcl

(
−1

2
mq̈cl +

1
2
mω2qcl − J(τ)

)

=−1
2

∫
dτJ(τ)qcl(τ)

=−1
2

∫ ∫
dτdτ ′J(τ)G(τ, τ ′)J(τ ′). (4.38)


�� (4.33) �, �

Z[J ] = F (T ) exp
{

1
2�

∫
dτdτ ′J(τ)G(τ, τ ′)J(τ ′)

}
. (4.39)

���������� ����� (4.26) �, ������������

������������, ��������, �	�����
(
−T

2
,
T

2

)
, ��


� T →∞, ��������

m

(
d2

dτ2
− ω2

)
G(τ, τ ′) = −δ(τ − τ ′).

���
���������, 


G(τ, τ ′) =
1
m

∫+∞

−∞

dk
2π

1
k2 + ω2

exp{ik(τ − τ ′)}, (4.40)

������� (4.26) ���

Zλ(T ) = F (T )− λ

4!
1
�

∫T

0

dτ
[
�
δ

δJ

]4
Z[J ]|J=0 +O(λ2). (4.41)

��	���, �� Z[J ]	�����, � J = 0,��� Z[J ]������ J �

��������, �

Z[J ]=F (T ) exp
{

1
2�

∫ ∫
dτdτ ′J(τ)G(τ, τ ′)J(τ ′)

}

≡F (T ) exp
{

1
2�

[J1G12J2]
}

=F

(
1 +

1
2�

[J1G12J2] +
1

8�2
[J1G12J2][J3G34J4] + · · ·

)
,
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��, �	��� Zλ(T ) ����������� (4.41) �


Zλ(T ) = F (T )− λ

4!
1

8�3

∫
dτ
[
�
δ

δJ

]4
[J1G12J2][J3G34J4]|J=0 +O(λ2). (4.42)

���

(
δ

δJ

)2

[J1G12J2]=
(
δ

δJτ

)2 ∫∫
dτ1dτ2J(τ1)G(τ1, τ2)J(τ2)

=
δ

δJτ

[∫∫
dτ1dτ2(δ(τ − τ1)G(τ1, τ2)J(τ2) + J(τ1)G(τ1, τ2)δ(τ − τ2)

]

=
δ

δJτ

(∫
dτ2G(τ, τ2)J(τ2) +

∫
dτ1J(τ1)G(τ1, τ)

)

=2G(τ, τ),

����� (
δ

δJ

)4

[J1G12J2][J3G34J4] = 4!G(τ, τ)2.

��� (4.40) ����

G(τ, τ) =
1
m

∫+∞

−∞

dk
2π

1
k2 + ω2

= − 1
2mω

, (4.43)

�


Zλ(T ) = F

(
1− �Tλ

32m2ω2
+O(λ2)

)
. (4.44)

�����

E0 = lim
T→∞

−1
T

lnZλ(T )

= lim
T→∞

(− lnF
T

+
λ�

32m2ω2
+O(λ2)

)
,

�

E0 =
1
2

�ω +
�

2λ

32m2ω2
+O(λ2). (4.45)

��, ������������������
∫+∞

−∞
dqΦ∗

0 (q)
(
λ

4!
q4
)

Φ0(q) =
�

2λ

32m2ω2
, (4.46)

�����
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4.3 �����������, Wick ��

������ ���������������, ��������

������������������������
����, ��
��

�����������

�������, ��

x̂(t) = e
i
�

Ĥtx̂(0)e−
i
�

Ĥt, (4.47)

���!� |x, t〉H , ��

x̂(t) |x, t〉H = x |x, t〉H . (4.48)

�����, ����� Ĥ 
		�� t, �

|x, t〉H = e
i
�

Ĥt |x〉S .

�����, ���������"� |x, t〉H ��� H�����
 t, {|x, t〉} �
���������

〈x, t|x′, t〉 = δ(x− x′),∫
dx|x, t〉〈x, t| = I.

(4.49)

��������

K(xb, tb;xa, ta)= 〈xb, tb|xa, ta〉 =S 〈xb|e− i
�

H(tb−ta)|xa〉S
=N

∫xb

xa

Dx(t)e
i
�

S[x(t)]
tb
ta . (4.50)

�����������
������ (� ta < tj < tb)�

〈xb, tb| x̂(tj) |xa, ta〉
=

∫
dx1dx2 〈xb, tb|x2, tj〉 〈x2, tj| x̂(tj) |x1, tj〉 〈x1, tj |xa, ta〉

=
∫

dx1x1 〈xb, tb|x1, tj〉 〈x1, tj |xa, ta〉. (4.51)

�	���� tj �	 j ���, ��� 〈xb, tb|x1, tj〉 � 〈x1, tj |xa, ta〉 ����
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�����, 


〈xb, tb| x̂(tj) |xa, ta〉

≡
∫xb

xa

Dx(t)
Dp(t)
2π�

x(tj) exp
{

i
�

∫ tb

ta

dt(pẋ−H(p, x))
}

(4.52)

=N
∫xb

xa

Dx(t)x(tj) exp
{

i
�

∫ tb

ta

dt
(m

2
ẋ2 − V (x)

)}

=N
∫x(tb)=xb

x(ta)=xa

Dx(t)x(tj) exp
{

i
�
S[x(t)]

}
. (4.53)


������
� 〈xb, tb| T [x̂(t1)x̂(t2)] |xa, ta〉 , �� T ��������
�� t1 > t2, �

〈xb, tb| T [x̂(t1)x̂(t2)] |xa, ta〉 = 〈xb, tb| x̂(t1)x̂(t2) |xa, ta〉 (4.54)

=
∫

dx1dx2 〈xb, tb|x1, t1〉 〈x1, t1| x̂(t1)x̂(t2) |x2, t2〉 〈x2, t2|xa, ta〉

=
∫

dx1dx2x1x2 〈xb, tb|x1, t1〉 〈x1, t1|x2, t2〉 〈x2, t2|xa, ta〉

=N
∫

dx1dx2x1x2

∫x(tb)=xb

x(t1)=x1

Dx(t)e
i
�

S[x(t)]

×
∫x(t1)=x1

x(t2)=x2

Dx(t)e
i
�

S[x(t)]

∫x(t2)=x2

x(ta)=xa

Dx(t)e
i
�

S[x(t)]. (4.55)

�������������, 	�����
� xa ���	
� x2, ��
�

���	���	
� x1,����� xb���
���
����,����

�������������
���
����� x2 � x1, ��

〈xb, tb| T [x̂(t1)x̂(t2)] |xa, ta〉

=N
∫x(tb)=xb

x(ta)=xa

Dx(t)x(t1)x(t2)e
i
�

S[x(t)] (t1 > t2). (4.56)

���, ���� t2 > t1 ����, ���������, �������

ta � t1, t2 � tb

〈xb, tb| T [x̂(t1)x̂(t2)] |xa, ta〉 = N
∫x(tb)=xb

x(ta)=xa

Dx(t)x(t1)x(t2)e
i
�

S[x(t)], (4.57)

	�������	������

�����������������

〈xb, tb| T [x̂(t1) · · · x̂(tk)] |xa, ta〉 = N
∫x(tb)=xb

x(ta)=xa

Dx(t)x(t1) · · ·x(tk)e
i
�

S[x(t)]. (4.58)
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�������������, �������������. ������

��������, ��
����, �
�������	��

��, ��		��, ���������� Ĥ ������, �

〈xb, tb|xa, ta〉= 〈xb|e− i
�

Ĥ(tb−ta)|xa〉
=
∑

n

〈xb|e− i
�

Ĥ(tb−ta)|n〉〈n|xa〉

=
∑

n

e−
i
�

En(tb−ta)ψn(xb)ψ∗
n(xa), (4.59)

��� ta → −∞�������, � tb →∞�������, �
������

� |Ω〉 ������, 	 ta = −T, tb = T, T →∞, ��

T = |T |e−iε = |T |(1− iε), (ε > 0), (4.60)

�

〈xb, T |xa,−T 〉 ∼ e−
i
�
2E0T e−

2
�

E0Tε
[|Ω〉〈Ω |+O(e−

2
�
(E1−E0)Tε)

]
, (4.61)

����������
(T

�
→∞

)
, ������������	��, 


〈xb, T |xa,−T 〉 ∼ 〈Ω , T |Ω ,−T 〉. (4.62)

�������� e−
i
�
2E0T e−

2
�

E0Tε �������. ���� |Ω ,±T 〉 ����
��������������
�, ��������

〈Ω , T |Ω ,−T 〉
=

∫
dxbdxa〈Ω , T |xb, T 〉〈xb, T |xa,−T 〉〈xa,−T |Ω ,−T 〉

=
∫

dxbdxaψ
∗
f (xb)〈xb, T |xa,−T 〉ψi(xa), (4.63)


	� T = |T | e−iε(ε > 0), �

〈Ω , T |Ω ,−T 〉 ∼ 〈xb, T |xa,−T 〉 = N

∫x(T )=xb

x(−T )=xa

Dxe
i
�

S .

������, �

〈Ω , T | T [x̂(t1) · · · x̂(tn)] |Ω ,−T 〉 ∼ N

∫x(T )=xb

x(−T )=xa

Dx(t)x(t1) · · ·x(tn)e
i
�

S .
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��	
����, ��������
�

Gn(t1, t2, · · · , tn)= 〈Ω | T [x̂(t1) · · · x̂(tn)] |Ω〉
=
〈Ω , T | T [x̂(t1) · · · x̂(tn)] |Ω ,−T 〉

〈Ω , T |Ω ,−T 〉

=

∫
Dxx(t1) · · ·x(tn) exp

{
i
�
S

}
∫

Dx exp
{

i
�
S

} . (4.64)

������������������$�, ��, �����∼�����

��������������#�, �����, 
������������

��

�������� ��,��������
�,�����������

�����

Z[J ]=

∫
Dx exp

{
i
�
S +

i
�

∫
dtJ(t)x(t)

}
∫

Dx exp
{

i
�
S

} =
〈Ω , T |Ω ,−T 〉J
〈Ω , T |Ω ,−T 〉

= 〈Ω |T
[
exp

{
i
�

∫
dtJ(t)x̂(t)

}]
|Ω〉, (4.65)

��

�

i
δ

δJ(t1)
Z[J ]|J=0 =

⎛
⎜⎜⎝

∫
Dxx(t1) exp

{
i
�
S +

i
�

∫
dtJ(t)x(t)

}
∫

Dx exp
{

i
�
S

}
⎞
⎟⎟⎠
∣∣∣∣∣
J=0

=

∫
Dxx(t1) exp

{
i
�
S

}
∫

Dx exp
{

i
�
S

} = 〈Ω | x̂(t1) |Ω〉 , (4.66)


���, �


(
�

i
δ

δJ(t1)
· · · �

i
δ

δJ(tk)

)
Z[J ]|J=0 =

∫
Dxx(t1)x(t2) · · ·x(tk) exp

{
i
�
S

}
∫

Dx exp
{

i
�
S

}

= 〈Ω | T [x̂(t1) · · · x̂(tk)] |Ω〉 . (4.67)

Z[J ] �����������
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�����	���������������������, ������

��������
����������
���������, ���

����	������ 2.2 ��
����	������������

����������� ������	���, �������

L =
m

2
ẋ2 + J(t)x.

����������

KJ(xb, tb;xa, ta)= lim
N→∞

∫ N−1∏
1

dxi

N−1∏
0

dpi

2π�
exp

⎧⎨
⎩

i
�

N−1∑
j=0

[
pi(xj+1 − xj)

−ε p
2
j

2m
+ εJ(tj)xj

]}
. (4.68)

��	���, ���������

�, ���������, �
� N − 1

� δ ��, �

KJ(xb, tb;xa, ta)= lim
N→∞

1
2π�

∫
dp0 · · · dpN−1δ(εJ(t1) + p0 − p1)× · · ·

×δ(εJ(tN−1) + pN−2 − pN−1)

× exp

⎧⎨
⎩

i
�
(pN−1xb − p0xa + εJ(t0)xa)− iε

2m�

N−1∑
j=0

p2
j

⎫⎬
⎭ (4.69)

��� (N − 1) � δ ��, 
��� (N − 1) � p ����, 


KJ(xb, tb;xa, ta)

= lim
N→∞

exp

⎧⎨
⎩

i
�
xa

N−1∑
j=0

εJ(tj)

⎫⎬
⎭

∫
dpN−1

2π�

× exp

⎧⎪⎨
⎪⎩

i
�

⎡
⎢⎣pN−1(xb − xa)− i

�

N−1∑
j=0

ε

2m

⎛
⎝pN−1 −

N−1∑
k=j+1

εJ(tk)

⎞
⎠

2
⎤
⎥⎦
⎫⎪⎬
⎪⎭

=exp
{

i
�
xa

∫ tb

ta

dtJ(t)
} ∫∞

−∞

dp
2π�
· exp

{
i
�
p(xb − xa)− i

�

∫ tb

ta

dt

×
[
p2

2m
− p

m

∫ tb

t

dtJ(t) +
1

2m

(∫ tb

t

dτJ(τ)
)2
]}

, (4.70)

�

I(t) =
∫ tb

t

dtJ(t) =
∫ tb

ta

dτΘ(τ − t)J(τ)
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��

KJ(xb, tb;xa, ta)

=exp
{

i
�

[
xaI(ta)− 1

2m

∫ tb

ta

dtI2(t)
]} ∫∞

−∞

dp
2π�

× exp
{
− i

�

p2

2m
(tb − ta) +

i
�
p

[
(xb − xa) +

1
m

∫ tb

ta

dtI(t)
]}

=K0 exp
{

i
�

[
xb − xa

tb − ta

∫ tb

ta

dtI(t) + xaI(ta)

+
1

2m(tb − ta)

(∫ tb

ta

dtI(t)
)2

− 1
2m

∫ tb

ta

dtI2(t)

]}
, (4.71)

��,

K0 =
(

1
2iπ�(tb − ta)

) 1
2

exp
{

i
�

m

2
(xb − xa)2

tb − ta

}
(4.72)

�	�����������

������������, �� (4.65) �����������

Z[J ]=
KJ(xb, tb;xa, ta)

K0
= exp

{
i
�

xb − xa

tb − ta

∫ tb

ta

dtI(t) + xaI(ta)

+
1

2m(tb − ta)

(∫ tb

ta

dtI(t)
)2

− 1
2m

∫ tb

ta

dtI2(t)

}
. (4.73)

������
δI(t)
δJ(t1)

=
∫ tb

ta

dτΘ(τ − t)δ(τ − t1) = Θ(t1 − t) (4.74)


��� (4.66) ���������

〈Ω |x̂(t1)|Ω〉=−i�
δ

δJ(t1)
Z[J ]|J=0

=
xb − xa

tb − ta

∫ tb

ta

dtΘ(t1 − t) + xaΘ(t1 − ta)

=xa +
xb − xa

tb − ta (t1 − ta) = xc(t1) (4.75)

�
�����

〈Ω |T [x̂(t1)x̂(t2)]|Ω〉
=(−i�)2

δ2

δJ(t1)δJ(t2)
Z[J ]|J=0

=xc(t1)xc(t2) +
i�

m(tb − ta)
[Θ(t2 − t1)(tb − t2)(t1 − ta)

+Θ(t1 − t2)(tb − t1)(t2 − ta)]. (4.76)
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��
	 � ���� x̂(t1) � x̂(t2) ��
��� (� (4.75) �) , �	 � ���

� 
������
�,��������	���,�������	���,

�

〈Ω | T [x̂(t1)x̂(t2)] |Ω〉c
≡〈Ω | T [x̂(t1)x̂(t2)] |Ω〉 − xcl(t1)xcl(t2)

=−�
2

[
1

Z[J ]
δ2Z[J ]

δJ [t1]δJ [t2]
− 1
Z[J ]2

δZ[J ]
δJ [t1]

δZ[J ]
δJ [t2]

] ∣∣∣
J=0

=−�
2

[
δ2 lnZ[J ]
δJ [t1]δJ [t2]

∣∣∣
J=0

]
. (4.77)


����	����������

W [J ] = −i� lnZ[J ], 	 Z[J ] = exp
{

i
�
W [J ]

}
, (4.78)

������	�����

〈Ω | T [x̂(t1)x̂(t2)] |Ω〉c
=−i�

δ2

δJ [t1]δJ [t2]
W [J ]

=
i�

m(tb − ta)
[Θ(t2 − t1)(tb − t2)(t1 − ta)

+Θ(t1 − t2)(tb − t1)(t2 − ta)]

= 〈Ω | T [(x̂− xc)(t1)(x̂− xc)(t2)] |Ω〉 . (4.79)

�� 〈Ω | x̂− xc |Ω〉 = 0, �������	�����	�
���, ��� xc

�
����

�������������� Wick �� �������������

�. �������������

KH(xb, tb;xa, ta)=N
∫xb

xa

Dx(t)e
i
�

∫tb
ta

dt
(

1
2 mẋ2+ 1

2 mω2x2
)

=
(

mω

i2π� sin(ωT )

) 1
2

e
i
�

mω
2 sin(ωT ) [cos(ωT )(x2

b+x2
a)+2xbxa], (4.80)

������������

ZH(T )=
∫

dxKH(x, T ;x, 0)

=
∫
x(ta)=x(tb)

Dx(t)e
i
�

∫tb
ta

dt( 1
2 mẋ2+ 1

2 mω2x2), (4.81)
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��������� (� (4.64) �)

〈Ω |T [x̂(t1) · · · x̂(tn)]|Ω〉

=

∫
x(ta)=x(tb)

Dx(t)x(t1) · · ·x(tn)e
i
�

∫tb
ta

dt( 1
2 mẋ2+ 1

2 mω2x2)

∫
x(ta)=x(tb)

Dx(t)e
i
�

∫tb
ta

dt( 1
2 mẋ2+ 1

2 mω2x2)
. (4.82)

�����, �


ZH(T ) =
1

2i sin ωT
2

.

�������, ����������

Z[J ]=
1

ZH(T )

∫
x(−T

2 )=x( T
2 )

Dx(t)e
i
�

∫ T
2

− T
2

dt
(

1
2 mẋ2+ 1

2 mω2x2+J(t)x
)

= 〈Ω |T
[
e

i
�

∫ T
2

− T
2

dtJ(t)x̂(t)]|Ω〉, (4.83)

����������, �� 2.2 ���, �������, �������

Z[J ] = e
i
�

SJ [xc(t)], (4.84)

��, xc(t) ��� δSJ = 0 �	������, �
(
m

d2

dt2
+mω2

)
x(t) = J(t), x

(
−T

2

)
= x

(
T

2

)
, ẋ

(
−T

2

)
= ẋ

(
T

2

)
(4.85)

xc(t) =
1
m

∫ T
2

−T
2

dt′G(t− t′)J(t′). (4.86)

G(t) �������������
(

d2

dt2
+ ω2

)
G(t) = −δ(t), G

(
−T

2

)
= G

(
T

2

)
, Ġ

(
−T

2

)
= Ġ

(
T

2

)
, (4.87)

��� (�� (2.52)∼(2.57)�)

GF (t− t′) =
1

2iω

(
Θ(t− t′)e−iω(t−t′) + Θ(t′ − t)eiω(t−t′)

)
, (4.88)

�������

GF (k) = lim
ε→0+

1√
2π

1
k2 − ω2 + iε

. (4.89)
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��

SJ [xc(t)]=
∫ tb

ta

dt
(

1
2
mẋ2 − 1

2
mω2x2 + J(t)x

)
|cl

=
[
1
2
mxẋ

∣∣∣tb

ta

− 1
2

∫ tb

ta

dtx
(
m

d2

dt2
+mω2

)
x

] ∣∣∣
cl

+
∫ tb

ta

dtJx|cl

=
1
2

∫ tb

ta

dtJxc(t)

=
1

2m

∫ tb

ta

dtdt′J(t)G(t− t′)J(t′), (4.90)

��

Z[J ]=e
i
�

W [J] = e
i
�

1
2m

∫ T
2

− T
2

dtdt′J(t)G(t−t′)J(t′)

= 〈Ω |T
[
e

i
�

∫ T
2

− T
2

dtJ(t)x̂(t)]|Ω〉c. (4.91)

� (4.91) �
������, 
	 J = 0 	�, 


〈Ω |T [x̂(t1) · · · x̂(tk)]|Ω〉c =
k∏

j=1

�

i
δ

δJ(ti)
e

i
�

1
2m

∫ T
2

− T
2

dtdt′J(t)G(t−t′)J(t′)∣∣∣
J=0

. (4.92)

���
�����

〈Ω |T [x̂(t1)x̂(t2)]|Ω〉c =
�

im
G(t1 − t2). (4.93)

��������, �	�������� J = 0 �, $��������


������, ��
�������������� ——Wick ���

〈Ω |T [x̂(t1) · · · x̂(t2k)]|Ω〉c
=

∑
(a1,··· ,a2k)������(a,a′)

∏
����(a,a′)

(
�

im
Ga,a′

)

=
∑

p(1,2,··· ,2k)

〈Ω |T [x̂p1 , x̂p2 ]|Ω〉c · · · 〈Ω |T [x̂p2k−1 , x̂p2k
]|Ωc〉. (4.94)

��������
������
����������

4.4 �� S ����������
����������

��	� ����������	���, �������������

��������		
, ��, ��������������		
���

������, S ����������
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!���������������, ������
�, �

|ψ(t)〉s = Û(t, t′)|ψ(t′)〉s. (4.95)

������

Û(t, t′)Û+(t, t′) = I, U(t, t) = I, (4.96)

������

i�
∂

∂t
Û(t, t′) = Ĥ(t)Û(t, t′), (4.97)

������� Ĥ(t)��������		��,����
		��,����

���, ����������

Û(t, t′) = e−
i
�

Ĥ(t−t′). (4.98)

		������
�
,
Ĥ

�
�����������

����	��������

H =
p2

2m
+ V (x, t) ≡ H0 + V, (4.99)

������ �	������,����������,������


�� ����������

� (4.99)�,��������
��, �	����� H0 ��������

�������� (��� I ��) �, �!�
�

|ψ(t)〉I = e
i
�

Ĥ0t|ψ(t)〉s, (4.100)

����
�

Õ(t) = e
i
�

Ĥ0tOse−
i
�

Ĥ0t. (4.101)

�������� (�����, ������ Os 
		��)

i�
d
dt
Õ(t)= [Õ(t), Ĥ0] = [Õ(t), H̃0], (4.102)

i�
∂

∂t
|ψ(t)〉I =e

i
�

Ĥ0tĤ |ψ(t)〉s − e
i
�

Ĥ0tĤ0|ψ(t)〉s
= Ṽ (t)|ψ(t)〉I , (4.103)

��������, ��������������	��� H̃0 = Ĥ0 �
,��

!����������������� Ṽ (t) �
�



· 144 · 	 4 � �������
���

��� V (x, t) ������� |t| → ∞ ������, ������	��

�, ����� S �
�������������� |t| → ∞ ��	��
S = lim

ta→−∞
tb→∞

e
i
�

Ĥ0tb Û(tb, ta)e−
i
�

Ĥ0ta . (4.104)

���� |t| → ∞ ��	���, Û(tb, ta) 
���	������������

�
, ���� V = 0, H = H0, S �����, ��, ����, � |t| → ∞ �
V (x, t) �����, ���
� S ��	����

���������!���������

|ψ(t)〉I = Ω(t, t0)|ψ(t0)〉I , (4.105)

��, Ω(t, t0) �������

Ω(t, t0) = e
i
�

Ĥ0te−
i
�

Ĥt, (4.106)

���

i�
d
dt

Ω(t, t0) = Ṽ (t)Ω(t, t0), Ω(t0, t0) = 1, (4.107)

�����

Ω(t, t0) = 1− i
�

∫ t

t0

dt1Ṽ (t1)Ω(t1, t0). (4.108)

(4.108) ������, ��
�����, ��

%����, ��� V =

H −H0 ∼ ε, �
�
��

Ω(t, t0) = 1− i
�

∫ t

t0

dt1Ṽ (t1) +O(ε2),

�
��

Ω(t, t0) = 1− i
�

∫ t

t0

dt1Ṽ (t1) +
(
− i

�

)2
∫ t

t0

dt1Ṽ (t1)
∫ t1

t0

dt2Ṽ (t2) +O(ε3). (4.109)


	� (4.109)�
�	��������	� t1 > t2, ���
������

�
���, ���������∫ t

t0

dt1
∫ t1

t0

dt2Ṽ (t1)Ṽ (t2) =
1
2

∫ t

t0

dt1
∫ t

t0

dt2T [Ṽ (t1)Ṽ (t2)], (4.110)

��, T ��!������

����, �����������, ��	

����������
�%����

Ω(t, t0)=
∞∑

n=0

(−i
�

)n 1
n!

∫ t

t0

dt1 · · · dtnT [Ṽ (t1) · · · Ṽ (tn)]

=T [e− i
�

∫t
t0

dtṼ (t)]
. (4.111)



4.4 �� S ����������
���������� · 145 ·

�� 4.3 ������������
���, �� (4.65) �, ������

S ���

S = lim
T→∞

〈Ω |T [e− i
�

∫ T
2

− T
2

dtṼ (t)]|Ω〉. (4.112)

���
�������
 S �����
��, �������������

���������

����������� �����������, ����� ψi(xa, t)

�������	��� ψf (xb, t) ��	���

A =
∫

dxb

∫
dxaψ

∗
f (xb, tb)K(xb, tb;xa, ta)ψi(xa, ta). (4.113)

���, ����������� V = L3 ������, �

ψ(x, t) =
1√
V

eik·x−i Et
� , E =

�
2k2

2m
> 0,

∫
V

dxψ∗ψ = 1, (4.114)

����������������

V (x, t) =
α

r
e−4 t2

T2 , α =
e2

4π
≈ 1

137
, (4.115)

�� T ��	�������

��������, ������������������	��, ���

�	�� (Born) ��

A=
∫

dxb

∫
dxa

∫
dt

∫
dxψ∗

f (xb, tb)K0(xb, tb;x, t)

×
(
− i

�

)
V (x, t)K0(x, t;xa, ta)ψi(xa, ta) (4.116)

������ (�����	 � = 1)

K0(xb, tb;xa, ta)=
m

i2πt
ei mx2

2t (t = tb − ta, x = xb − xa)

=
1
2π

∫∞

−∞
dpeipx−i p2

2m t,

������


K0(xb, tb;xa, ta) =
1

(2π)3

∫
dqeiq·(xb−x)−i q2

2m (tb−t). (4.117)

�������� k, ������� p, �������

ψi(xa, ta) =
1√
V

eik·xa−i k2
2m ta , ψf (xb, tb) =

1√
V

eip·xb−i p2

2m tb . (4.118)
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���

������� (4.116)�


A(p,k;T )=
∫

dxb

∫
dxa

∫
dt

∫
dx

∫
dq

∫
dq′

1
V

1
(2π)6

(
− i

�

)
V (x, t) exp{B}

B=−ip · xb + i
p2

2m
tb + iq · (xb − x)− i

q2

2m
(tb − t)

+iq′ · (x− xa)− i
q

′2

2m
(t− ta) + ik · xa − i

k2

2m
ta.


	���� xa xb��


�,� dxb dxa��,
 (2π)6δ(q−p)δ(k−q′),

� dq  dq′ ��, ��

A(p,k;T ) =
∫

dt
∫

dx
−i
V �

V (x, t) exp
{
−ip · x+ i

p2

2m
t+ ik · x+ i

k2

2m
t

}
.


�� (4.115) ���, 


A(p,k;T ) =
−i
V �

∫
dx

α

r
ei(k−p)·x

∫
dtei p2−k2

2m t− 4t2

T2 .


�����"���
α

r
→ α

r
e−Mr,

�
	 ∫
dx
α

r
ei(k−p)·x−Mr =

4π
(k − p)2 +M2

,

�� (���� A.3)

A(p,k;T ) = − iα
V �

4π
(k − p)2 +M2

e−( p2−k2
2m )2 T2

16

∫ T
2

−T
2

e−
4t2

T2 dt.

�
���	��

χ =
|A|2∫ T

2

−T
2

e−
4t2
T2

=
α2

V 2�2

16π2

[(k − p)2 +M2]2
e−( p2−k2

2m )2 T2
8

∫ T
2

−T
2

e−
4t2

T2 dt.

�	 T →∞ 	��, 
	� (���� B.13)

δ(k) = lim
T→∞

T√
π

e−k2T 2

�, �

χ =
α2

V 2�2

16π2

[(k − p)2 +M2]2
2πδ

(
p2 − k2

2m

)
.

��
∫

dp δ
(
p2 − k2

2m

)
=

∫
mp d

p3

2m
dΩ δ

(
p2 − k2

2m

)
= m
√

2mE
∫

dΩ,
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�� p2 = k2 �,

(k − p)2 = 2k2(1 − cos θ) = 4k2 sin2 θ

2
,

��������

σ=
∫

dp
V

(2π)3
V m

k

A2

T

=
∫

m2α2

4k4 sin4 θ

2

dΩ ,

��
�
dσ
dΩ

=
m2α2

4k4 sin4 θ

2

, (4.119)

��������� (Rutherford) �����

�
����, ������������, ���
��������
�

����, ��������������

� � 4

1. �		����������

K0(xb, tb;xa, ta) =
m

i2π�(tb − ta)
e

i
�

m
2

(xb−xa)2

tb−ta ,


�����������	��������

G0(xb, xa;E)=

∫∞

−∞
dT e

i
�

ETK0(xb, xa;T )Θ(T )

=
m

i2π�

∫∞

0

dT√
T

e
i
�

m
2

x2
T

+ i
�

ET

=
m

2E
eik|x|, x = xb − xa, k =

√
2mE

�

2. �� δ ����V (x) = αδ(x), α 	��, � δ ��. 
�����������	��


����.

3. ���������V (x) =
1

2
mω2x2 +

λ

4!
x4, λ ���, 
��������������

���
��.



�5� �����������, �����

������
������,������������������&�

����������������
�������, ���������

�������������	���. �������������, ��

�����������������, �
��������������

��� ��	����20 ��, Duru � Kleinert �� Kustaanheimo-Stiefel �

�, �
�������, ������������
����������

�����,		����������������������������

������������������������,�
��������

���������������.

5.1 ����������

��	������� � D ����� M �, ����

ds2 = gab(x)dxadxb, (5.1)

�����������

L(ẋ, x) =
1
2
ẋagabẋ

b − V (x), (5.2)

����

pa =
∂L(ẋ, x)
∂ẋa

= gabẋ
b, (5.3)

����

H(p, x)=paẋ
a − L(ẋ, x)

=
1
2
pag

abpb + V (x), (5.4)

��, gab(x) � gab(x) �����

gacg
cb = δb

a.

��	�������� ���������������������

� (5.4) �	�������
��
��, ����������������
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��������

i�
∂

∂t
ψ(x, t) =

(
�

2

2m
∆LB + V (x)

)
ψ(x, t), (5.5)

��, ∆LB �� Laplace-Beltrami ��������

∆LB = − 1√
g
∂a(
√
ggab∂b), g = det(gab). (5.6)

��, �������������, ������

ds2 = dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2, (5.7)

�����

gab = diag(1, r2, r2 sin2 θ), (5.8)

������

gab = diag
(

1,
1
r2
,

1
r2 sin2 θ

)
. (5.9)

��
√
g = r2 sin θ, (5.10)

���� Laplace-Beltrami �����

∆LB =− 1
r2 sin θ

∂a(r2 sin θgab∂b)

=− 1
r2

∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
− 1
r2

[
1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1
sin2 θ

∂2

∂φ2

]

=−∇2
r −

1
r2

∇2
Ω . (5.11)

��
�

2

2m
∆LB =

p2
r

2m
+

L2

2mr2
= − �

2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
, (5.12)

��

pr = −i�
(
∂

∂r
+

1
r

)
(5.13)

�

L2 = − �
2

sin2 θ

[
sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

∂2

∂φ2

]
. (5.14)

��,�������������,���'������������,�

�����������������������, �����

[r, pr] = i� (0 � r <∞) (5.15)

[θ, pθ] = i� (0 � θ � π)

[φ, pφ] = i� (0 � φ < 2π)
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�
��������� [q, p] = i���������������� (−∞, ∞),

������� 0 � r <∞ ������� pr ��"��, �������!

|pr〉����, �� pr ����������� lim
r→0

rψ(r)=0 ���������

����,������ prψ(r)=λψ(r) ������, ��������, (5.5)�

� (5.6) ���������, �
� (5.4) �� (5.15) ��

��	������� ������������, �������
�

〈ψ1(t)|ψ2(t)〉 =
∫

dDx
√
g(x)ψ∗

1(x, t)ψ2(x, t). (5.16)

� |x〉 ���������
x̂a |x〉 = xa |x〉 (5.17)

���������
��

〈x1|x2〉 = (g(x1)g(x2))−
1
4 δD(x1 − x2),∫

dDx
√
g(x) |x〉 〈x| = I. (5.18)


	���������
√
g(x) ��������������

� |p〉 ������ p̂ ����

p̂a |p〉 = pa |p〉 , (5.19)

��������������

〈x|p〉 = g(x)−
1
4 (2π�)−

D
2 exp

(
i
�
x · p

)
, (5.20)

�����

〈p|x〉 = g(x)−
1
4 (2π�)−

D
2 exp

(
− i

�
x · p

)
. (5.21)

�����������������
��

〈p1|p2〉 = δ(p1 − p2),∫
dDp |p〉 〈p| = I.

��	�������� ���
	��, �������������


��
,�������������,���������������
�,

� Messiah A, Temmer G M. 1972. Quantum Mechanics. Amsterdam: North-Holland Publish-

ing Company, 346.
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�����������������������
��
������� p̂a

����������������

p̂a = −i�
(

∂

∂xa
+

1
2
Γa

)
, Γa =

∂ ln
√
g

∂xa
. (5.22)


����, ������

〈x|p̂a|ψ(t)〉=
∫

dDp

∫
dDy

√
g(y) 〈x|p̂a|p〉 〈p|y〉 〈y|ψ(t)〉

=g(x)−
1
4

∫
dDyg(y)

1
4

∫
dDp

(2π�)D
pa exp

{
i
�
(x− y) · p

}
ψ(y, t)

=−i�g(x)−
1
4
∂

∂xa

(∫
dDyg(y)

1
4

∫
dDp

(2π�)D
exp

{
i
�
(x− y) · p

}
ψ(y, t)

)

=−i�g(x)−
1
4
∂

∂xa

(
g(x)

1
4ψ(x, t)

)

=−i�
(

∂

∂xa
+

1
2
∂

∂xa
ln
√
g(x)

)
ψ(x, t). (5.23)

��, ������, Laplace-Beltrami���	��

∆LB = − 1√
g
∂a(
√
ggab∂b) = −gab∂a∂b − (gabΓa + gab

,a )∂b, (5.24)

��, gab
,a =

∂gab

∂xa
. ������

Ĥ =
�

2

2m
∆LB + V (x). (5.25)

Weyl �� Q-P � ������ Ĥ ����� (5.22) ������, �

�������������, ����
��������

(1) Weyl �

(gab(x)papb)|W =
1
4
(
gab(x)papb + 2pag

ab(x)pb + papbg
ab(x)

)
. (5.26)

������ Weyl �����

H=
�

2

2m
∆LB + V (x)

=
1

8m
(
gabpapb + 2pag

abpb + papbg
ab
)

+ V (x) + ∆VW (x), (5.27)

��,

∆VW =
�

2

8m
[
gabΓaΓb + 2(gabΓa),b + 2gab

,ab

]

=
�

2

8m
(
gabΓ d

acΓ
c
bd +R) , (5.28)
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��� Weyl �������. R ����

R = gij(Γ l
ij,l − Γ l

lj,i − Γ l
mjΓ

m
il + Γ l

ijΓ
m
ml), (5.29)

Γ ���, �

Γ i
jk =

1
2
gil(gjl,k + gkl,j − gjk,l). (5.30)

(2) Q-P � (��� standard ordering).

������������

H=
�

2

2m
∆LB + V (x)

=
1

2m
(gabp̂ap̂b − i�Kap̂a) + V (x) + ∆Vs(x), (5.31)

��,

Ka(x) = gab
,b − gabΓb (5.32)

�

∆Vs =
�

2

2m
(
gab

,a Γb + gabΓa,b

)

=
�

2

2m
∂a

(
gabΓb

)
. (5.33)

����������������. �����������.

5.2 ��������������
����
�

�������
���, ������
��, ��������� (�

��������
�), 	�����(����, ������������

��. ��)�����, ���������	�������	��
��


, ���������Weyl �����
��
, � Q-P �����
��
,

���������

���	����	 ��������� H(p, q), ������

H(u, v) =
1

(2π�)D

∫
dpdq exp

{
− i

�
(u · p+ v · q)

}
H(p, q), (5.34)

��� “���”

Ĥ(p̂, q̂) =
∫

dudv exp
{

i
�
v · q̂

}
exp

{
i
�
u · p̂

}
H(u, v), (5.35)
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Ĥ(p̂, q̂) =
∫

dudv exp
{

i
�
(up̂+ vq̂)

}
H(u, v). (5.36)

�����	 Weyl �, �����	 Q-P ��
	� BCH ��

exp{Â+ B̂} = exp{Â} exp{B̂} exp
{
−1

2
[Â, B̂]

}
, �[Â, B̂] = constant, (5.37)

Q-P � ((5.35) �) ����

Ĥ(p̂, q̂) =
∫

dudv exp
{

i
�
(up̂+ vq̂)

}
exp

{
− i

2�
uv

}
H(u, v). (5.38)

�������������, ����������	��������

���
�������� Weyl �.

Weyl � �������

(q̂mp̂n)W =
1

2m

m∑
l=0

m!
(m− l)!l! q̂

m−lp̂nq̂l, (5.39)

��

〈qb|(q̂mp̂n)W |qa〉= 1
2m

m∑
l=0

m!
(m− l)!l!q

m−l
b ql

a 〈qb|p̂n|qa〉

=
[
1
2
(qb + qa)

]m

〈qb|p̂n|qa〉 . (5.40)

��, �)����� ( 	� O(ε)) �

〈xj | exp
{
−i
ε

�
HW (p̂, x̂)

}
| xj−1〉

= 〈xj

∣∣∣1− i
ε

�
HW (p̂, x̂)

∣∣∣ xj−1〉

=(g(xj)g(xj−1))−
1
4

∫
dp
2π�

exp
{

i
�
p(xj − xj−1)

}

×
(

1− i
ε

�
HW

(
p,

1
2
(xj + xj−1)

))

=(g(xj)g(xj−1))−
1
4

∫
dp
2π�

× exp
{

i
�

[
p(∆xj − εHW (p, x̄j))

]}
, (5.41)

��,

∆xj = xj − xj−1, x̄j =
1
2
(xj + xj−1). (5.42)
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��
������

〈xb| exp
{
− i

�
HW (p̂, x̂)(tb − ta)

}
|xa〉

=(g(xa)g(xb))−
1
4 lim

N→∞

∫ N−1∏
1

dDxj

N∏
1

dDpj

(2π�)D

× exp

⎧⎨
⎩

i
�

∑
j

[
pj∆xj − εHW (pj ,

⇁
xj)
]⎫⎬
⎭

=(g(xa)g(xb))−
1
4 lim

N→∞

( m

2πi�ε

)ND
2

∫ N−1∏
1

dDxj

N∏
1

g(x̄n)
1
2

× exp

{
i
�

N−1∑
1

[
1

2mε
∆xa

ngab(
⇁
xn)∆xb

n − ε(∆VW (xn) + V (xn))
]}

. (5.43)

Q-P � (���) ����� Q-P �� (� 28 �)����)

〈xj | exp
{
−i
ε

�
HS(p̂, x̂)

}
| xj−1〉

=(g(xj)g(xj−1))−
1
4

∫
dDp

(2π�)D

× exp
{

i
�

[
pa∆xa

j −
ε

2m
(gab(xj)papb − i�Ka(xj)pa)− εV (xj)

]}

=
(

g(xj)
g(xj−1)

) 1
4 ( m

2πi�ε

)D
2

exp

[
i
�

m

2ε

(
∆xj +

i�ε
2m

K(xj)
)2

− iε
�
VT (xj)

]
, (5.44)

��,

VT (xj)=V (xj) + ∆Vs(xj)(
∆xj +

i�ε
2m

K(xj)
)2

≡
(
∆xa

j +
i�ε
2m

Ka(xj)
)
gab(xj)

(
∆xb

j +
i�ε
2m

Kb(xj)
)
, (5.45)

��
�

〈xb | exp
{
− i

�
HS(p̂, x̂)(tb − tb)

}
| xa〉

=
(
g(xb)
g(xa)

) 1
4

lim
N→∞

( m

2πi�ε

)ND
2

∫ N−1∏
1

dDxj

√
g(xj)

× exp

{
i
�

N∑
1

[
m

2ε

(
∆xb

j +
i�ε
2m

Kb(xj)
)2

− εVT (xj)

]}
. (5.46)
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5.3 ����������

�������, �������	����, �������������

������������� ����������������,�����

'�����������, ��
�������������

�����'��������

H =
1

2m
p2 + V (y), (5.47)

������ y = y(x), x �������, ���������

ds2 = (dy)2 = gab(x)dxadxb, gab(x) =
∂y(x)
∂xa

· ∂y(x)
∂xb

. (5.48)

�����'��������������, ��)�����

〈yn, tn|yn−1, tn−1〉 =
( m

2πi�ε

)D
2

exp
{

i
�

m

2ε
(yn − yn−1)2 − iε

�
V (yn)

}
. (5.49)

������ (�� Q-P �) �����, �
	����������, �

yi
n−1 = y(xn −∆xn−1)i

= yi
n − ei

µ∆xµ +
1
2
ei
µ,υ∆xµ∆xυ − 1

3!
ei
µ,υλ∆xµ∆xυ∆xλ + · · · ,

��,

ei
µ =

∂yi

∂xµ
, ei

µ,υ =
∂

∂xυ
ei
µ.

���, ��
����� n, ��

(yn − yn−1)2

=
(
ei
µ∆xµ − 1

2
ei
µ,υ∆xµ∆xυ +

1
6
ei
µ,υλ∆xµ∆xυ∆xλ + · · ·

)2

=∆xµ∆xυgµυ(x) −∆xµ∆xυ∆xλei
µei

υ,λ +

+∆xµ∆xυ∆xλ∆xκ

(
1
3
ei
µei

υ,λ,κ +
1
4
ei
µ,υei

λ,κ

)
+ · · · , (5.50)
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��,

〈yb, tb | ya, ta〉

= lim
N→∞

( m

2πi�ε

)ND
2

∫ N−1∏
1

dDyj

× exp

{
i
�

N∑
1

[m
2ε

(yn − yn−1)2 − εV (yn)
]}

= lim
N→∞

( m

2πi�ε

)ND
2

∫ N∏
1

dDxj

√
g(xj)

× exp

{
i
�

N−1∑
1

[
m

2ε

(
∆xn +

i�ε
2m

K(xn)
)2

− ε(V (xn) + ∆Vs(xn))

]}
, (5.51)

��,

Ka(x) = gab
,b − gabΓb,

∆Vs(x) =
�

2

2m
(gab

,a Γb + gabΓa,b) =
�

2

2m
∂a(gabΓb). (5.52)

���� (5.50) ���� (5.51)����� (5.50)�
�	�����

−ei
µei

υ,λ = −Γλνµ, (5.53)

	�����

1
3
ei
µei

υ,λk =
1
3
gµτ [∂k(eτ

i ei
υ,λ − eiσei

υ,λei
σejτ

,k )]

=
1
3
gµτ (∂kΓ τ

λν + Γσ
λνΓ τ

kσ), (5.54)

	�����
1
4
eiµ,νei

λ,k =
1
4
eσ
i ei

µ,νejσej
λ,k =

1
4
Γσ

µνΓλkσ ,

�� (5.50) �����

(∆y)2 =(∆x)2 − Γλνµ∆xλ∆xν∆xµ

+
[
1
3
gµτ (∂µΓ τ

λν + Γσ
λνΓ τ

kσ) +
1
4
Γσ

µνΓλkσ

]
∆xµ∆xν∆xλ∆xk + · · ·

=(∆x)2 − Γλνµ∆xλ∆xν∆xµ +
(1

6
gµν,λk −

1
12

Γσ
µνΓλkσ

)

×∆xµ∆xν∆xλ∆xk + · · · . (5.55)

������� (5.51) �, 
	�
������ O(ε2), �
�����



5.4 ����������—— �
�������� · 157 ·

� d = 1 �����, �

y= y(x), dy = y′dx, gab = (y′)2 = g(x), (5.56)

∆y= y(x)− y(x−∆x) = y′∆x− 1
2
(y

′′
(∆x))2 +

1
6
y(3)(∆x)3, (5.57)

(∆y)2 =(y′)2(∆x)2 − y′y′′
(∆x)3 +

(
1
3
y′y(3) +

1
4
(y

′′
)2
)

(∆x)4, (5.58)

���

K=−3
y′′

(y′)2
, (5.59)

∆Vs =
�

2

2m

[
y′′′

(y′)3
− 3

(y′′)2

(y′)4

]
. (5.60)

5.4 ���������� —— �
��������

�
���� �������

K(xb, tb;xa, ta)=
∫xb

xa

Dx(t) exp
{

i
�

∫ tb

ta

dtL(x(t),
.
x(t), t)

}

=

[
det

(
i

2π�
∂2Scl

∂xj
b∂x

k
a

)] 1
2

exp
{

i
�
Scl(xb, tb;xa, ta)

}
(5.61)

������������, �[
Ĥ(x,−i�∇)− i�

∂

∂t

]
Ψ(x, t) = 0. (5.62)

����������

G(xb, tb;xa, ta) = Θ(tb − ta)K(xb, tb;xa, ta). (5.63)

������, Ĥ 
		��, �� Ψ(x, t) = ψ(x)e−
i
�

Et, 
�������

[Ĥ(x,−i�∇)− E]ψ(x) = 0. (5.64)

���, ��������� G(xb, xa;E) � G(xb, tb;xa, ta) ������

G(xb, xa;E)=
1
i�

∫∞

0

dtK(xb, t;xa, 0) exp
{

i
�
Et

}

=
1
i�

∫∞

0

dt〈xb | exp
{
− i

�
(Ĥ − E)t

}
| xa〉

=
1
i�

∫∞

0

dT
∫x(T )=xb

x(0)=xa

Dx(t) exp

{
i
�

∫T

0

dt
(m

2
.
x

2 − V (x) + E
)}

. (5.65)
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�������������

S(T ) =
∫T

0

dt
(m

2
.
x

2 − V (x)
)

(5.66)

������ E �	����

W (E) = S(T ) + ET =
∫T

0

dt
(m

2
.
x

2 − V (x) + E
)
. (5.67)

��
���������
� (promotor), ��

P (xb, xa;T )=K(xb, xa;T )e
i
�

ET

=
∫x(T )=xb

x(0)=xa

Dx(t) exp

{
i
�

∫T

0

dt
(m

2
.
x

2 − V (x) + E
)}

, (5.68)

	

P (xb, xa;T ) = 〈xb | exp
{
− i

�
(Ĥ − E)T

}
| xa〉. (5.69)

������������
�������

G(xb, xa;E) =
1
i�

∫∞

0

dtP (xb, xa; t) = 〈xb | (E − Ĥ)−1 | xa〉. (5.70)

���� �
����, ���������� (new dimension)	���

����������	��, ��
����������������,

�����������
�, �

G(xb, xa;E) =
∫∞

0

dsP (xb, xa; s),

��,

P (xb, xa; s) = P (xb, xa; t)
dt
ds
.

�����
��������
������

������������������������

K(xb, tb;xa, ta) =
∫∞

−∞

dE
2π�
G(xb, xa;E) exp

{
− i

�
E(tb − ta)

}
, (5.71)

��
����, ���������������������, E →
E + i0+.
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�����������

G(xb, xa;E)=
1
i�

∫∞

0

ds exp
{

i
�
Es

}
〈xb | exp

{
− i

�
Ĥs

}
| xa〉

=
1
i�

∫∞

0

ds〈xb | exp
{
− is

�
(Ĥ − E − i0+)

}
| xa〉

= 〈xb | 1
E − Ĥ + i0+

| xa〉 ≡ 〈xb | R̂ | xa〉

=
∑

n

1
E − En + i0+

ψn(xb)ψ∗
n(xa). (5.72)

����� (5.72) �������	���
, ���
������
��

���

(5.72) �����

R̂ =
1

E − Ĥ + i0+

��������� (resolvent) ��, �����������, �������

� R̂ ���

R̂ =
1

E − Ĥ + i0+
= f̂r

1

f̂l(E − Ĥ + i0+)f̂r

f̂l, (5.73)

��, f̂l, f̂r ��� x̂, p̂ �����, ��������, �������, ���

������, ��

G(xb, xa;E)

=fr(xb)fl(xa)〈xb | 1

f̂l(x̂)(E − Ĥ + i0+)f̂r(x̂)
| xa〉

=
1
i�
fr(xb)fl(xa)

∫∞

0

ds〈xb | exp
{
− is

�
f̂l(x̂)(Ĥ − E − i0+)f̂r(x̂)

}
| xa〉. (5.74)

������������������� fl � fr, 
����� (����

���� auxiliary Hamiltion)

−ĤE = f̂l(x̂)(E − Ĥ + i0+)f̂r(x̂) (5.75)

������������

G(xb, xa;E)=
1
i�

∫∞

sa

ds〈xb | ûE(sb − sa) | xa〉,

��

ûE(s)≡ f̂r(x̂) exp
{
− is

�
f̂l(x̂)(Ĥ − Ê)f̂r(x̂)

}
f̂l(x̂)

= f̂r(x̂) exp
{
− is

�
ĤE

}
f̂l(x̂). (5.76)
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������������ ĤE ���, � ûE(s) �����, ���� (pseudo-

time) �����

���������� ĤE �)������, � s ���� N ���,

〈xj | exp
{
− i

�
εĤE

}
| xj−1〉= 〈xj | exp

{
i
�
εfl(x̂)(E − Ĥ + i0+)fr(x̂)

}
| xj−1〉

=×
∫

dDp

(2π�)D
exp

{
i
�

[p∆xj + εfl(x̂j)

×(E −H(p, xj))fr(xj−1)]

}
, (5.77)

��,

∆xj = xj − xj−1, ε =
s

N
.

��, ���������������

〈xb | exp
{
− i

�
sHE

}
| xa〉

= lim
N→∞

∫ N−1∏
1

dDxj

N∏
1

dDps

(2π�)D

× exp

{
i
�

N∑
1

[
pj∆xj + εf̂l(x̂j)(E −H(pj , xj))f̂r(xj−1)

]}

= lim
N→∞

∫ N−1∏
1

dxj

N∏
1

(
m

2πi�εfl(xj)fr(xj−1)

)D
2

× exp

{
i
�

N∑
1

[
m

2fl(xj)fr(xj−1)
(xj − xj−1)2

ε

+εfl(xj)(E − V (xj))fr(xj−1)

]}
. (5.78)

�������, �����
������. ���������� K(xb, tb;

xa, ta) 	�������� G(xb, xa;E), ��������. ��������


�������G(xb, xa;E) =
∫∞

0

dsP (xb, xa; s). ��������, ������

����������
�, �����
�������������


�����
��, ����������������
��������
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5.5 ���������, ��������

����������������!�, ��������	������

&�–����, ����������” ���

������ ������ me,mp ,	��� M =
memp

me +mp
,&�&#�

e, ������

H =
p2

2M
− e2

r
. (5.79)

������������������

K(xb, tb;xa, ta) =
∫
D3x(t) exp

{
i
�

∫ ta

tb

dt(p
.
x−H)

}
. (5.80)


������, ��������, ���)�����������, �

�����, �����������, �������� s����	����

���

fl(x)fr(x) ≡ f(x) = r, (5.81)


������ HE ���
��, ��
���� s 	)���������

���

fl(x) = f(x)1−λ, fr(x) = f(x)λ, (5.82)

����				���
������ λ �
�������� λ ���

������������

�����
��

〈xb|ûE(s)|xa〉= rλ
b r

(1−λ)
a

∫
D3x(s)

∫
D3p(s)
(2π�)3

× exp
{

i
�

∫s

0

ds
[
pẋ− r(1−λ)(H − E)rλ

]}

≈ rλ
b r

1−λ
a

∫ N−1∏
1

d3xj

N∏
1

d3p

(2π�)3

× exp

{
i
�

N∑
1

[
pj∆xj − εr1−λ

j rλ
j−1

(
p2

j

2m
− E

)
+ εe2

]}
. (5.83)

���, ���	�����������	���
(rj−1

rj

)λ

, ��			
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	���� 1�(5.83) �������, 


〈xb | ûE(s) | xa〉

=
rλ
b r

1−λ
a√

(2πiε�r(1−λ)
b rλ

a/M)D

∫ N−1∏
1

dDxj√
(2πiε�rj−1/M)D

exp
{

i
�
AE

}
, (5.84)

��,

AE = Nεe2 +
N∑
1

[
M

2
(∆xj)2

εr1−λ
j rλ

j−1

+ εrjE

]
. (5.85)

���				�� r1−λ
j rλ

j−1 → rj , � (5.85) ������

AE = e2S +
∫S

0

ds
(
M

2r
.
x

2 + E · r
)
. (5.86)


	, ������� [rp2] � [r−1], �������� [r+1] �
, ������

������������� [p2] = [r−2], ������� [r2] � �
����

���������� r → u2,���������,��������
�

���

�� “���” ����� “��” ����
����

���������������, ����!� x,u ���������

!������ u =
√
x, � x1 + ix2 = (u1 + iu2)2

x1 =u2
1 − u2

2,

x2 =2u1u2.

r=
√
x2

1 + x2
2 = u2

1 + u2
2

�������(
x1

x2

)
= A(u)

(
u1

u2

)
=

(
u1 −u2

u2 u1

)(
u1

u2

)

�� (
dx1

dx2

)
=

(
2u1 −2u2

2u2 2u1

)(
du1

du2

)
= 2A(u)

(
du1

du2

)
. (5.87)

��������

ds2 =dx2
1 + dx2

2 = 4(u2
1 + u2

2)(du
2
1 + du2

2),

gab =4(u2
1 + u2

2)

(
1 0

0 1

)
,
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�

g = det(gab) = [4(u2
1 + u2

2)]
2 = 16(x2

1 + x2
2) = 16r2 . (5.88)

���,�� (5.87)������ →���������������� (


	 f(x) = r), �

AE = e2S +
∫S

0

ds
(

4M
2

.
u

2 + Eu2

)

= e2S +
∫S

0

ds
µ

2
(

.
u

2 − ω2u2), (5.89)

��,

µ = 4M, ω =

√−E
2M

.

(5.89) ���, ����������������������, ������

��, 
������������������

����������, �����	�
���, ��

〈xb | ûE(s) | xa〉 =
1
4

exp
{

ie2S
�

}
[〈ubs | ua0〉+ 〈−ubs | ua0〉], (5.90)

��,

〈ubs | ua0〉 = µω

2πi� sinωs
exp

{
i
�

mω

sinωs
[(u2

a + u2
b) cosωs− 2ubua]

}
, (5.91)

�

G(xb,xa;E) =
∫∞

0

ds
1
4
[〈ubs | ua0〉+ 〈−ubs | ua0〉] exp

{
ie2S

�

}
. (5.92)

�������������
������������� (5.92)�
�


	 5.1



· 164 · 	 5 � �����������,����

������������
��
. ������� x = x1 + ix2, � xa � xb

������� U �
�
���. �	 5.1(a)�	 5.1(b)����� C1 �� xa

��� xb, rb = u2
b ; �� C2 �� xa �	��� xb. rb = (−ub)2.

5.6 �����, ����

�������� ���������, ��������������

�������������, ��������� . ���������

����

K (xb, xa, T ) =
∫x(T )=xb

x(0)=xa

D3x
D3p

(2π�)3
exp

{
i
�

∫T

0

dt
(
p
·
x− p2

2m
+
e2

r

)}
. (5.93)

�������, �����������������, �

s (t) =
∫ t dτ
r (τ)

,
ds
dt

=
1
r (t)

,

������������

K (xb, xa, T )

=
∫xb

xa

D3x
D3p

(2π�)3
exp

{
i
�

∫sb

0

ds
(
p (s)x′ (s)− r (s)

p2 (s)
2m

+ e2
)}

, (5.94)

��, �� ′ ≡ d
ds
�����
	, (5.94) �
� s (t) ��*����� �	

�, 
 T =
∫sb

0

dsr (s)�������� δ ������	��

K (xb, xa, T )=
∫∞

0

dsbδ

(
T −

∫ sb

0

dsr (s)
)

exp
{

i
�
e2sb

}

×rb
∫xb

xa

D3x
D3p

(2π�)3
exp

{
i
�

∫sb

0

ds
(
px′ − rp2

2m

)}

=
∫∞

0

dsb

∫∞

−∞

dE
2π�

exp
{
− i

�
E

(
T −

∫ sb

0

dsr (s)
)}

exp
{

i
�
e2sb

}

×rb
∫xb

xa

D3x
D3p

(2π�)3
exp

{
i
�

∫sb

0

ds
(
px′ − rp2

2m

)}

=
∫∞

−∞

dE
2π�

exp
{
− i

�
ET

}
G (xb, xa;E) , (5.95)

� Duru I H, Kleinert H. 1979. Phys.Lett.B, 84 (2): 185.
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��, ����

G (xb, xa, E)=
∫∞

0

dsb exp
{

i
�
e2sb

}
rb

∫xb

xa

D3x
D3p

(2π�)3

× exp
{

i
�

∫sb

0

ds
(
px′ − rp2

2m
+ Er

)}

≡
∫∞

0

dτ exp
{

i
�
e2τ

}
P (xb, xa, τ) , (5.96)

��
���������

P (xb, xa, τ) = rb

∫xb

xa

D3x
D3p

(2π�)3
exp

{
i
�

∫τ

0

ds
(
px′ − rp2

2m
+ Er

)}
. (5.97)

K-S �� ���� K-S �� (Kustaanheimo-Stiefel ) ��������

������� 5.5 �, �����������,����������,�

������ “����� ”��, ��

xi = z̄σiz, r = z̄z, (5.98)

��, σi ��������(5.98) �����

z =

(
z1

z2

)
, z̄ =

(
z∗1 z∗2

)
, (5.99)

��,

z1 =u1 + iu2 =
√
r cos

θ

2
e−

i
2 (ϕ+γ), (5.100)

z2 =u3 + iu4 =
√
r sin

θ

2
e

i
2 (ϕ−γ). (5.101)

��, r�θ�ϕ ������, ��, ���	�� γ (0 � γ < 4π)

�����������, ����	������� u ���

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

x1

x2

x3

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

u3 u4 u1 u2

u4 −u3 −u2 u1

u1 u2 −u3 −u4

u2 −u1 u4 −u3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

u1

u2

u3

u4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , (5.102)

�

xi =
∑

j

Aijuj, r = u2
1 + u2

2 + u2
3 + u2

4 ≡ u2. (5.103)
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��

dx = 2A (u) du. (5.104)


	, �� x4 = 0, � dx4 �= 0, ��

dx4 = 2 (u2du1 − u1du2 + u4du3 − u3du4) = r (cos θdϕ+ dγ) , (5.105)

��	�����
����������������� AKin �

AKin =
N∑
1

M

2
(xn − xn−1)

2

εr1−λ
n rλ

n−1

. (5.106)

�����
� ��
� ((5.97) �) ������, 
�������

N∏
1

⎡
⎣∫∞

−∞

d
(
∆x4

)
n−1√

(2πi�) εr1−λ
n rλ

n−1/M

⎤
⎦ exp

{
i
�

N∑
1

M

2

(
∆x4

n

)2
εr1−λ

n rλ
n−1

}
= 1, (5.107)

��������������
����,��
	��������� N−1

�, ��
�	���������	��� x4
0, �


P (xb, xa, τ) =
1(

2πi�ε
M

)2

∫∞

−∞

dx4
a

ra

N∏
1

[
d4∆xn(
2πi�εr2n
M

)2

]
exp

{
i
�

(AE +Af )
}
,

(5.108)

��

AE =
N∑
1

[
M

2
(∆xn)2

εr1−λ
n rλ

n−1

+ εr1−λ
n rλ

n−1E

]
. (5.109)

� (5.108)��� Af �$������

(
rb
ra

)3λ−2

=
N∏
1

(
rn
rn−1

)3λ−2

(5.110)

�
, ����

i
�
Af = 3λ

N∑
1

ln
(
u2

n

u2
n−1

)
. (5.111)

�����, 	 λ = 0, 


P (xb, xa, τ) =
1
16

∫∞

−∞

dx4
a

ra
K (ub,ua, τ) , (5.112)
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�

K (ub,ua, τ)

=
∫ub

ua

D4u (s) exp
{

i
�

∫τ

0

ds
µ

2

(
u

′2 − ω2u2
)}

=
( µω

2πi� sinωτ

)2

exp
{

i
�

µω

2 sinωτ
[(
u2

b + u2
a

)
cosωτ − 2ubua

]}
, (5.113)

��,

µ = 4M, ω =

√
− E

2M
.


� (5.112)��� dx4
a ������ γa ���, 


G (xb, xa, E) =
∫∞

0

dτ exp
{

i
�
e2τ

}
1
16

∫4π

0

dγaK (ub,ua, τ) . (5.114)

������������	��
����������	������

��, ����������

G(xb, xa;E) =
1
4π

∞∑
l=0

(2l + 1)Pl(cos γ)Gl(rb, ra;E),

���������

Gl(rb, ra;E)

=
2mω

�
√
rbra

∫∞

0

dτ
sinωτ

exp
{

4ie2τ
�
− mω

2i�
(rb + ra) cot(ωτ)

}
I2l+1

(
mω
√
rbra

i� sinωτ

)

=
1
rbra

√
m

−2E
1

(2l+ 1)!
Γ
(

1 + l +
ie2

�

√
m

2E

)
Wν,l+ 1

2

(√
−8mE

�2
max(rb, ra)

)

×Mν,l+ 1
2

(√
−8mE

�2
min(rb, ra)

)
, ν =

e2

�

√−m
2E

,

Wν,l+ 1
2
(z),Mν,l+ 1

2
(z) ���� (Whittaker) ���. � Γ ���	�
�

1 + l +
ie2

�

√
m

2E
= −nr = 0,−1,−2, · · ·

�
�	��


En = − me4

2�2n2
, n = nr + l + 1 = 1, 2, 3, · · · .

� Chaichian M, Demichev A. 2001. Path Integral in Physics. Institate of Physics Publishing

Bristol and Philadelphia.

� ��, ���. 2000. ������. �����	����, 331.
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��������
�����
, �����������������

������

� � 5

1. 
����� Weyl � (����
�)

∆LB =− 1√
g
∂a(

√
ggab∂b)

=
1

8m
[gabpapb + 2pag

abpb + papbg
ab] + ∆VW (x),

��, ∆VW =
�

2

8m
(gabΓd

acΓ
c
bd + R), R ����.

2. 
����� Q-P � (���)(����
�)

H=− 1√
g
∂a(

√
ggab∂b)

=
1

2m
(gabp̂ap̂b − i�Kap̂a) + ∆Vs(x),

��, Ka(x) = gab
,b − gabΓb, ∆Vs =

�
2

2m
∂a(gabΓb), ��������� H =

p2

2m
+ V (y) �

�, ������ y = y(x), ���
�


K = −3
y′′

(y′)2
, ∆Vs =

�
2

2m

(
y′′′

(y′)3
− 3

(y′′)2

(y′)4

)
.



�6� ���������

6.1 ���������

���������������������������. �����

���������������������, ��������������

���. ��, ���� 1834 ������������������, ����

���������, ��������������. �����������

��. ��������, ����������� (��) �����, ����

�������. ���������	��
���������, �����

��������, ��������.

������ �����������������������, �

L = L
(
qi(t), q̇i(t), t

)
, (6.1)

�������

S[q(t)] =
∫

dtL
(
qi (t) , q̇i (t) , t

)
. (6.2)

���������, ��������–������, �

δS

δqi (t)
=

∫
dτ
[

∂L

∂qi (τ)
δ (t− τ) +

∂L

∂q̇i (τ)
d
dτ
δ (t− τ)

]

=
∂L

∂qi
− d

dt
∂L

∂q̇i
= 0 (6.3)

�

d
dt
∂L

∂q̇i
=

∂2L

∂q̇i∂q̇j
q̈j +

∂2L

∂q̇i∂qj
q̇j +

∂2L

∂q̇i∂t
=
∂L

∂qi
. (6.4)

�

pi =
∂L

∂q̇i
(6.5)

�� qi �������, �

det
(

∂2L

∂q̇i∂q̇j

)
�= 0, (6.6)
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���

(
∂2L

∂q̇i∂q̇j

)
���,����������, ��, � (6.4)�������

��� q̈i , �� (6.5) ���������

q̇i(t) = q̇i (p(t), q(t), t) . (6.7)

��, �	������������������

H =
∑

i

piq̇
i − L = H (p(t), q(t), t) . (6.8)

����

δH = δ
(
piq̇

i − L) = q̇iδpi − ∂L

∂qi
δqi = δH (p, q, t) ,

������	��	��, �������� H (p, q, t) � q̇ ��.

���������� 	���� ((6.8) �) ������
�����

���, �

���� (q, q̇) ��� (p, q)

�
 ρ : �� TM −→ ��� T ∗M

��� (6.6) �����, ��

det
(

∂2L

∂q̇i∂q̇j

)
= 0 (6.9)

�, �������������, ��������. ���
 ρ ����
,

ρ (TM) ⊂ T ∗M,

����� T ∗M(��� {q, p}) �������
ϕa (q, p) = 0, a = 1, · · · , r. (6.10)

�����, ������������. ������, ������ 2n�

��� {q, p} ��������, � r ���������������� (��

������).

��������� �	�� (primary) ������� (6.5) ����.


�, �����, �

L = −mc2
√
ẋµ (t) ẋµ (t), (6.11)

������

pµ =
∂L

∂ẋµ
= − mc2ẋµ√

ẋµẋµ
,
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�� pµp
µ = m2c4. ��������������, �����	��, �	�

����

(1) 
�����. 
������������, � p0 =
√
m2c4 + p2, ��

������	�����	.

(2) �����������. ��� ϕa = 0 ���� (	���, ��
�

������), ��	����
����

HT = H + λaϕa, (6.12)

��, λa ���	����� (������). 
������ f (p, q) ����

��

ḟ (p, q) = {f,HT }PB = {f,H}PB + λa {f, ϕa}PB . (6.13)

���
��������������� {ϕa}�����������
�������; ������������.

�
, �� (6.10)�	������
����, ��������

{ϕa, HT }PB = {ϕa, H}PB + λb {ϕa, ϕb}PB . (6.14)

����������

(1) (6.14) ��	��, ����.

(2) 
 {ϕa, HT }PB = φ (p, q) ������, ���	�� (secondary). �	

�� (6.10) �������� (6.5) ����, �������
����
. �

	�� φ (p, q) = 0 ��������.

(3) ����������� λa.

�	��		���� (6.14) �, �������, 

��������

�����, �������	
������� (������) ����	

��.

����� ���	���������
�, �����������,

����. ������, �����
�����������, ��		

�����������	� {ϕi} �	, ������	� {θi} �	. ����

��������		������

{ϕi, ϕj}PB = {ϕi, θj}PB ≈ 0, (6.15)

��������	�, ��
������������

{θi, θj}PB = τij i, j = 1, 2, · · · , N, (6.16)
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������� (τij) ������. ���� (τij) ���, �����	���


���, � (cij) �����.

�������	, ���� �������	, ������ {, }D, �

�

{A,B}D = {A,B}PB − {A, θi}PB c
ij {θj , B}PB . (6.17)

���� (��
	)�

(1) �������������	����

{A,B}D = −{B,A}D ,

{AB,C}D = A {B,C}D + {A,C}D B,

{A, {B,C}D}D + {B, {C,A}D}D + {C, {A,B}D}D = 0. (6.18)

(2)�����������,��������������	��, �

������, ��������, �

{θK , A}D = {θK , A}PB − cij {θK , θi}PB {θj , A}PB = 0. (6.19)


�, �
�����, ���������.

n ���������� ����
�, ���� n ���������

�.� n+ 1��� R
n+1 �� n���,�����
�����,	�
�

������,��
��
. � ρ� n�����,�� n+ 1����,���

������

L =
m

2
·
x

2 − λ

2
(
x2 − ρ2

)
, x =

(
x1, x2, · · · , xn+1

)
. (6.20)

�
�� λ 	���������, �����	�	� n + 2 ������

�, ����

p =
∂L

∂ẋ
= mẋ. (6.21)

����,

pλ =
∂L

∂λ̇
= 0

�������	��. �

φ1 = pλ, (6.22)

��������

H = p · ẋ+ pλ · λ̇− L =
p2

2m
+
λ

2
(
x2 − ρ2

)
. (6.23)

� Dirac P A M. 1964. Lectures on Quantum Mechanics. New York: Yeshiva University.



6.1 ��������� · 173 ·

�	���������
����

HT = H + αφ1, (6.24)

�� φ1 	������

{φ1, HT }PB = −1
2
(
x2 − ρ2

)
≈ 0, (6.25)

�����	��

φ2 = x2 − ρ2.

����������

{φ2, HT }PB =
2
m
x · p,

���	��

φ3 = x · p, (6.26)

����

{φ3, HT }PB =
p2

m
− λx2 = φ4, (6.27)

{φ4, HT }PB = −4
λ

m
p · x− αx2 = 0, (6.28)



������������� HT ����

α = −4
λ

m

p · x
x2

(6.29)

��. �� HT ���� α ���, ���	�����
���. ���

���, ��������, ���������

{φi, φj}PB =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 x2

0 0 2x2 4x · p
m

0 −2x2 0 2
(
λx2 +

p2

m

)

−x2 −4x · p
m

−2
(
λx2 +

p2

m

)
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (6.30)

���
���, ���

det {φi, φj}PB = 4
(
x2
)4 �= 0,

���	���������, �����������
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cij =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 −
λx2 +

p2

m
(x2)2

2x · P
m (x2)2

− 1
x2

λx2 +
p2

m
(x2)2

0 − 1
2x2

0

− 2x · p
m (x2)2

1
2x2

0 0

1
x2

0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(6.31)

	�
���.


��
�		 (6.17)�, ����
������������, �

{
xi, xj

}
D

= 0, {pi, pj}D =
pix

j − pjx
i

x2
,
{
xi, pj

}
D

= δij − xixj

x2
, (6.32)

��������

ẋ = {x,H}D =
p

m
, ṗ = {p,H}D = −λx, λ̇ = {λ,H}D = 0. (6.33)

�
��������.

������������ �������� τ = (τij) ������. �

������� R, ���
�� N ×N ����, ��� R × R ���
���, ���� R �������, �������. ������, ���

����	��������������, ������������	���

����. ����
��������	���
�	, ���	������

�	.

���
����, ��	�����

χa(x, p) = 0, a = R+ 1, · · · , N. (6.34)

��, �����	�������. �������, ��
	���� φi ��

�� χa. ������ (6.34)������� {φi}��������� {χa, φi}PB

���, ��������	�������.

������� (6.11)��


L = −mc2
√
ẋ2, ẋ2 =

(
dx0

dτ

)2

− 1
c2

(
dx
dτ

)2

, (6.35)

����

pµ =
∂L

∂ẋµ
= −mc2 ẋµ

√
ẋ2
. (6.36)
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��

det
(
∂pµ

∂ẋν

)
= det

[
−mc

2

√
ẋ2

(
δµ
ν −

ẋµẋν

ẋ2

)]
= 0 (6.37)

��, ����� ẋµ, ������� φ = 0�

φ = p2 −m2c4. (6.38)

����

H = pµẋµ − L = 0, (6.39)


����

HT = αφ. (6.40)


� φ �����

φ̇ = {φ, HT }PB = 0.

�	��, ������ α, 
� φ ������. �
, ��–������

d
dτ

(
ẋµ√
ẋ2

)
= 0

��� τ → f(τ) �����, ����� τ �����, �

dτ2 = dt2 − dx2

c2
,

�

ẋ2 = 1,

����

S = mc2
∫ √

ẋ2dτ

��� τ → f(τ) ���	��.

����� α, 	�� τ , �	 “���” ��

χ = x0 − τ, (6.41)

�

{χ, φ}PB = 2p0 = ±2
√
p2 +m2c4 �= 0. (6.42)

�� χ���
������� φ�������, 
�����, ����

���

p0 = H = c
√
p2 +m2c4.

�����


ẋk = {xk, p0}D = {xk, H}p =
pk

H
, (6.43)

ṗk = {pk, p0}D = {pk, H}p = 0. (6.44)
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6.2 ������������

����������, �����
��������������

{A,B}D → 1
i�

[A,B], (6.45)

�������, ���	��������
�����. ���������

��������������, 
���������	�����	��,


� Faddeev-Senjanovic�����������.

��������� ���������

Λa(q, p) ≈ 0 (a = 1, · · · ,m)

�������, 
����� m �	���, ������

Ωa(q, p) = 0 (a = 1, · · · ,m)

����������������������. ������

det({Λa,Ωb}) �= 0. (6.46)

�� q, p ��� 2n ���� Γ 2n �, ����������

Λa(q, p) = 0 Ωa(q, p) = 0 (a = 1, · · · ,m) (6.47)

���������� 2(n−m) ���� Γ 2(n−m), ���� Γ 2n ������

�

q = (Ωa , q∗) = (Ω1, · · · ,Ωm, q∗1, · · · , q∗n−m), (6.48)

p = (pa, p∗) = (p1, · · · , pm, p
∗
1, · · · , p∗n−m), (6.49)

�� (6.46) �

det({Λa,Ωb}) = det
(
∂Λa

∂pb

)
�= 0. (6.50)

��, ����� Λa(q, p) = 0 ��� pa = pa (q∗, p∗).

����� q∗, p∗ �����, �������

H∗(q∗, p∗) = H(q, p) |Λ=0,Ω=0,

� 1. Faddeev L D. 1970. Theor. Math. Phys., (1): 1∼13;

2. Senjanovic P. 1996. Ann. Phys., (100): 227∼261.
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��
����

HT = H + λaΛa (6.51)

���������

q̇i =
∂H

∂pi
+ λa ∂Λa

∂pi
,

ṗi = −∂H
∂qi
− λa ∂Λa

∂qi
, (6.52)

�����

Λa(q, p) = 0, Ωa(q, p) = 0. (6.53)

��	������,�������
��� λa,����� q∗, p∗ �����

��

q̇∗j =
∂H∗

∂p∗j
,

ṗ∗j = −∂H
∗

∂q∗j
. (6.54)

������� �������
������ q∗, p∗ ���, ����

��������	�

Z[0]=tr 〈xbtb|xata〉

=
∫

Dq∗(t)
Dp∗(t)

(2π�)n−m
exp
{

i
�

∫ tb

ta

dt[p∗i q̇
∗i − H∗(q∗, p∗)]

}
. (6.55)

�������	���������� q∗, p∗, ����� δ ���	����

�������������
	, 
 (6.55) ���������� Γ 2n ���

���������. ��

m∏

a=1

δ(qa)δ[pa − pa(q∗, p∗)] =
m∏

a=1

δ(Ωa)δ(Λa) det
∣∣{Λa,Ωb}∣∣ , (6.56)

�∫∏
dqj dpj

2π
dλa

2π

∏
a=1

δ(Ωa) det({Λ,Ω}) exp
{

i
�

∫ tb

ta

dt[pj q̇
j −H(q, p)− λaΛa(q, p)]

}

=
∫∏

dqj dpj

2π

∏
a

δ(Λa)δ(Ωa) det({Λ,Ω}) exp
{

i
�

∫ tb

ta

dt[pj q̇
j − H(q, p)]

}
. (6.57)


 (6.55) ���

Z[0] =
∫

DpDq
∏
a

δ(Λa)δ(Ωa) det({Λ,Ω}) exp
{

i
�

∫ tb

ta

dt[piq̇
i − H(q, p)]

}
. (6.58)
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���������� {Λa}������ {θi}���,��������	�

	�

Z[0]=
∫

DqiDpi

m∏
a=1

δ(Λa)δ(Ωa)
2k∏
i=1

δ(θi) det({Λa,Ωb})[det({θi, θj})] 1
2

× exp
{

i
�

∫ tb

ta

dt[pj q̇
j − H(q, p)]

}
, (6.59)

�����������
�����������
, �������

θi → θ′i = Lijθj ,



{θi, θj}PB =

(
0 −I
I 0

)
≡ (Jij), (6.60)

��

{θi, θj}PBLi′iLj′j = Ji′j′ .

����	�

det({θi, θj}PB)(detL)2 = detJ = 1, (6.61)

���

(detL)−1 =
√
|det({θi, θj}PB)|. (6.62)

���� θ′ ≡ (p1, · · · , pµ; q1, · · · , qµ), �

∏
i

δ(θ′i) =
∏

i

δ(θi)|(detL)|−1 =
∏

i

δ(θi)(det({θi, θj}p)) 1
2 , (6.63)

� (6.59) ���.

6.3 S1 �������

���� �������
����	�, ��
����� S1 ����

�����. � 6.1�� n ������������ ((6.20)�) ��,����

���

L =
1
2
m(ẋ2 + ẏ2)− V

(
x

y

)
− z(x2 + y2 −R2), (6.64)

���

V

(
x

y

)
= V (cot θ)
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����� θ, � z ���������, �
�	��������, ���

����

px =
∂L

∂ẋ
= mẋ, py =

∂L

∂ẏ
= mẏ, (6.65)

�

pz =
∂L

∂ż
= 0.

�� pz ��	��, ��

φ1 = pz .

�������

H = pxẋ+ py ẏ + pz ż − L =
p2

2m
+ V

(
x

y

)
+ z(x2 + y2 −R2). (6.66)

�	�� φ1 	���	��

{φ1, H}PB = −(x2 + y2 −R2) ≈ 0, (6.67)

�����	��

φ2 = x2 + y2 −R2, (6.68)

�����	��

{φ2, H}PB =
2
m

(xpx + ypy), (6.69)

�

φ3 = xpx + ypy. (6.70)

��, �� φ3 		���	��, � HT = H + λ1φ1 + λ2φ2, �

{φ3, HT }PB =
1
m

(p2
x + p2

y)− 2(z + λ2)(x2 + y2)

≈ 1
m

(p2
x + p2

y)− 2(z + λ2)R2, (6.71)

� (6.71) ������������

λ2 =
1

2mR2
(p2

x + p2
y)− z,


�, 	�	���
���.

���	
 3 ���, ����������������

{φi, φj}PB =

⎛
⎜⎜⎝

0 0 0

0 0 2R2

0 −2R2 0

⎞
⎟⎟⎠ , (6.72)
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����, ������ φ2, φ3 ������, � φ1 = pz ������, 	�

�	����� z ������	, 
�����������
�����

	�

χ = z = 0. (6.73)


 χ �������

φ4 = z,

�����������������

{φi, φj}PB =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 −1

0 0 2R2 0

0 −2R2 0 0

1 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ = (τij),

���	�� √
|det τ | = 2R2, (6.74)


�����, ���	����� (6.73) ���	�����������

��.

S1 ����������� ����� S1 �������������

��. � (6.58) ��

Z[0] = lim
N→∞

∫ N∏
1

dxndyndzndpx
ndpy

ndpz
nδ(p

z
n)δ(zn)δ(x2

n + y2
n −R2)δ(xnpx

n + ynpy
n)

×
√
| det τ | exp

{
i
�

N∑
n=1

[ 3∑
i=1

pi
n(xi

n − xi
n−1)−

ε

2m
(px2

n + py2

n )

−εV
(
xn

yn

)
− εzn(x2

n + y2
n −R2)

]}
. (6.75)

�����

x = r cos θ, y = r sin θ,

px = p cosψ, py = p sinψ,

�
 zn, p
z
n ���

Z[0]= lim
N→∞

N∏
1

∫2π

0

dθn

∫∞

0

rndrn
∫2π

0

dψn

∫∞

0

pndpnδ(r2n −R2)

×δ(pnrn cos(θn − ψn))
√
|det τ |

× exp
{

i
�

N∑
n=1

[
pnrn(cos(θn − ψn)− cos(θn−1 − ψn))
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− ε

2m
p2

n − εV (θn)
]}
, (6.76)

��


δ(r2 −R2) =
1

2R
(δ(r −R) + δ(r +R)),

δ(pr cos(θ − ψ)) =
1
pr
δ
(
θ − ψ ± π

2

)
,

		 (6.76) �� (��
 δ(r −R) ��)

Z[0]= lim
N→∞

N∏
1

2R2

2R

∫ 2π

0

dθn

∫∞

0

dpn exp
{

i
�

N∑
n=1

[
− pnR cos(θn−1 − ψn)

− ε

2m
p2

n − εV (θn)
]}∣∣∣∣

ψn=θn± π
2

= lim
N→∞

N∏
1

∫2π

0

Rdθn

∫∞

−∞
dpn exp

{
i
�

N∑
n=1

[
− pnR sin(θn−1 − θn)

− ε

2m
p2

n − εV (θn)
]}
, (6.77)

�����

eiz sin θ =
∞∑

n=−∞
Jn(z)einθ, (6.78)


	���������, ���� pn ���, ���������
∫∞

−∞
dte−b2t2Jn(at) = (1 + (−1)n)

√
π

2b
In

2

(
a2

8b2

)
e

a2

8b2 , (6.79)

��,

In(x) ≈ ex

√
2πx

(
1− 4n2 − 1

8x
+O

(
1
x2

))
(� x �
�) (6.80)

���

Z[0]= lim
N→∞

N∏
i=1

(∫ 2π

0

dθi

∞∑
li=−∞

)
exp
{

i
�

N∑
k=1

[
lk�(θk − θk−1)

−ε (lk�)2

2mR2
− εV (θk−1)

]}
, (6.81)

� ���, ���. 2000. 
�����. ��: ��
����, 397.



· 182 · � 6 � ���������

∞∑
l=−∞

eil(θ−θ′)f(l)=
∞∑

l=−∞

∫∞

−∞
dpδ(p− l)eip(θ−θ′)f(p)

=
∫∞

−∞
dp

∫∞

−∞
dµ

∞∑
l=−∞

e2πiµ(p−l)eip(θ−θ′)f(p)

=
∫∞

−∞
dp

∫∞

−∞
dµ

∞∑
m=−∞

δ(µ−m)eip(θ−θ′+2πµ)f(p)

=
∞∑

m=−∞

∫∞

−∞
dpeip(θ−θ′+2πm)f(p),

�������

∞∑
l=−∞

eil(θ−θ́)f(l) =
∞∑

m=−∞

∫∞

−∞
dpeip(θ−θ́+2πm)f(p), (6.82)

������������
∞∑

n=−∞
e2πiµm =

∞∑
n=−∞

δ(µ− n), 
 (6.82) �		 (6.81)

���

Z[0]= lim
N→∞

N∏
j=1

⎛
⎝∫ 2π

0

dθj

∫∞

−∞
dpj

∞∑
mj=−∞

⎞
⎠

× exp

⎧⎨
⎩

i
�

N∑
j=1

[
pj(θj − θj−1 + 2πmj)− ε

p2
j

2mR2
− εV (θj−1)

]⎫⎬
⎭ , (6.83)

������	�������������.

�������, �

mj = nj − nj−1,

n0 = 0, n1 = m1, nj =
j∑

k=1

mj ,

��

θ′j = θj + 2πnj,

��

pj(θj − θj−1 + 2πmj) = pj(θ′j − θ′j−1)

� ∫2π

0

dθj =
∫2π(nj+1)

2njπ

dθ′j ,
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��, 
���� θ ���� (0, 2π) ��
� (−∞, +∞), �� S1 ���
�

����. 
�

Z[0]= lim
N→∞

[
N∏

j=1

∫∞

−∞

dpj

2π�

N−1∏
j=1

( ∞∑
nj=−∞

∫2π(nj+1)

2njπ

dθ′j

)]

× exp

⎧⎨
⎩

i
�

N∑
j=1

[
pj(θ′j − θ′j−1)− ε

p2
j

2mR2
− εV (θ′j−1)

]⎫⎬
⎭ , (6.84)

������	�

V (θj) ≈ V (θj + 2njπ) = V (θ′j),

���
 S1 �������������

Z[0] = lim
N→∞

( N∏
j=1

∫∞

−∞

dpj

2π�

)⎛
⎝ N∏

j=1

∫∞

−∞
dθ′j

⎞
⎠

× exp

⎧⎨
⎩

i
�

N∑
j=1

[
pj∆θ′j − ε

(
p2

j

2mR2
+ V (θ′j−1)

)]⎫⎬
⎭ . (6.85)

6.4 ������������ Aharonov-Bohm �	

S1 ������������, ��������� S1 �������.

��������, ���� S1 ��������������	�����

��������,�
�	������������������ (6.85)

�.

����������� �������� R �� S1 �������

����

L =
1
2
mR2θ̇2 − V (θ), V (θ + 2π) = V (θ), (6.86)

����

pθ =
∂L

∂θ̇
= mR2θ̇,

����

H = pθθ̇ − L =
p2

θ

2mR2
+ V (θ). (6.87)

��
 θ ������ 2π ����, ��
��� S1 ��� δ ���	�

δ(θ − θ′)=
1
2π

∑
n

ein(θ−θ′) =
∞∑

l=−∞
ϕl(θ)ϕ∗

l (θ
′)

=
∑

j

δ(θ − θ′ + 2πj), (6.88)
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��,

ϕl(θ) =
1√
2π

eilθ,

	�	� θ → θ+ 2π��. �	��	�����������
��,��

ϕl(θ) ���, ������

ϕl(θ)= 〈θ| l〉,
∞∑

l=−∞
|l〉 〈l| = I,

〈θ| θ′〉= δ(θ − θ′),
∫π
−π

dθ |θ〉 〈θ| = I, (6.89)

��, |θ〉 � θ̂ ����, �

θ̂ |θ〉 = θ |θ〉 ,
|l〉 � l̂ ����, �

l̂ |l〉 = �l |l〉 .
�
, �� ϕl(θ) � θ → θ + 2π ������, 
��� p 	� � ����.

��������������
��

〈ψf | e− i
�

ĤT |ψi〉 = lim
N−→∞

〈ψf |
(
I − i

�
ε

[
p̂2

2mR2
+ V (θ̂)

])N

|ψi〉 , ε =
T

N
(6.90)

�	��� (6.89) ��

〈ψf | exp
{
− i

�
ĤT

}
|ψi〉= lim

N→∞

N∏
j=1

(∫π
−π

dθj

) N∏
j=0

⎛
⎝ 1

2π

+∞∑
lj=−∞

⎞
⎠ψ∗

f (θN )

× exp

⎧⎨
⎩

i
�

N∑
j=1

[
�lj∆θj−ε

(
�

2l2j
2mR2

+V (θj)

)]⎫⎬
⎭ψi(θ0), (6.91)

��,

∆θj = θj − θj−1, 〈θ |ψ〉 = ψ(θ).

�������� (6.82) �, (6.91) ���	�

〈ψf | exp
{
− i

�
ĤT

}
|ψi〉

= lim
N→∞

N∏
j=0

(∫π
−π

dθj

) N∏
j=0

⎛
⎝∫∞

−∞

dpj

2π�

+∞∑
mj=−∞

⎞
⎠ψ∗

f (θN )ψi(θ0)

× exp

⎧⎨
⎩

i
�

N∑
j=1

[
pj(∆θj + 2πmj)− ε

(
p2

j

2mR2
+ V (θj)

)]⎫⎬
⎭ . (6.92)
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 (6.92) ����� θ �� (6.84) ������, �

〈ψf | exp
{
− i

�
ĤT

}
|ψi〉

= lim
N→∞

∫π
−π

dθN

∫π
−π

dθ0
+∞∑

n
N

=−∞
ψ∗

f (θN )ψi(θ0)
N−1∏
j=1

(∫∞

−∞

dpj

2π�

)

×
N∏

j=1

⎛
⎝ +∞∑

nj=−∞

∫2π(nj+1)

2njπ

dθ′j

⎞
⎠exp

⎧⎨
⎩

i
�

N∑
j=1

pj(∆θ′j +δjN2πn)−ε
(

p2
j

2mR2
+V (θ′j)

)⎫⎬
⎭

= lim
N→∞

∫π
−π

∫π
−π

dθNdθ0
+∞∑

n=−∞

N∏
j=1

(∫∞

−∞

dpj

2π�

)N−1∏
j=1

∫∞

−∞
dθjψ

∗
f (θN )ψi(θ0)

× exp
{

i
�
[pj(∆θj + δjN2πn)− εH(pj, θj)]

}
. (6.93)

(6.93) �� (6.85) ���, ��� (6.89) �����	�����������

�. ����

ψ∗
f (θN ) = δ (θN − θb) , ψi (θ0) = δ (θ0 − θa) , (6.94)

� (6.93) ���������������

K (θb,tb; θa,ta) =
∞∑

n=−∞
lim

N→∞

N∏
j=1

∫+∞

−∞

dpj

2π�

N−1∏
j=1

∫+∞

−∞
dθj

× exp

⎧⎨
⎩

i
�

N∑
j=1

[pj∆θj − εH (pj , θj)]

⎫⎬
⎭
∣∣∣∣
θN=θb+2πn

θ0=θa

=
∞∑

n=−∞
lim

n→∞

(
mR2

2π�iε

)N
2 N−1∏

j=1

∫+∞

−∞
dθj

× exp

⎧⎨
⎩

iε
�

N∑
j=1

[
mR2

2

(
∆θj

ε

)2

− V (θj)

]⎫⎬
⎭
∣∣∣∣
θN=θb+2πn

θ0=θa

≡
∞∑

n=−∞

∫θ(tb)=θb+2πn

θ(ta)=θa

Dθ (t) exp
{

i
�

∫ tb

ta

dtL(θ(t), θ̇(t))
}

≡
∞∑

n=−∞
K(n) (θb,tb; θa,ta) . (6.95)

(6.95) ������������
���, ������� θ (tb) = θb + 2πn, �

��� S1 �, θb − θa � θb − θa + 2πn ����. ����������	��



· 186 · � 6 � ���������

� n���, n ����. �� n������ S1 ����
���,�� S1 �

������.

Aharonov-Bohm �� ���� Aharonov-Bohm�	�,�������

�	�����������. ����, ������������	��

���

mẍ = e
(
Ė +

1
c
ẋ×B

)
. (6.96)

(6.96)������ E �� B ��������. 
���������

�, ����������

L(x, ẋ, t) =
1
2
mẋ2 +

e

c
ẋ ·A− eφ. (6.97)

��	��	�� A ��� φ

B = ∇×A, E = −1
c

∂A

∂t
−∇φ, (6.98)

����

pi =
∂L

∂ẋi
= mẋi +

e
c
Ai, (6.99)

����

H = p · ẋ− L =
1

2m

(
p− e

c
A
)2

+ qφ. (6.100)

�������������, � E,B �
����, ������

������ (6.96) ���� E � B. �����	���� E � B, ���

�����
����. �� E,B �� A, φ ���, � (6.98) �, ��

������	, ���������������, �

A→ A′ =A+ ∇f (x, t) ,

φ→ φ′ =φ− 1
c

∂f

∂t
, (6.101)

�����

∇×A = ∇×A′ = B,

−1
c

∂A

∂t
−∇φ = −1

c

∂A′

∂t
−∇φ′ = E.

��������, �����, � A, φ �������, ���������

�, �������, ��	������������. ����	����

��	.

� Aharonov Y, Bohm B. 1959. Phys. Rev., (115): 485.
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���������
�
�����, ������� (6.100) ���, �

������

i�
∂

∂t
ψ =

[
1

2m

(
p− e

c
A
)2

+ eφ

]
ψ (x, t) . (6.102)

����, �����		�����	, ������ ((6.101)�) �, ����

����

ψ → ψ′ = ψ exp
{

ie
�c
f

}
(6.103)

�, ��������������

i�
∂

∂t
ψ′ =

[
1

2m

(
p− e

c
A′
)2

+ eφ′
]
ψ′, (6.104)

�����, �������
�������	�������. ��
��

������	������, �
	, 
������������	, �

A, φ ��������	, ��	����	, �����	��������

	������� A, φ ��, �����������, �	��?

1959 � Aharonov � Bohm ������	, ������ ( 6.1)����

��
�����	������ E, ���������� B = ∇ ×A ,

���������
��, ���� A, ��������������

L =
1
2
mẋ2 +

e

c
ẋ ·A− eV (x) , (6.105)

H =
1

2m

(
p− e

c
A
)2

+ eV (x) . (6.106)

 6.1
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��������
 V (x) ��
, ��������	�
.

��������������. 
� Weyl ��

∆xj = xj − xj−1, x̄j =
1
2
(xj + xj−1),

�

K (xb, tb;xa, ta)

= lim
n−→∞

∫+∞

−∞

N−1∏
1

d3xj

N∏
1

d3pj

2π�
exp

{
i
�

N∑
1

[pj∆xj − εH (pj , xj)]

}

= lim
n−→∞

( m

2π�iε

) 3N
2

∫+∞

−∞

N−1∏
1

d3xj exp

⎧⎨
⎩

i
�

N∑
j=1

[m
2ε

∆x2
j − εeV (xj) +

e

c
∆xjA (xj)

]⎫⎬
⎭

≡
∫
Dx (t) exp

{
i
�

∫ tb

ta

dtL0 +
i
�

∫xb

xa

dxA (x)
}
, (6.107)

��, L0 ��������. �
���� S1 ��������, �	���

x = (z, r, θ) ; 0 < r <∞, 0 � θ < 2π,

��������

x(n) = (z, r, θn) , θn = θ + 2πn, n = 0,±1, · · · ,
�����������������

K (xb, tb;xa, ta) = eiα(θb−θa)
∞∑

n=−∞
ei2πnαK

(n)
0

(
x

(n)
b , tb;xa, ta

)
, (6.108)

��,

α =
e

2π�c

∮
Adx,

��, K(n)
0 ��� 0 �	���� K(n). � α ����,������
��, �

�, �� A ���	�����.

� � 6

1. ����� {θi}, � {θi, θj}PB = τij , det τ �= 0, ��	����� (6.17) �, ���

�����������, ��� (6.19) �.

2. �� 2k ��������, ���������������	�

Z(0) =tr〈xb, ta|xa, ta〉

=

∫
DqiDpi

2k∏
i=1

δ(θi)[det({θi, θj})] 1
2 e

i
�

∫tb
ta

dt[pj q̇j−H(p,q)].
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7.1 �����, ���������

1926 �, �����	������������	���������.

20�� 60�	,����
�����,����	�������������

��������������.���	����
�	�, 
�, ����

�	����, ���	������	����, 
�	����������

��. �����	�
�����, ����������������.

����� ���������������

H =
p2

2m
+
m

2
ω2q2. (7.1)

������,���������	��
���������������

�����, �

[q̂, p̂] = i�. (7.2)

��
������������	���������������

b̂ =
√
mω

2�

(
q̂ + i

p̂

mω

)
,

b̂+ =
√
mω

2�

(
q̂ − i

p̂

mω

)
, (7.3)

���������

[b̂, b̂+] = 1. (7.4)

������������� (7.1) ���	�

Ĥ =
(
b̂+b̂+

1
2

)
�ω, (7.5)

��

[Ĥ, b̂+] = b̂+, [Ĥ, b̂] = −b̂, (7.6)

� b̂+ � b̂ ��	�
 ±1 �����, b̂+ ������, b̂ ������.


�����������	

Ĥ |n〉 = En |n〉 =
(
n+

1
2

)
�ω |n〉 , n = 0, 1, 2, · · · . (7.7)
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��
���������

|b̂|n〉|2 = 〈n|b̂+b̂|n〉 � 0, (7.8)

������������,�����.�����������
�,�� |0〉,
�	��

b̂|0〉 = 0, Ĥ|0〉 = 1
2

�ω|0〉. (7.9)

�
� |0〉 ��, ��	��� b̂+, �������. ���� b̂+ ���

���� 1, �
� |0〉 ���, ������� |n〉 	��, ��

|n〉 = 1√
n!
b̂+n|0〉. (7.10)

|n〉 	������� N̂ = b̂+b̂ ����, �

N̂ |n〉 = n|n〉, n � 0. (7.11)

���� (7.4) �� (7.10) ���

b̂|n〉=√n|n− 1〉,
b̂+|n〉=√n+ 1|n+ 1〉. (7.12)

����� {|n〉} �����������	���

〈n|m〉 = δmn,
∞∑

n=0

|n〉〈n| = I, (7.13)

�������� (Fock ��) �
 . Fock ��
��� |ψ〉 (〈ψ|ψ〉 = 1) ��


 ��, �

|ψ〉 =
∞∑

n=0

cn|n〉 =
∞∑

n=0

cn
1√
n!

(b̂+)n |0〉 , cn = 〈n|ψ〉. (7.14)

����� ������� Fock ��������	. 
�����
�, ������

D̂(z) = ezb̂+−z∗b̂,


������� |0〉, �

|z〉 = ezb̂+−z∗b̂ |0〉 = e−
|z|2
2 ezb̂+e−z∗b̂ |0〉 = e−

|z|2
2

∞∑
n=0

zn

√
n!
|n〉 . (7.15)
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(7.15) ������, ������������.

���� D̂(z) ����� b̂, b̂+ ����

[b̂, D̂(z)] = zD̂(z), D̂+(z)b̂D̂(z) = b̂ + z, (7.16)

[b̂+, D̂(z)] = z∗D̂(z), D̂+(z)b̂+D̂(z) = b̂+ + z∗.

���	���� {|z〉} 	���	�, �

(1) ��� |z〉 ����� b̂ ����, �

b̂ |z〉 = b̂D̂(z)|0〉 = [b̂, D̂(z)]|0〉 = zD̂(z)|0〉 = z |z〉 . (7.17)

�� b̂ ���, ����� z 	���, � Fock ��������.

(2) ��� |z〉 �����������. �������������, �

∆x∆p � �

2
,

∆x = (〈x2〉 − 〈x〉2) 1
2 , ∆p = (〈p2〉 − 〈p〉2) 1

2 , (7.18)

���� |z〉 ���� (7.18) �����	����. ���, ��

〈z|b̂|z〉 = z, 〈z|b̂+|z〉 = z∗, (7.19)

���

〈x〉=
√

�

2mω
〈z|b̂+ + b̂|z〉 =

√
�

2mω
(z∗ + z),

〈p〉=i

√
m�ω

2
〈z|b̂+ − b̂|z〉 = i

√
m�ω

2
(z∗ − z),

〈x2〉= �

2mω
[1 + (z∗ + z)2],

〈p2〉= m�ω

2
[1− (z∗ − z)2].

��, �������������

〈(∆x)2〉 ≡ 〈x2〉 − 〈x〉2 =
�

2mω
,

〈(∆p)2〉 ≡ 〈p2〉 − 〈p〉2 =
m�ω

2
,

���

〈(∆x)2〉〈(∆p)2〉 = �
2

4
.
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��, ����	������	����.

(3) ����� {|z〉} 	�	��

���	 〈z|w〉 = e−
|z|2+|w|2

2 +z∗w, |〈z|w〉|2 = e−|z−w|2 .


�	

∫
d2z

π
|z〉 〈z| = I.

(7.20)

����������

d2z = dxdy = rdrdθ, z = x+ iy = reiθ,

��

∫
d2z

π
|z〉 〈z| =

∫
rdrdθ
π

e−r2∑
n,n′

rn+n′
eiθ(n−n′)
√
n!n′!

|n〉 〈n′| =
∑

n

|n〉 〈n| = I,

����
���

∫2π

0

dθei(n−n′)θ = 2πδn,n′,

∫∞

0

dre−rrn = n!. (7.21)


�, ��
���
����� |ψ〉 �������, �������.

|ψ〉 =
∫

d2z

π
|z〉〈z|ψ〉. (7.22)

��, ������������������. 
�,

Ĥ(p, q) =: eb̂+ ∂
∂z∗ +b̂ ∂

∂z : (z|Ĥ(p, q)|z)|z=z∗=0,

��,

〈z|ψ〉 = e−
1
2 |z|2

∑
n

z∗n

√
n!
〈n|ψ〉 = e−

1
2 |z|2f(z∗). (7.23)

�� |〈n|ψ〉| � 1, f(z∗) ���� z∗ ����, ������ (����� z

�
 z∗ ���). ��
������ |ψ〉 �������� f(z∗) ��. ��

������
	��, ���! z∗ ����	� {zk} ���, ����	�

���, ���������. 
������� z ������ {|z〉} �

��, ������	��, �

|z〉 =
∫

d2ξ

π
|ξ〉〈ξ|z〉, (7.24)

��,

〈ξ|z〉 = 〈0|D+(ξ)D(z)|0〉 = e−
1
2 (|z|2+|ξ|2)+z∗ξ
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�����, �

|〈ξ|z〉|2 = e−|z−ξ|2 (7.25)

����, 
�����������������. ����� {|z〉} �
�

	����
	�������
�.

������, ����� {|z〉} 
�, 	����� {|zn〉} �����
�. ������ zk ��� z ����������. �

zk = zmn = mω1 + nω2, (7.26)

��, m,n �
���, ω1 � ω2 �	��, Im(ω̄2ω1) �= 0. ������
���

��� S, �����

� �� S < π, ��� {|zmn〉} 
��
� �� S > π, ��� {|zmn〉} ���
� �� S = π, ��� {|zmn〉} �, �������, ������,

�������, ���.

��,�
� z �������� (x, p)�	,���� π� z �,����

�� 2π� ������� (Planck)��. ��
���, �����, �� Planck

�������������.

� S = π, ���������������, ���"������� |0〉,
�������� {|zmn〉}, �
��� |0〉 �
�� {|zmn〉} ��, ����

{|zmn〉} ������	��.

Bargmann �� ����������, ����� ψ(x) = 〈x|ψ〉(�
Ψ(p) = 〈p|Ψ〉)����,��	�����. �����, f(z∗)����. 
�

������������ Bargmann��,����������������

�, �����	��. 
 (7.23) ������
���
�����, ���

�������
����� Bargmann ��.

����� �� Bargmann���,�����������
�,���

�� (reduced coherent state) ���� (��	�	)

|z) = ezb̂+ |0〉 =
∞∑

n=0

zn

√
n!
|n〉 , (7.27)

�� (7.15) ������
�. ��

[b̂, (b̂+)n] = n(b̂+)n−1 ≡ d(b̂+)n

d(b̂+)
,
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�

b̂ |z) = b̂ezb̂+ |0〉 = [b̂, ezb̂+ ] |0〉 = zezb̂+ |0〉 = z |z) , (7.28)

� |z) ����� b̂ ����� z ����, � |z = 0) = |0〉 � Fock ����

�. �������� {|z)} ������	�
�	

(z|w) = ez∗w,∫
dµ(z) |z) (z| = I, dµ(z) = e−|z|2 d2z

π
.

(7.29)

Fock ���
��� |ψ〉 (� (7.14)�) 
����� ((7.27) �) ��
�

(z|ψ〉 =
∞∑

n=0

cn
z∗n

√
n!

=
∞∑

n=0

cnfn(z∗) = ψ(z∗). (7.30)

�� ψ(z∗) � z∗ ����, 
�� Bargmann ���, Fock ����� |ψ〉 ��
�����	. 
�

〈ψ|ψ〉 = 1 =
∞∑

n=0

|cn|2 ,

��

|cn| � 1.

��� ∞∑
n=0

|cn|√
n!
|z|n �

∞∑
n=0

1√
n!
|z|n <∞,

�


ψ(z∗) ���, ∀z ∈ C.
��, �

��������
, ��
 Fock ����
��� ψ(z) ���

�������� ψ(z∗)(� (7.30)�). ��� ψ(z∗)���������� |ψ〉�
�	, ����� |ψ〉 ����	.

��������������������

(z|n〉= z∗n

√
n!
≡ fn(z∗),

〈m|z)=
zm

√
m!
≡ fm(z) (7.31)

�����, ����� (7.29) �, ����������
∫

dµ(z)fm(z)fn(z∗) = δmn. (7.32)
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�, ��
��� Bargmann �	, ������� (space of entire function)

������
�

fn(z∗) =
1√
n!

(z∗)n, n = 0, 1, 2, 3, · · · . (7.33)

��
�

( fm, fn) =
∫

dµ(z)fm(z)fn(z∗) = δmn, (7.34)

��, ����

dµ(z) = e−|z|2 d2z

π
= e−|z|2 dx ∧ dy

π
= e−|z|2 dz∗ ∧ dz

2πi
. (7.35)

��, �
�������� Fock ��� Bargmann ����
�������

� Fock ����
��� |ψ〉, �����������.

����� (Symbol) ��������������
	. � Fock ��

�
��� Â(b̂, b̂+) ��	�

Â =
∞∑

m,n

|m〉Amn 〈n| , Amn = 〈m| Â |n〉 . (7.36)

� Bargmann ���, �

(z| Â |z′) =
∞∑

m,n=0

(z|m〉 〈m| Â |n〉 〈n |z′) =
∞∑

m,n=0

fm(z∗)Amnfn(z′) ≡ A(z∗, z′).

(7.37)

A(z∗, z) 	��� Â = Â(b̂, b̂+) ��� Bargmann ����� ψ(z∗) �����,

���� Â ��� (symbol). ��� Bargmann���� ψ(z∗) ���� A 	�
����
�	�
�, �����
	.

(b̂+ψ)(z∗) ≡ (z| b̂+ |ψ〉 = z∗ψ(z∗) =
d

dz∗
ψ(z∗), (7.38)

��

(Âψ)(z∗) = (z| Â(b̂, b̂+) |ψ〉 =
∫

dµ(z′)A(z∗, z′)ψ(z′∗), (7.39)

�����������������, �� Moyal * �, �

(ÂB̂)(z∗, z′) = (z| ÂB̂ |z′〉 =
∫

dµ(w)A(z∗, w)B(ω∗, z′) ≡ (A ∗ B)(z∗, z′). (7.40)

�
�� Â�������,�
�� Â(b̂, b̂+)���������,����

����

ÂN =
∞∑

k,l=0

cklb̂
+k b̂l,
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	���	��	�������

AN (z∗, z′) =
∞∑

k,l=0

cklz
∗kz

′l,

���������

A(z∗, z′) = (z| Â |z′) =
∞∑

k,l=0

cklz
∗kzl (z| z′) = ez∗z′AN (z∗, z′). (7.41)

�� Â ���� —— �, ��	�

trÂ =
∫

dµ(z)(z|Â|z). (7.42)

���������� ��������. ����������, ��


������������	. ��������������	, ������

������, ������, �����������, 
�����. ���

���������, ���	��
�, ��������. ��������

�, 
���������
������������	, ������

�#�������, ����������. 
��!, ����	����

�����, �#�������
����, ��	�����������

��
��������������	���������. ��������

����, �����������, ���������	 Hilbert����

	���,����������. �
,����������,��	����


�
�������, 
��
�����������.

����	���������, �������
��� (7.29) ��

K(xb, tb;xa, ta)=H 〈xbtb|xata〉H = 〈xb| Û(tb, ta) |xa〉
=

∫
dµ(zb)

∫
dµ(za) 〈xb| zb)U(z∗b , za; tb, ta) (za|xa〉, (7.43)

��, ��
���

Û(tb, ta) = e−
i
�

Ĥtbe
i
�

Ĥta , (7.44)

�
����������

U(z∗b , za; tb, ta)=(zb|Û(tb, ta)|za)

=
(
zb

∣∣∣∣
N−1∏
k=0

Û(tk+1, tk)
∣∣∣∣za

)

=
N−1∏
j=1

∫
dµ(zj)

N−1∏
k=0

U(z∗k+1, zk; tk+1, tk), (7.45)
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��, $������

Û(tk+1, tk) = 1− i
�
εĤ(b̂+, b̂, tk) +O(ε2).

�������, �������

UN (z∗k+1, zk; tk+1, tk)=1− i
�
εH(z∗k+1, zk; tk) +O(ε2)

=exp
{
− i

�
εH(z∗k+1, zk; tk)

}
+O(ε2) (7.46)


�, $���������

U(z∗k+1, zk; tk+1, tk) = exp
[
z∗k+1zk − i

�
εH(z∗k+1, zk; tk)

]
+O(ε2). (7.47)

		 (7.45) �, ��
�������������

U(z∗b , za; tb, ta) = lim
N→∞

ε→0

N−1∏
j=1

∫
c

dzjdz∗j
2πi

exp
{
−

N−1∑
k=1

|zk|2 +
N−1∑
k=0

z∗k+1zk

− i
�

N−1∑
k=0

εH(z∗k+1, zk; tk)
}
. (7.48)

	�	�, ����������, ������������ z(t) � z∗(t),

��	��������

z0 = z(ta) = za, z∗N = z∗(tb) = z∗b , (7.49)

��, ���������������� z(tb) = zb, z∗(ta) = z∗a �	���.


� (7.48) ��	����������

−
N−1∑
k=1

|zk|2 +
N−1∑
k=1

z∗kzk−1 + z∗NzN−1 = z∗NzN−1 − ε
N−1∑
k=1

z∗k
zk − zk−1

ε
, (7.50)

��, �����
 (7.48) ��������������

U(z∗b , za; tb, ta)=
∫z∗(tb)=z∗

b

z(ta)=za

Dz(t)Dz∗(t)

× exp
{
z∗b z(tb) +

i
�

∫ tb

ta

dt [i�z∗ż −H(z∗, z, t)]
}
. (7.51)
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���	 ��
����
, �����������������.


������������	�

Ĥ(b̂+, b̂, t) = �ω

(
b̂+b̂+

1
2

)
− �J(t)(b̂+ + b̂). (7.52)

��, �������, ���������������

U(z∗b , za; tb, ta)=exp
{
−i
ω

2
(tb − ta)

} ∫z∗(tb)=z∗
b

z(ta)=za

Dz(t)Dz∗(t)

× exp
{
z∗b z(tb) +

i
�
R[z∗, z]

}
, (7.53)

��,

R[z∗, z] = i�
∫ tb

ta

[z∗(ż + iωz − iJ)− iJz]dt. (7.54)

����
������

U(z∗b , za; tb, ta) = exp
{
−i
ω

2
(tb − ta)

}
exp
{
z∗b zcl(tb) +

i
�
R[z∗, zcl]

}
, (7.55)

�� zcl ����������

δR[z∗, zcl]
δz∗(t)

= i�(żcl + iωzcl − iJ) = 0. (7.56)

(7.56) ������� z(ta) = za ���

zcl(t) = e−iω(t−ta)za + i
∫ t

ta

e−iω(t−s)J(s)ds, (7.57)

�� (7.55) �	���
���

z∗b zcl(tb) +
i
�
R[z∗, zcl]= z∗b zcl(tb) + i

∫ tb

ta

dtJ(t)zcl(t)

= z∗b e−iω(tb−ta)za + iz∗b

∫ tb

ta

e−iω(tb−s)J(s)ds

+iza

∫ tb

ta

e−iω(s−ta)J(s)ds

−
∫ tb

ta

dt
∫ tb

ta

dsJ(t)e−iω(t−s)J(s)Θ(t− s), (7.58)
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(7.58) ����������
∫ tb

ta

dt
∫ tb

ta

dsJ(t)e−iω(t−s)J(s)Θ(t− s)

=
1
2

∫ tb

ta

dt
∫ tb

ta

dsJ(t)[e−iω(t−s)Θ(t− s) + e−iω(s−t)Θ(s− t)]J(s)

= iω
∫ tb

ta

dt
∫ tb

ta

dsJ(t)GF (t− s)J(s), (7.59)

��, ���������

GF (t) ≡ 1
2iω

[e−iωtΘ(t) + eiωtΘ(−t)] =
exp{−iω |t|}

2iω
(7.60)

��

−
(
∂2

∂t2
+ ω2

)
GF (t− s) = δ(t− s). (7.61)

������ (���	) �

GF (t) =
∫+∞

−∞

dω′

2π
exp{−iω′t}
ω′2 − ω2 + iε

. (7.62)


�����
� (2.56) ���.

7.2 SU(2) ���������

�����������������������, ���������

����������.

�������� SO(3) � SU(2)����������� (non-Abel)

��, ��	�,�������
����
�,���������. SU(2)�

�� 3 ���, ���� {Ĵa, a = 1, 2, 3 � x, y, z} ��

[Ĵa, Ĵb] = iεabcĴc. (7.63)

�

Ĵ± = Ĵx ± iĴy, (7.64)

�������	�

[Ĵz , Ĵ±] = ±Ĵ±, [Ĵ+, Ĵ−] = 2Ĵz, (7.65)

Casimir ���
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Ĵ2 =
1
2
(Ĵ+Ĵ− + Ĵ−Ĵ+) + Ĵ2

z = Ĵ+Ĵ− + Ĵz(Ĵz − 1). (7.66)

���	��, SU(2) ��
�������	 T j(g) ������ j ��,

�	��� 2j + 1 ���, �� (Ĵ2, Ĵz) ������ |j, µ〉 ���	 T j(g) ��

	��
 , �

Ĵz|j, µ〉 = µ|j, µ〉, Ĵ2|j, µ〉 = j(j + 1)|j, µ〉. (7.67)

���

{|j, µ〉}, −j � µ � j,

�� SU(2)� (2j + 1)�����	��
�� Hj �
 , � Ĵ± �����

���, �

Ĵ+|j, µ〉=
√

(j + µ+ 1)(j − µ)|j, µ+ 1〉, (7.68)

Ĵ−|j, µ〉=
√

(j − µ+ 1)(j + µ)|j, µ− 1〉,
�

Ĵ−|j,−j〉 = 0,

�

|j, µ〉 =
(

(j − µ)!
(j + µ)!(2j)!

)
(Ĵ+)j+µ|j,−j〉. (7.69)

SU(2) ��� � |ψ0〉 ∈ Hj � (2j+ 1)��	 Hj �����,�
�

�� T j(θb) ������ SU(2) ���

|n〉 = T j(θb)|ψ0〉, T j(θb) = eiθb·J , 0 � θ < π.

��, T j(θb) �������� S2 = SU(2)/U(1) ��
��, � 7.1 �	.

� 7.1 ���	���

 7.1
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Dj(n) = T j(θb) = eξĴ+−ξ̄Ĵ− (7.70)

��

Dj(n1)Dj(n2) = Dj(nz) exp{iA(n1,n2,nz)Jz}, (7.71)

��, A(n1,n2,nz) ��� S2 �� (n1,n2,nz) �%����������.

����� ���, ��
��� |j, µ〉 ����� |ψ0〉, ������
���. ��� µ = ±j ��� (�) ��, Casimir�� Ĵ2 ��� 〈∆J2〉��, �

� |j,±j〉 ����������������. ���� |ψ0〉 = |j,−j〉 ���

�, ������. ������

|n〉 = T (θb)|j,−j〉 = T (z+)T (h)T (z−)|j,−j〉 = eiϕNT (z+)|j,−j〉,

��, N ����
�. ��������� (��
�����
�)

|ξ〉 = N |ξ),

��, |ξ) ������, �

|ξ)=T (z+)|j,−j〉 = eξĴ+ |j,−j〉

=
∑

µ

(
(2j)!

(j + µ)!(j − µ)!

) 1
2

ξj+µ|j, µ〉, (7.72)

��

N = (1 + |ξ|2)−j .


�, �

|ξ〉=
j∑

µ=−j

uµ(ξ)|j, µ〉,

uµ(ξ)=
(

(2j)!
(j + µ)!(j − µ)!

) 1
2

(1 + |ξ|2)−jξj+µ. (7.73)

�����
��, ��

ξ = − tan
θ

2
e−iϕ,

���	���

|ξ(θ, ϕ)〉=
j∑

µ=−j

uµ(θ, ϕ)|j, µ〉,

uµ(ξ)=
(

(2j)!
(j + µ)!(j − µ)!

) 1
2
(
− sin

θ

2

)j+µ (
cos

θ

2

)j−µ

e−i(j+µ)ϕ

=dj
µ,−j(θ)e

−i(j+µ)ϕ. (7.74)
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��, dj
µ,−j =

(
(2j)!

(j + µ)!(j − µ)!

) 1
2
(
− sin

θ

2

)j+µ (
cos

θ

2

)j−µ
�. ���
����

|ξ〉 ����������, �������.

���, �� Ĵz|j,−j〉 = −j|j,−j〉 , �

D(n)ĴzD(n)−1 = n · J = Ĵr, (7.75)

Ĵr|ξ〉 = −j|ξ〉.
	������� |ξ〉 ����
��������Ĵ− ����, 
�� (7.73)

���

Ĵ−|ξ〉 = ξ(j − Ĵz)|ξ〉, (7.76)

Ĵ+|ξ〉 = ξ−1(j + Ĵz)|ξ〉. (7.77)

��������, � S2 ��� ξ = ξ(θ, ϕ) �������


Ĵr =n · J = sin θ cosϕĴx + sin θ sinϕĴy + cos θĴz,

=
1
2

sin θ
(
eiϕĴ+ + eiϕĴ−

)
− sin θĴz ,

eθ =
1
2

cos θ
(
eiϕĴ+ + eiϕĴ−

)
− sin θĴz,

eϕ =
1
2i

(
eiϕĴ+ − eiϕĴ−

)
. (7.78)

� {Jr, eθ, eϕ} �� S2 �������, {eθ, eϕ} ������ ℵ(S2) ��


, �

eθ, eϕ ∈ ℵ(S2), Jr � ℵ(S2). (7.79)

���, � {eθ, eϕ} ��� (�
�����������)

e± = eθ ± ieϕ = cos2
θ

2
e∓iϕJ± − sin2 θ

2
e±iϕJ∓ − sin θJz, (7.80)

��

e−|ξ〉 = 0, (7.81)

���� |ξ〉 ������
�.

��� |ξ〉 ���
�� Hj � (2j + 1) �����, ��
�����

���

� ���. 2006. ������. ���	����, 119.
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∫
dµj(ξ)|ξ〉〈ξ| = 1, dµj(ξ) =

2j + 1
π

d2ξ

(1 + |ξ|2)2 , (7.82)

〈ξ|η〉 =
(1 + ξ̄η)2j

(1 + |ξ|2)j(1 + |η|2)j
. (7.83)

����������������
���
 . ��
���� SU(2)

����	, ������
���� {Ĵ±, Ĵz} ��, 	�
����

{e±, Jr} �� (������ Cartan ���������).

�����������, �

Jr|ξ〉=−j|ξ〉,
e−|ξ〉=0. (7.84)

��� |ξ〉 	� Casimir �� J 	���������, ��

(Ĵ− + 2ξĴz − ξ2Ĵ+)|ξ〉 = 0,

〈∆J〉 = 〈Ĵ2〉 − (〈Ĵ+〉〈Ĵ−〉+ 〈Ĵz〉2) = j.

7.3 ���
�����
� Berry �

���������, �
�����������������
����;

������������. 
����, �����, 	���
����

����	, ���������, ���
������. ���������

��–	��� (Born-Oppenheimer) �
�
�����. 1984 � Berry ��

�����	,��
���
����������
�,��
�
����.

���������.

����������� ��������

H =
P 2

2M
+

p2

2m
+ V (R, r), (7.85)

��, P ,R ���� (����������), � p, r �
�� (�������

��).���–	����
, 	���������������, �
����

���, 	��
��������������

h(p, r;R) =
p2

2m
+ V (R, r),

h(p, r;R)|n,R〉 = εn(R)|n,R〉. (7.86)

� R �������, R = R(t), �� h(R(t)) ≡ h(p, r;R(t)) �
� R(t) ��

�� t, �����	�, ���������, 	��������
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i�
∂

∂t
|Ψ(t)〉 = h(R(t))|Ψ(t)〉. (7.87)

���, ���
��, ���� R(t) ���������, �� h(R(t)) �

���� (instantaneous eigenstate), �

h(R(t))|n,R(t)〉 = εn(R(t))|n,R(t)〉, (7.88)

��������� {|n,R(t)〉} ����, ���

〈n,R(t)|m,R(t)〉 = δmn. (7.89)


 (7.87) ��������� {|n,R(t)〉} ��

|Ψ(t)〉 =
∑

n

Cn(t)e
− i

�

∫ t

0
dsεn(R(s))|n,R(t)〉, (7.90)

�	� (7.87) �, ��� (7.89) ���

Ċm(t) = −
∑

n

Cn(t)e
i
�

∫
t

0
ds(εm(R(s))−εn(R(s)))〈m,R(t)| ∂

∂t
|n,R(t)〉. (7.91)

�
, 
 (7.88) ��� t ��, �� (� m �= n)

〈m,R(t)| ∂
∂t
|n,R(t)〉 = −

〈m,R(t)|∂h
∂t
|n,R(t)〉

εm(R(t))− εn(R(t))
. (7.92)

�������(���
)���� R(t)�����,��� T ��
, T∆E �
� �, �

1
|R(t)|

∣∣∣∣dR(t)
dt

∣∣∣∣� 1
�
|εm(R(t))− εn(R(t))| (7.93)

� ∣∣∣∣〈m,R(t)| d
dt
|n,R(t)〉

∣∣∣∣� 1
�
|εm(R(t))− εn(R(t))| , (7.94)

��
��������� |n,R(t)〉, �� (7.91) ���	�

Ċm(t) = −Cm(t)〈m,R(t)| ∂
∂t
|m,R(t)〉, (7.95)

����

Cm(t) = Cm(0)e
−

∫ t

0
ds〈m,R(s)| ∂

∂s |m,R(s)〉
. (7.96)

� Messiah A. 1972. Quantum Mechanics. Amsterdam: North-Holland Publishing Company,

740.
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�� |m,R(t)〉 ������, 
 (7.89) ��� t ����

Re
{
〈m,R(t)| ∂

∂t
|m,R(t)〉

}
= 0, (7.97)


�

Cm(t) = Cm(0)eiγm(t), (7.98)

γm(t) = i
∫ t

0

ds〈m,R(s)| ∂
∂s
|m,R(s)〉,

�� γm(t) ���. ������
�, h ��������
���	�

|Ψ(t)〉 = eiγn(t)e
− i

�

∫ t

0
dsεn(R(t))|n,R(t)〉, (7.99)

��

γ̇n(t)= i〈n,R(t)| ∂
∂t
|n,R(t)〉

= Ṙ(t)i〈n,R(t)|∇R|n,R(t)〉. (7.100)

Berry � 1984 �������	 	���
�� γn(t) �����, �

���
�������. 1984� Berry	���
� γn(t)(Berry �) ����,

����������	�.

� R(t) ���� (R ��) ����� C ��, � t = T ��
�!�

��R(T ) = R(0), � Berry �

γn(C)=
∫T

0

dt
dR(t)

dt
〈n,R(t)|∇R|n,R(t)〉

=i
∮
C

dR〈n,R(t)|∇R|n,R(t)〉 ≡
∮
C

dRA(R), (7.101)

��, ��� R ����� C ��, t ��� C ���. (7.101) ������

	������

A(R) = i〈n,R(t)|∇R|n,R(t)〉. (7.102)

������
�
�	, ��� |n,R(t)〉 ��
���� (��������

�), �

|n,R(t)〉 → eiΘ(R)|n,R(t)〉, (7.103)

����������A(R) ��	��

∇ReiΘ(R)|n,R(t)〉 → i∇RΘ(R)eiΘ(R)|n,R(t)〉 + eiΘ(R)∇R|n,R(t)〉,
A(R)→ A(R)−∇RΘ(R),

� Berry M V. 1984. Proc. Roy. Soc. A, (392): 45.
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� Berry� γn(t) ������, �

γn(C) =
∮
C

dRA(R) =
∫
S

dS∇×A ≡
∫
S

dσ · B, (7.104)

��, S ��� C 
�����, ∂S = C.

Berry� γn(C) ���	��
���� C ������. ��������

� C ������
�� (7.94) �	���. ����	������ R′ �

��εm(R′) = εn(R′), ��
��
���
�� (7.94) �����, ����

� R ������, �� R′ �����������. Berry � γn(C) ���

������������
�� C ������.

�
, ������, ���� R(t) �������, ��������

|m,R(t)〉, ��� {|m,R(t)〉} ���,��������	�������
�

���. �
, �������
���, 	���������������

�. ��� |z〉 ����� z ���
�, ��� {|z〉} 
��, �������

I =
∫

dµ(z)|z〉〈z|.

������
�������� Casimir��	���������,��

���������. ����������������, ���������

������	����
� −
∫ tb

ta

dtz∗ż((7.51) �) � Berry�
�, ����

���� (
�) ������
�, ���
���������
�, 	�

����������������. �� Berry�����������
��

�, ������������	�, ����������.

������ Berry � ���������
�� Berry ����.

��	������ S = (Sx, Sy, Sz), �������� (� z ��) ��

������
� Sz = ±�

2
. ������

µ = −g e

2mc
S.

����������������, ���������	�����. �

	� Sz = ±�

2
��������

α =

(
1

0

)
, β =

(
0

1

)
,

������

S =
�

2
σ,
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��, ���������

σx =

(
0 1

1 0

)
, σy =

(
0 −i

i 0

)
, σz =

(
1 0

0 −1

)
.

����
� B = (Bx, By, Bz) ���, ��������

H = −µσ ·B = −µ
(

Bz Bx − iBy

Bx + iBy −Bz

)
,

���������������

E± = ±µ
√
B2

x + B2
y +B2

z = ±µB.

�������
� B = B(t)����,
� B ������� (
� R

��) ���, ����	�������������.

����������������
���
 . ����� |ξ〉��
������

Jr|ξ〉 = −1
2
|ξ〉, e−|ξ〉 = 0.

�
� B(t) ������ z ����� θ ��, �� T =
2π
ω

, �

B(t) = (sin θ cosφ(t), sin θ sinφ(t), cos θ), φ(t) = ωt.

�

σ ·B =

(
cos θ sin θe−iφ

sin θeiφ cos θ

)
,

���������

|ξ〉 =

⎛
⎜⎝ cos

θ

2

sin
θ

2
eiφ(t)

⎞
⎟⎠ =

(
ξ1

ξ2

)
.

�� {|ξ〉} �������

〈η|ξ〉 = η∗i ξi

�
��, ��������
∫

d2ξ

2π
|ξ〉〈ξ| = I.
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�
 7.2 ���, ������������������	

U(z∗b , za; tb, ta) =
∫z∗(tb)=z∗

b

z(ta)=za

Dz(t)Dz∗(t)e
z∗

b z(tb)+
i
�

∫ tb

ta

dt[i�z∗ż−H(z∗,z;t)]
,

��, 	����
�

γ(T )=
∫T

0

dti z∗ż = i
∫T

0

dt
(

cos
θ

2
, sin

θ

2
e−iφ(t)

)

×
⎛
⎝ 0

iφ̇(t) sin
θ

2
eiφ(t)

⎞
⎠

=−1
2
(1− cos θ)

∫T

0

dt
dφ
dt
.

� T =
2π
ω
�, ���������� C, � Berry�

γ(C) = −1
2
(1− cos θ)2π = −1

2
Ω(C),

��

Ω(C) = 2π(1− cos θ)

��� B(t) ������������������, � 7.2.

����������,
���	����������� n1(t)� n2(t),

�����������, �	���� Berry �, ����� Berry ����

��
�. ����, �
����
����������, ��������

	���
������������

S[z(t)] =
∫ tb

ta

dt[i�z∗ż −H(z∗, z; t)].

������, � δS = 0 , ��������

d
dt
n = B × n,

�����������, �������, ��������
. ������

�����, ������� C ���������� ∆θc, � Hannay �, �

������� Berry�
����	.�

� Hannay J. 1985. J. Phys. A, (18): 221.
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7.4 �����������, ������

�	��	��������"������, ���–��	�, 

�	����������.

��������	�
����	���. �����������
�


�������
�. ������������������, �����

��������
��������, ����������������.

����������������	, ����	������, ���

�������������.

�����	��������
�
����	�. ���������

�
������, 
������������������, �	�
��

�����, �	��
������.

�����–��	, ��
��������. �����	�����

�����
��, 
� WKB ����
 (�� 3 �) ���
������


�. ���, �
���������������, ���������	�

��������, �������	������
���
���
�, "�

�������–��	. ���
��
����������������


, ������
�������� (leading order), ���������

������.

������ ��
��������������,��������

	��	 (hidden symmetry). ���������� DDG(dynamic degeneracy

group) ������ DSG(dynamic symmetric group) �������. �
�

������� (DG). ����
��������������. �����

���, #���	�� “ ˆ ” ��.

�
��������
, ��������	� O(3) �	, �����

L = r × p

�������

H =
p2

2m
− 1
r

�, �����	�

[H,L] = 0, [Li, Lj ] = iεijkLk. (7.105)

��������������	� O(3) �	. �����, ���

���	�	��	. ���, ���������� SO(4) �, ����� H
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����	�
���
, �� Runge-Leng ��

A = r × p+
r

r
,

����

[H,A] = 0. (7.106)

Runge-Leng �� A 	������, 
��
������, �����

O(3) ����, �������

[Ai, Lj] = iεijkAk, (7.107)

[Ai, Aj ] = −2iεijkHLk. (7.108)

���� {Li, Ai} �	������	�, �������� H ����, �

������	�.

� (7.108)�� H ��������� E(< 0) 	��, ��� {Li, Ai} ��
so(4) 	�, ����������������, ��� SO(4) ����	��,

������	� SO(4) �	. �� g ∈ SO(4), �

g−1Hg = H.

�
����	,g|ψ0〉 �= |ψ0〉, ��
�����, ���������
��

��������� (accident degeneracy).


����, Casimir ���������	�����, 1926 ���
�

��������	������� (� SO(4)�)� Casimir�� CO(4) ���,

�����	�����.

��������������	��
�� (intertwining operator),��

	��
�� (�
��������� {b̂i , b̂+i }). ������	����	�
�	� SGA(spectrum generating algelbra),�	��

�
����� DG.

������������� SO(4, 2), �
���
 4 �����. �����

	�, ���������� g ∈ DG,

g−1Hg �= H, g|ψ0〉 �= |ψ0〉.

�����
��������� {Aa} ��������, �� (
��

�� H �
) ����	�
���� {Ti} ���

H = H(Ti), Aa = Aa(Ti), [Ti, Tj ] = Ck
ijTk. (7.109)
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���� {Ti} ����	������������	�, �	��
���

�� (DG)

G =
{

exp
(

i
∑

j

αjTj

)}
, (7.110)

����������, ����
	��	�	��
. ��������


���� H �������	��, �������������	�� Hk �


�

H = ⊕
∑

dkHk,

��, dk �����	����.

��������������� �������
��	������

���	�
����
�.

	 1 ����� ��������

H =
1
2
(p2 + ω2x2) =

(
b̂+b̂ +

1
2

)
�ω, (7.111)

�������� m = 1,������������ {b̂i,b̂+i }�������,�

b̂ =
1√
2�ω

(ωx̂+ ip̂),

b̂+ =
1√
2�ω

(ωx̂− ip̂), (7.112)

����

[b̂, b̂+] = 1. (7.113)

�����������	�� Heisenbery–Weyl 	�, ��

h4 = {b̂, b̂+, I, n̂ = b̂+b̂},

���	�������� (7.113)���

[n̂, b̂+] = b̂+, [n̂, b̂] = −b̂, (7.114)

������. h4 � 2  4 ����	�, �	���
����� Fock

��, 
 � {|n〉, n = 0, 1, 2, · · · } ��, 	����� H �����

Ĥ |n〉 =
(
n+

1
2

)
�ω|n〉. (7.115)

Heisenbery–Weyl 	�	��
��� Heisenbery–Weyl � H4 ��������

���.
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	 2 ��� Ĵ ������ 
�������� SU(2), ���	��

{Ĵ+, Ĵ−, Ĵ0} ���
[Ĵ+, Ĵ−] = 2Ĵ0, [Ĵ0, Ĵ±] = ±Ĵ±. (7.116)

���������	� su(2), �	���
��� su(2) 	�� (2j + 1)

�����	��, �
 �

{|jm〉,m = −j,−j + 1, · · · , j} (7.117)

��,�� j ��
�������, ��� su(2)�	�� Casimir�� C2 ≡ J2

�����

Ĵ2|jm〉 = j(j + 1)|jm〉, Ĵ0|jm〉 = m|jm〉. (7.118)

����
1
2
���, su(2) 	�����	���������	, ���

� {Ŝ+, Ŝ−, Ŝ0} ��	�

Ŝ± =
1
2
(σ1 ± σ2), Ŝ0 =

1
2
σ3. (7.119)

������	� {Ŝ+, Ŝ−, Ŝ0} ���. ���� H �����
 , ��

��
����	��	���. 
�, �� B ����, � B � z ��, �

Ĥ = −µB · S = −µB · Ŝ0, (7.120)

�	� Em = −µBm.

�����������, �	���
��������	����, �

��������
�����	�.

	 3 ��� ��	�������������, ����	���

	� so(2, 1) � su(1, 1). ��� {Ki, i = 1, 2, 3} � 1 �����	� (��	

�, ���)

[K1,K2] = −iK3, [K2,K3] = iK1, [K3,K1] = iK2. (7.121)

��� Casimir ���

K2 = K2
3 −K2

1 −K2
2 , (7.122)

������� SU(1, 1), ����, ����	��		�����, 
�, �

�������	 D+(k) �
� {|k, n〉} �

|k, n〉 =
√

Γ (2k)
n!Γ (2k + n)

(K+)n|k, 0〉, (7.123)
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��

K2|k, n〉=k(k − 1)|k, n〉,
K3|k, n〉=(k + n)|k, n〉. (7.124)

������	 D+(k) ���� |ψ0〉 = |k, 0〉, K± = K1 ± iK2, K−|ψ0〉 = 0.

	 4 ��� ������
�����������	� {L,A}, �
���� (7.105)��(7.107)�� (7.108)���� so(4)	�. 	�����	�

��������	�

L=r × p, Li =
1
2
(a+σia+ b+σib), (7.125)

A=
1
2
rp2 − p(r · p)− 1

2
r. (7.126)

�������	��	� (���	�). ��� so(4)	���	���

�

K0 =
1
2
(rp2 + r) =

1
2
(a+a+ b+b + 2), (7.127)

K1 =
1
2
(rp2 − r) =

1
2
(a+σ2b

+ + aσ2b), (7.128)

K2 =r · p− i =
1
2
(a+σ2b

+ − aσ2b). (7.129)

�����	����������, ���� so(2, 1) �	�, ����

(7.121)�. �� ��������	�����, ������	���� 	

������

B =
1
2
rp2 − p(r · p) +

1
2
r, Bi = −1

2
(a+σiεb

+ − aεσib); (7.130)

�

M = rp, Mi = −1
2
(a+σ2εb

+ + aεσ2b); (7.131)

��,

ε =

(
0 1

−1 0

)
.

��, �� {L,A,K0,K1,K2,B,M} �����	� so(4, 2) , �� 3  15 ��

����	�. ���������� (��������) � {H,L2, L3}. �
�
����
� {|n, l,m〉} ��

K3|nlm〉=n|n, l,m〉, (7.132)

L2|nlm〉= l(l + 1)|n, l,m〉, (7.133)
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Lz|nlm〉=m|n, l,m〉, (7.134)

��, n = k + n′, k = l + 1, n′ ������, l �����, m �����. ��

���

H = − 1
2K2

3

.

������	� so(4, 2)�!	�������	��
�. �������

��� SO(4, 2).

������ ����������������������	��,

�������, ������������, �����������	���

���������. 7.1 ��	�, ������
� Fock �� (�����)

��, �����
������, ������	�������, ��


���������������. 
�����, ������������

��.

������������	�����	�, ��� l,���� n�,�

���� l � Casimir ��, �������	������, �� (n − l) ��
�	������$���. ���������������	��, ����

k =
1
2
(n − l) �$��������� |ψ0〉 ���. ���
 2 ������

{X+
i }, ����	�� su(2), ��� Casimir �� Ĵ2, ���$�� Ĵ+, ���

(2j + 1) �����	�
� {|jm〉} , ��

|j,m〉 =

√
(j −m)!

(j +m)!(2j)!
(Ĵ+)j+m|j,−j〉

��.

� 7.1 ��, �
������ Fock ����������������

�, ����������������

|z〉 = ezb̂+−z∗ b̂|0〉. (7.135)

��
�, �����	��$��� {X±
i }������ |ψ0〉�,���
�

�����

|z1 · · · zk〉 = exp

(
k∑

i=1

ziX+
i − zi∗Xi

)
|ψ0〉. (7.136)

���������������
���������
 . 
�, � G 	

�����, H ���� |ψ0〉 ��� G ��
����, ��������

����� G/H . �� G/H ����, �	��
�, ������–��	.
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����	��������
, 
������	������� (��

���) ��	��.

���������������������������, ������

���������, ������������������

S[z(t), z∗(t)] =
∫ t

0

dτ
{
〈Ω |i� ∂

∂τ
|Ω〉 −H(z(τ), z∗(τ))

}
, (7.137)

��, �������� Berry �
�, ��������, ���������

����, ��, �����������������.

����, � 3 ��������
, ���������
�������

�, �������	���������
�����. ����������

������
�������
, �
������������������

����
.

� � 7

1. �������	������	����,� 〈(∆x)2〉〈(∆p)2〉 = �
2

4
.

2. ��� Ĵ−|ξ〉 = ξ(j − Ĵz)|ξ〉, Ĵ+|ξ〉 = ξ−1(j + Ĵz)|ξ〉, ����������� |ξ〉 �
Casimir ��	���������, ����

(Ĵ− + 2ξĴz − ξ2Ĵ+)|ξ〉 = 0

〈∆J〉 = 〈Ĵ2〉 − (〈Ĵ+〉〈Ĵ−〉 + 〈Ĵz〉2) = j



�8� ������������,

�������

8.1 Grassmann �������, �����

�������	

� 7 �������� Fock ��������, ��������� Fock

�����.

Clifford �� ��������������, �����������

�. 
�, ������������ âj , â
+
j ��
���, ��
����

{âi, â
+
j } = δij , {âi, âj} = 0 = {â+

i , â
+
j }. (8.1)

�
���������� {âi, âj} ��� Clifford 	�����, ����

������	. �, �������, ���� â ����� â+ ��

{â, â+} = 1, {â, â} = 0 = {â+, â+}. (8.2)

����������	, ������

σx =

(
0 1

1 0

)
, σy =

(
0 −i

i 0

)
, σz =

(
1 0

0 −1

)
,

����

[σx,σy] = 2iσz, {σx,σy} = 0, (8.3)

��
����������	���	�

|0〉=
(

1

0

)
, |1〉 =

(
0

1

)
, (8.4)

���

σ+ =
1
2
(σx + iσy) =

(
0 1

0 0

)
, σ+ |1〉 = |0〉 , σ+ |0〉 = 0,

σ− =
1
2
(σx − iσy) =

(
0 0

1 0

)
, σ− |0〉 = |1〉 , σ− |1〉 = 0. (8.5)
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��, ���� â �� σ+ �	, ����� â+ �� σ− �	.

���������, ������������

â |ξ〉 = ξ |ξ〉 . (8.6)

���� ξ ����������, ����
���� Grassmann�

{ξ, ξ̄} = 0, ξ2 = (ξ̄)2 = 0. (8.7)

������ (8.7) �� (8.2) �, �������� Grassmann �. �����

Grassmann�����, �������� Grassmann�.

Grassmann �������� ��
��� Grassmann�������

��	�����
�. �� Grassmann���
�	, �
��� f(ξ, ξ̄) ��

	�������

f(ξ, ξ̄) = c0 + c1ξ + c2ξ̄ + c3ξ̄ξ , (8.8)

��, ci �����. ��� ξ(ξ̄) ��� ∂(∂̄) �

∂ ≡ ∂/∂ξ, ∂̄ ≡ ∂/∂ξ̄,

��

∂f(ξ, ξ̄) = c1 − c3ξ̄, (8.9)

∂̄f(ξ, ξ̄) = c2 + c3ξ . (8.10)

���	��
�� Grassmann ���, �
�	�����������

�".

� Grassmann�����,��� Grassmann�� ξ ������ ξ �

�� η ����, �
∫

dξξ =
∫

dξ(ξ + η) =
∫

dξξ + η

∫
dξ,

��� ∫
dξ = 0.

�� Berezin ���������
∫

dξ̄ξ̄ =
∫

dξξ = 1,
∫

dξ̄1 =
∫

dξ1 = 0, (8.11)
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� dξ � dξ̄ 
��. ����, ����� f(ξ, ξ̄), ����
∫

dξf(ξ, ξ̄) = ∂f(ξ, ξ̄),
∫

dξ̄f(ξ, ξ̄) = ∂̄f(ξ, ξ̄). (8.12)

��������

ξ′ = aξ, a �= 0,

a �����, ���

∫
dξf(ξ) =

∂f(ξ)
∂ξ

= a
∂f
(

ξ′

a

)
∂ξ′

= a

∫
dξ′f

(
ξ′

a

)
. (8.13)

��������
������
�� Grassmann�������, ���

ξ′i = aijξj ,

����	���, � det(aij) �= 0, �
∫ n∏

i=1

dξif(ξi) = det(aij)
∫ n∏

i=1

dξ′if(a−1
ij ξ

′
j). (8.14)

�� n � Grassmann�������, �

In =
∫

dξ1 · · ·dξne−ξT·A·ξ = 2
n
2
√

detA, (8.15)

��, A = (Aij) � n× n ��
���. 
�

I2 =
∫

dξ1dξ2e−ξ1A12ξ2−ξ2A21ξ1

=
∫

dξ1dξ22A12ξ2ξ1 = 2A12 = 2
√

detA,

��,

A =

(
0 A12

−A12 0

)
, detA = A2

12.

��

I4 =
∫

dξ1 · · · dξ4e−ξT·A·ξ

=
∫

dξ1 · · · dξ4
(

1
2!

(ξT ·A · ξ)2
)

=
∫

dξ1 · · · dξ44ξ1 · · · ξ4(A12A34 −A13A24 +A14A23)

=4Pf(A) = 4
√

detA.
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��������������
∫

dnxe−xT·A·x =
πn/2

√
detA

, (8.16)

��, A = (Aij) � n× n �����. (8.15) �� (8.16) �������
, �

���� ∫
dnη±e−ηT·A·η = (detA)±

1
2 , (8.17)

�� (+) ���� Grassmann����, �����

dnη+ ≡
n∏
1

dξi√
2

(−) ����������, �����

dnη− ≡
n∏
1

dxi√
π
.

����� �����%���, ��������������

|ξ〉 = eâ+ξ |0〉 = (1 + â+ξ)|0〉 = |0〉+ â+|0〉ξ = |0〉 − ξ |1〉 . (8.18)

������ â ����, �

â |ξ〉 = â|0〉+ â|1〉ξ = ξ |ξ〉 . (8.19)

������� {|ξ〉} �����
(1) ���	

〈ξ| ξ′〉 = 1 + ξ̄ξ′ = eξ̄ξ′
. (8.20)

(2) 
�	, ��������
∫

dµ(ξ) |ξ〉 〈ξ|≡
∫

dξ̄dξe−ξ̄ξ |ξ〉 〈ξ|

=
∫

dξ̄dξ(1− ξ̄ξ)(|0〉 − ξ |1〉)(〈0| − 〈1| ξ̄)

=
∫

dξ̄dξ[ξ |1〉 〈1| ξ̄ − ξ̄ξ |0〉 〈0|]
= |0〉 〈0|+ |1〉 〈1| = I. (8.21)

����� Bargmann �� �
�����������, 	���	�

���� Bargmann ��. 
�, ��� -Fock ����
���, �

|ψ〉 = c0 |0〉+ c1 |1〉 , (8.22)
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���
��������������, �

〈ξ|ψ〉 = c0 + c1ξ̄ ≡ ψ(ξ̄) . (8.23)

���� â+, â ���������

(â+ψ)(ξ̄) = 〈ξ| â+ |ψ〉 =
∑
0,1

〈ξ| a+cn |n〉 = c0 〈ξ| 1〉 = c0ξ̄ = ξ̄ψ(ξ̄) , (8.24)

�

(âψ)(ξ̄) = 〈ξ| â |ψ〉 = c1 〈ξ| 0〉 = c1 = ∂̄ψ(ξ̄) . (8.25)

���
��	�� Grassmann�����
��,� Grassmann�������

����
��.

������� Fock ����
��� Â = Â(â, â+) ��	�

Â =
∑
0,1

|m〉Amn 〈n| , Amn = 〈m| Â |n〉 . (8.26)

��������� (symbol)

A(ξ̄, ξ′) ≡ 〈ξ| Â |ξ′〉 =
∑
0,1

ξ̄mAmnξ
′n, (8.27)

��� Â ����� Bargmann � ψ(ξ̄) �������

(Âψ)(ξ̄) =
∫

dµ(ξ′)A(ξ̄, ξ′)ψ(ξ̄′), (8.28)

����������������

(ÂB̂)(ξ̄, ξ′) = 〈ξ| ÂB̂ |ξ′〉 =
∫

dµ(η)A(ξ̄, η)B(η̄, ξ′). (8.29)

�
, �����������

Â =
∑
0,1

ckl(â+)kâl, (8.30)

������������ (symbol)

AN (ξ̄, ξ′) =
∑
0,1

cklξ̄
kξl, (8.31)

���������������

A(ξ̄, ξ′) = eξ̄ξ′AN (ξ̄, ξ′). (8.32)
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�������������� ��������������. ���

���	��������	�����, ���, ����
�����
�

���������������. 
�

U(ξ̄b, ξa; tb,ta)

= 〈ξb| Û(tb,ta) |ξa〉

=
∫ ξ̄(tb)=ξ̄b

ξ(ta)=ξa

Dξ̄(t)Dξ(t) exp
{
ξ̄bξ(tb) +

i
�

∫ tb

ta

dt(i�ξ̄(t)ξ̇(t)−H(ξ̄(t), ξ(t), t))
}

= lim
N→∞

∫ N−1∏
j=1

(dξ̄kdξk) exp

{
ξ̄NξN −

N∑
k=1

[
ξ̄k(ξk − ξk−1) +

iε
�
H(ξ̄k, ξk−1, tk)

]}
,

(8.33)

��, ξ̄k, ξk � Grassmann��, ��

{ξk, ξl} = {ξ̄k, ξ̄l} = {ξ̄k, ξl} = 0, (8.34)

�H(ξ̄, ξ, t)�������������Ĥ(â, â+, t)��,����
 â→ ξ, â+ → ξ̄

�
.

� n �������, �� (ξ1, ξ2, · · · , ξn) � (ξ̄1, ξ̄2, · · · , ξ̄n) ������

�� Grassmann��, ���	�

ξ′i = Mijξj + Ci, (8.35)

������	���, �


ξi = M−1
ij (ξ′j − Cj), (8.36)

�

ξ̄
′
i = ξ̄i + C∗

jM
−1
ji , (8.37)

��, Ci � C∗
i ������ Grassmann ��, �� n ��������

I=
∫ N∏

i,j=1

dξ̄idξj exp

{
−

N∑
1

ξ̄iMijξj +
N∑

i=1

(ξ̄iCi + C∗
i ξi)

}

=N det(Mij) exp

⎧⎨
⎩
∑
ij

C∗
i M

−1
ij Cj

⎫⎬
⎭ , (8.38)

��, N �����. �	���������������������.
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8.2 ������������

���������, ��� Witten ���	���������, �

��������������"���	��
���	�.

�������� ������ (����), �����

ĤB =
1
2
(p̂2 + ω2x̂2) =

ω

2
(b̂b̂+ + b̂+b̂) = ω

(
b̂+b̂+

1
2

)
. (8.39)

������� m = 1, � = 1, �� b̂, b̂+ �	���������

b̂ =
√
ω

2

(
x̂+ i

p̂

ω

)
, b̂+ =

√
ω

2

(
x̂− i

p̂

ω

)
. (8.40)

	, � [x̂, p̂] = i �

[b̂, b̂+] = 1. (8.41)

������, �������� â+, â ���
���

{â, â+} = 1.

�	��� ω ����������

ĤF =
ω

2
(â+â− ââ+) = ω

(
â+â− 1

2

)
. (8.42)

��������
�����
ω

2
, ������ −ω

2
.

�����	����� ω���–������.����������–�

����, �������������, �������

ψ(x) =

⎛
⎝ψ1(x)

ψ2(x)

⎞
⎠ , ∈ L2(R)⊗C2 (8.43)

��–����������� (�������) �

Ĥ= ĤB + ĤF = ω

(
b̂+b̂+

1
2

)
⊗ I +

ω

2
(â+â− ââ+)

=
1
2
(p̂2 + ω2x̂2)⊗ I − ω

2
σ3

=
1
2

(
− ∂2

∂x2
+ ω2x̂2

)
⊗ I − ω

2
σ3

=ω(N̂ + ν̂), (8.44)
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��, N̂ = b̂+b̂, ν̂ = â+â �������������, �

N̂ = b̂+b̂, N̂ |nb〉 = nb |nb〉 , nb = 0, 1, 2 · · · , (8.45)

ν̂= â+â, ν̂ |nf 〉 = nf |nf 〉 , nf = 0, 1. (8.46)

����� (8.44) ����� Enb,nf
���� |nb, nf〉 ��

Ĥ |nb, nf 〉 = Enb,nf
|nb, nf 〉 = ω(nb + nf ) |nb, nf〉 , (8.47)

��, 
� |0〉 ��
b̂ |0〉 = 0 = â |0〉 . (8.48)


��������	���	�
�. ��� (8.48) ���, 

�
, ��

������		������, �� nb �= 0, |nb, 1〉 � |nb + 1, 0〉 	�����
� ω(nb + 1), � 8.1 �	.

 8.1

����
�� �	������

Q̂ = b̂+â, Q̂+ = â+b̂. (8.49)

��

[Q̂, Ĥ ]= [b̂+â, ω(b̂+b̂+ â+â)]

=ω(b̂+[b̂+, b̂]â+ b̂+{â, â+}â)
=ω(−b̂+â+ b̂+â) = 0, (8.50)

�
�, ��

[Q̂+, Ĥ ] = 0, (8.51)

��� Q̂, Q̂+ ������	�. ���, �������������, �	

�
�	

Q̂2 = 0 = (Q̂+)2. (8.52)
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�
, �������

{Q̂, Q̂+}={b̂+â, â+b̂} = b̂+{â, â+}b̂− â+[b̂+, b̂]â

= b̂+b̂+ â+â =
Ĥ

ω
. (8.53)

�� (8.49) � ∼(8.51)��, 
� |0〉 ��

Q̂ |0〉 = 0 = Q̂+ |0〉 , (8.54)


���

〈0| Ĥ |0〉 = 〈0| Q̂Q̂+ + Q̂+Q̂ |0〉 = 0, (8.55)

�������������
�����, � Ĥ �����, �����

����.

���������	��� {Ĥ, Q̂, Q̂+} �������	� SL(1, 1)�

[Ĥ, Q̂] = 0, [Ĥ, Q̂+] = 0,

{Q̂, Q̂+} =
Ĥ

ω
, {Q̂, Q̂} = 0 = {Q̂+, Q̂+}.

���������, ����������
��.

��, �������	�������	���� e, 	���
1
2
���

�
�������.

�������	, �����
���	. ������
�����

���, ���	������, ����������.

�����������

i�
∂

∂t
Ψ = c(α · p+ βmc)Ψ , (8.56)

��, Ψ � 4 �����, α, β �� 4× 4 ���

α =

(
0 σ

σ 0

)
, β =

(
I 0

0 −I

)
. (8.57)

�
���, �������, ����	�

p→ p− e

c
A, i�

∂

∂t
→ i�

∂

∂t
− eφ,

�����

i�
∂

∂t
Ψ =

{
cα ·

(
p− e

c
A
)

+ βmc2 + eφ
}

Ψ . (8.58)

� Nicolai. 1976. Susy and spin system. J. Phys. A. Math. Gen., (9): 1497∼1506.
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�����
 (c→∞) �, �����
�����!�. ����

Ψ(x, t) = e−
i
�

mc2t

(
ψ

χ

)
,

��, ψ(x, t) � χ(x, t) ��������, ��������. ��, ����

�

(v
c

= ε
)
�, �

χ =
1

2mc
σ ·
(
p− e

c
A
)
ψ,

�� χ ����, �
�� ψ ���������

i�
∂

∂t
ψ =

{
1

2m

(
p− e

c
A
)2

+ eφ− e�

2mc
σ ·B

}
ψ = Hψ.

������ (���) ������������

i�
∂

∂t
ψ =

{
1

2m

(
p− e

c
A
)2

+ eφ

}
ψ

�����, ������	��� S =
�

2
σ, ����	�
���

µB = g
e

2mc
S = g

e�

4mc
σ ,

��, g ����.

����,

B = ∇×A, ∂A

∂t
= 0, φ = 0,

��������

Ĥ =
1

2m

(
p− e

c
A
)2

− g e�

4mc
B · σ.

����� g = 2, ���
����

µB = g
e�

2mc
σ.

����������	��

Q =
1√
4m

(
p− e

c
A
)
· σ,

���

[Q, Ĥ] = 0, {Q,Q} = Ĥ,
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�	�������	. ���, � |ψE〉 � Ĥ ���� E > 0 ����, �

Ĥ |ψE〉 = E|ψE〉, E > 0.

���� |ψ′
E〉 =

√
2
E
Q|ψE〉	� Ĥ 	������ E ����,���,���

�������. ��������� µ = 1.00116µB, �� µB ���
�	�

�������.

������� �����"�����	�������
��, ��

���
���. ������	�
, ������

Ĥψ =
(
− �

2

2m
d2

dx2
+ V (x)

)
ψ = Eψ. (8.59)

� V (x) �"����, ����� Ĥ �����, ��
 (8.59)�������

�������

Ĥ = Â
+
Â,

�

Â =
�√
2m

d
dx

+W (x), Â
+

= − �√
2m

d
dx

+W (x). (8.60)

��, W (x) ����, ����. �����

Ĥ = Â
+
Â = − �

2

2m
d2

dx2
+W 2(x)− �√

2m
W ′(x),

��

V (x) = W 2(x) − �√
2m

W ′(x). (8.61)

�� V (x) ����, ��� (8.61)����� W (x). (8.61)���� W (x) 	�

������	����, �� Riccati ��.

������
���� ψ0(x) ����. �����, �
��	��, �

�

Ĥψ0(x) = Â
+
Âψ0(x) = 0, Âψ0(x) = 0,

������

W (x) = − �√
2m

ψ′
0(x)
ψ0(x)

, V (x) =
�

2

2m
ψ

′′
0 (x)
ψ0(x)

. (8.62)

�
�������, � (8.62) ������, ��������
��.

��
���� W (x), ��������, �� Ĥ ����

Ĥ
(1)

= − �
2

2m
d2

dx2
+W 2(x) +

�√
2m

W ′(x) = − �
2

2m
d2

dx2
+ U(x). (8.63)
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�
 Ĥ ����� Ĥ
(1)
��, ����	���
��������

Ĥs =

(
Ĥ 0

0 Ĥ
(1)

)
=

(
Â

+
Â 0

0 ÂÂ
+

)
(8.64)

=
(
− �

2

2m
d2

dx2
+W 2(x)

)
⊗ I − �√

2m
W ′(x)σ3. (8.65)

�	����

Q = Â⊗ σ− =

(
0 0

Â 0

)
, Q+ = Â

+ ⊗ σ+ =

(
0 Â

+

0 0

)
. (8.66)

��, ����� Ĥs ���	����

[Q, Ĥs] = 0, [Q+, Ĥs] = 0,

{Q,Q+} = Ĥs, {Q,Q} = {Q+,Q+} = 0.

� {Ĥs,Q,Q
+} ����	�, ��������	�.

����������, �� 1981 � Witten �����������.

��� W (x) ����	�, � Ĥs ���������������. ��

Witten ���������������.

���������� �����, ����������	�"���

������	, ������"���. ����, � Ĥ �������

����	,�����������,��
 �������	$�����,

������������
	������. ����, ���	����

	�������������. ���������� Ĥ ����� Ĥ1 ��

	���
�. �	���, 
� Ĥ ����� Ĥ1 ��

Ĥ1 =− �
2

2m
d2

dx2
+ V1(x), V1(x) = W 2(x) − �√

2m
W ′(x),

Ĥ2 =− �
2

2m
d2

dx2
+ V2(x), V2(x) = W 2(x) +

�√
2m

W ′(x).

� Ĥ1 �
�����, �

Ĥ1ψ0 = Â
+
Âψ0 = 0,

�

Âψ0 = 0.

� Witten E. 1981. Nucl. Phys. B, (188): 513∼554.
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���� ψ0(x) ���, ��

W (x) = − �√
2m

ψ′
0(x)
ψ0(x)

, V1(x) =
�

2

2m
ψ′′

0(x)
ψ0(x)

. (8.67)

� n > 0, � ψ
(1)
n � H1 ����, ��

Ĥ1ψ
(1)
n = Â

+
Âψ(1)

n = E(1)
n ψ(1)

n , (8.68)

��� Âψ
(1)
n � Ĥ2 ����� E

(1)
n ����, �

Ĥ2(Âψ(1)
n ) = ÂÂ

+
Âψ(1)

n = E(1)
n (Âψ(1)

n ). (8.69)

�
�, � Ĥ2 ���� ψ
(2)
n

Ĥ2ψ
(2)
n = ÂÂ

+
ψ(2)

n = E(2)
n ψ(2)

n , (8.70)

���

Ĥ1(Â
+
ψ(2)

n ) = Â
+
ÂÂ

+
ψ(2)

n = E(2)
n (Â

+
ψ(2)

n ), (8.71)

��

E
(1)
0 = 0, E(1)

n = E
(2)
n−1, n = 1, 2, · · · . (8.72)

�

�
, ���� Ĥ1 � Ĥ2 �	���, ������������

(���� Â, Â
+
�� (8.66) �����������	�)

ψ(2)
n =

1√
E

(1)
n+1

Âψ
(1)
n+1, ψ

(1)
n+1 =

1√
E

(2)
n

Â
+
ψ(2)

n , (8.73)

��� Â  Ĥ1 ������ Ĥ2 ���, 	������, &�������

Â
+
 Ĥ2 ������ Ĥ1 ����, 	������, �����. ����,

� E
(1)
0 ���, ���	����, � 8.2 �	.

 8.2
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8.3 �����	����

�����������	��
, ����������	. �����

�����	� (
− �

2

2m
∆− e2

r

)
ψ(r) = Eψ(r). (8.74)

��, ��� ψ(r) � Ĥ, L̂2, L̂z ������ (�����"�
�, ����).

����, �����������

ψ(r, θ, ϕ) =
1
r
Rn′l(r)Ylm(θ, ϕ), (8.75)

��, ��!� Rn′l(r) ������, ����
(
− �

2

2m
d2

dr2
− e2

r
+

�
2

2m
l(l + 1)
r2

)
Rn′l(r) = En′lRn′l(r). (8.76)

�	�����

ρ =
r

a
,

(
a =

�
2

me2
= 0.529× 10−8cm

)
, (8.77)

εn′l =
En′l

e2/2a
,

(
e2

2a
= 13.5eV

)
, (8.78)

� (8.78) ���
(
− d2

dρ2
− 2
ρ

+
l(l+ 1)
ρ2

)
un′l(ρ) = εn′lun′l(ρ). (8.79)

(8.79) ��������
���

Ĥ
(l)

= − d2

dρ2
− 2
ρ

+
l(l + 1)
ρ2

= Â
+

l Âl − 1
(l + 1)2

, (8.80)

��,

Âl =
d
dρ
− l + 1

ρ
+

1
l+ 1

,

Â
+

l =− d
dρ
− l + 1

ρ
+

1
l + 1

. (8.81)

���� Âl, Â
+

l � Ĥ
(l)
����� Ĥ

(l+1)
���������	���

��
, � 8.3 �	. l ������, n′ �������, ��������
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Rn′l(r)����. Ĥ
(l)
����������� n′ = 0��,������ R0l(r)

����. ����� Âl(Â
+

l ) ���, �����	�����������

��, �

εl
n′ = εl−1

n′+1 = · · · = ε1n′+l = ε0n′+l+1, (8.82)

 8.3

�������, � lmax �	���� ulmax ��

Âlmaxulmax = 0. (8.83)

� (8.81) ��

Elmax = − 1
(lmax + 1)2

.

� n = lmax + 1 = n′ + l + 1, ������, �

εn = − 1
n2
. (8.84)

� un′l(ρ) ≡ u(l)
n′ , ulmax = u

(l)
0 , � (8.83)��

(
d
dρ
− l+ 1

ρ
+

1
l + 1

)
u

(l)
0 = 0, (8.85)


�

u
(l)
0 ∼ ρl+1e−

ρ
l+1 . (8.86)

��, ����� (l) ����
��u(l)
0 � (0,∞) ����. ����
���

Â+
l ������� (n′ > 0) �	������, �� 8.1 �	.
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� 8.1

n � n′ = 0 � n′ = 1 � n′ = 2

1 1s U
(0)
0 ∼ ρe−ρ

2 2p U
(1)
0 ∼ ρ2e−ρ/2 2s U

(0)
1 = A+

0 U
(1)
0

3 3d U
(2)
0 ∼ ρ3e−ρ/3 3p U

(1)
1 = A+

1 U
(2)
0 3s U

(0)
2 = A+

0 A+
1 U

(2)
0

� 8.1 ��

2s� u
(0)
1 ∼

(
− d

dρ
− 1
ρ

+ 1
)
ρ3e−ρ/3 = −5ρ2

(
1− 1

6
ρ

)
e−ρ/3,

3p� u
(1)
1 ∼

(
− d

dρ
− 2
ρ

+ 1
)
ρ2e−ρ/2 = −3ρ

(
1− 1

2
ρ

)
e−ρ/2,

3s� u
(0)
2 ∼ −3ρ

(
1− 2

3
ρ+

2
27
ρ2

)
e−ρ/3. (8.87)

��
�
���
�
, �����"���	��. ������, ��

��������, ����"����, ������
�����	
���

�, �����������!�
.

8.4 �����������

�������������� 8.3 ���� N = 2 ������ (�

������) ������, �����������, ���������.

���������������� (����	�� � = 1 = m, ��

� W ����)

H =
1
2
p2 +

1
2
W (x)2 +

1
2
W ′(x)[a+, a]. (8.88)

��������������������

Z(T )= tr(e−iĤT )

=
∫
x(T )=x(0)

Dx(t)
∫
ξ(T )ξ̄(T )=ξ(0)ξ̄(0)

Dξ(t)Dξ̄(t)ei
∫

T
0 dtL(x,ẋ;ξ,ξ̄), (8.89)

��,

L =
1
2
ẋ− 1

2
W 2(x) + iξ̄ξ̇ −W ′(x)ξ̄ξ (8.90)

������������������, ���������, ���, ��

���. ���� B(x) = W ′(x) ����, ��������������

� (� �).

� �#�. 2001. ����� I. ���	����, 330.
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���������!������ (� ���, �������
��	�

��). �� L������	�,�������Grassmann�� ξ̄, ξ 	��
1
2
[â+, â], ��, �	��������������	�

∫
Dξ(t)

∫
Dξ̄(t) exp

[
i
∫ tb

ta

ξ̄

(
i
d
dt
−W ′(x)

)
ξdt
]
≡ det

(
i
d
dt
−W ′(x(t))

)
. (8.91)

���������������������	.

� Wick � t→ iτ , 
������������, ��

ZE =
∫

Dx(τ)Dξ(τ)Dξ̄(τ)e−SE , (8.92)

��,

SE =
∫β

0

dτ
[
1
2
ẋ2 +

1
2
W 2(x) − ξ̄(∂τ −W ′(x)ξ)

]
, ẋ =

dx
dτ
. (8.93)


� Ĥ ���,��������	���. ����,��� (8.93)�����

��������

δx = ε̄ξ + ξ̄ε, δξ̄ = −ε̄(∂τx+W (x)), δξ = −ε(−∂τx+W (x)), (8.94)

��, ε, ε̄ �����
���. �����������������, �

N = 2 �����.

�������!������, ����
������	���!��
∫

DξDξ̄ exp
∫β

0

dτ ξ̄(∂τ −W ′(x))ξ. (8.95)

�����

ξ̄(β)ξ(β) = ξ̄(0)ξ(0)

��
���	����, �

ξ(β) = ξ(0), ξ̄(β) = ξ̄(0), (8.96)

��
��	����

ξ(β) = −ξ(0), ξ̄(β) = −ξ̄(0). (8.97)

��� (∂τ −W ′) ��������	�

det(∂τ −W ′(x)) =
∏
m

λm, (8.98)
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��

(∂τ −W ′(x))ξm = λmξm. (8.99)

��,

∂τξm
ξm

=λm +W ′(x(τ)),

ξm(β)= cm exp

[∫β

0

dτ(λm +W ′(x))

]

= cm exp

[
λmβ +

∫β

0

dτW ′(x(τ))

]
.

��
������

ξm(β) = −ξm(0) (8.100)

�

λm =i
(2m+ 1)π

β
− 1
β

∫β

0

dτW ′(x)

= i
(2m+ 1)π

β

(
1 + i

2α
(2m+ 1)π

)
, 2α =

∫β

0

dτW ′(x). (8.101)

� W ′(x) = 0 ��	����, �����������

coshα =
∞∏

m=1

(
1 +

4α2

(2m+ 1)2π2

)
, (8.102)

�

det
(
∂τ −W ′(x)

∂τ

)
= cosh

(∫β

0

dτ
W ′(x)

2

)
. (8.103)


 cosh �����	����, �

ZE = tre−H1β + tre−H2β = Z−
E + Z+

E . (8.104)

��,

Z±
E =

∫
Dx(τ)e−S±

E , (8.105)

S±
E =

∫β

0

dτ
(
ẋ2

2
+
W 2(x)

2
± W ′(x)

2

)
. (8.106)

� Gradshteyn I S, Ryzhik I M. 1980. Table of Integrals, Series and Products. New York:

Academic Press, 37.
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Witten �������� ���������, Witten �	�	�

(�� Witten 	�)

∆(β) = tr(−1)F e−βH ,

�������
	. ��������	����, �
 (8.100)���

ξm(β) = ξm(0), (8.107)

� (8.101)��	���

λm = i
2mπ
β
− 1
β

∫β

0

dτW ′(x). (8.108)

�������

sinhα = α

∞∏
m=1

(
1 +

α2

n2π2

)
, (8.109)

�����	�����

det
[
∂τ −W ′(x)

∂τ

]
= sinh

(∫β

0

dτW ′(x)

)
. (8.110)


 sinh �����	����, ���
�� Witten 	��

∆(β) = tre−βH1 − tre−βH2 = Z−
E − Z+

E . (8.111)

���	���	, Q � Q+ ������ (
�), �
�

H = {Q,Q+},

�
���	���. 
�, �����, 
 H �
� E = 0 ���
, ���

	�����. �� Witten 	�

∆(β) = tr(−1)F e−βH = 1.

�����, ���������
����������. 
�, 
�

���

ψ0(x) = Ne
−

∫
W (x)dx

, (8.112)

� x→ ±∞ �, W (x) 	��
	�, �� ±∞ �� ��
, �����	

�, ∆(β) = 1. ��
�����, ����.

� � 8

1. ��� (8.38) �, �
�� n ��������, �����.

2. ��� (8.93) ����	� N = 2 ��	.



�9� ���������

9.1 ����������������

��������, ���������������������. ���,

�����, �������, ���������������; ����, ��

��������,������������,��������������.

��, ����������������������. ��, �������

���,������������,��������������,		. ��

��, ��������, ������.

��	�����, �����������, �������������

������. ������������������, ����������.

������ ��������

[
− �

2

2m
d2

dx2
+ U(x)

]
ψ(x) = Eψ . (9.1)

����

U(x) =
�

2

2m
V (x) , E =

�
2

2m
ε , (9.2)

�� (9.1) �����

ψ
′′

+ [ε− V (x)]ψ = 0 . (9.3)

��������� (Sturm-Liouville 	), �� V (x) ���������, ��

��� (−∞,+∞)��
	
. ���������������������	


����	.

�� (9.3) ������, �������	, ��	���������	,

����	������, ��	������������	. ����
��

����	, �����������	. �������	���
�����

ε ���. ��������� (9.3) �, ��	���
�����, 	���

�� ε ������ 2.

���������
�	 ψ1 � ψ2, �����������, ����


	� Wronskian ����

W (ψ1, ψ2) = ψ1ψ
′
2 − ψ2ψ

′
1 =

∣∣∣∣∣
ψ1 ψ2

ψ′
1 ψ′

2

∣∣∣∣∣ . (9.4)
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��� x��� a� W = 0,��
	 ψ1 � ψ2 �� a���������; ��

������ W = 0,��
	����,����������. ��Wronskian

��������, ������

�� 1 ����� E �
�	��� Wronskian������ (���

x). ������	����.

	��
 ψ1 � ψ2 ������� E �
�	, ��

ψ
′′
1 + [ε− V (x)]ψ1 =0 ,

ψ
′′
2 + [ε− V (x)]ψ2 =0 . (9.5)

� ψ1 �����	 ψ2 ����� (�
	���	)

ψ1ψ
′′
2 − ψ2ψ

′′
1 = 0 ,

���

ψ1ψ
′
2 − ψ2ψ

′
1 = const . (9.6)

��	�����������������. ����������	 ψ,

��	 V (x) ����, 	�� ψ ������� ε �����, ����� ψ∗

�������� ε ���	, ����������

J =
i�
2m

(ψψ∗′ − ψ∗ψ′)

=− i�
2m

W (ψ∗, ψ) . (9.7)

	�,�����	 V (x), J=0,����� ψ(x)��	��	��������

������. 	����� ε ���, �
	������	�, ������

����. ��
, ����� ε ������, 
����������	.

������������ ���������
	� V (x)���,��

��������. ����
	�����, ��������, ������

��������������	
�������		, ���������.


	 V (x) �
 9.1 �, � x→ ±∞�, V (x)→ V±, ���	 V (x) ���,

����� V0, ��, V− > V+ > V0 �� ε �����������, �����

�������������.

(1) � ε < V0, ε ����� (−∞,+∞) �� V (x) �, 	

ψ′′(x) = (V (x)− ε)ψ(x) = k2(x)ψ(x).

	� ψ′′ � ψ ��, �� ψ ���� x �	�. � x → ±∞ � k �����, 	

�

ψ = e±kx,
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 9.1

�������� k2(x) > 0, 	 ψ(x) ��������, ���� ψ(x) �

x → +∞ � −∞ ���

. 	� ε < V0 �, ������������� (�

���� δ ��) �	.

(2)� V+ > ε > V0,�	�
�
	��������,���������,

�

ψ(x)→ 0, x→ ±∞. (9.8)

������ ε − V (x) 	���, �� ψ ��
������. �����


������	�����	�	���	�, ���������� ε 
�

��, 	����. �
� (9.8) ��, ����
	, � Wronskian ����

x→ ±∞ ���, ������, Wronskian �������� (−∞,+∞) �

	��, ��� J = 0, �����, ��������

�� 2 ������������,�����; �����������

��.

(3) � V− > ε > V+, �	�
�
	�����	��

ψ(x)⇒ Aek−x, x→ −∞, (9.9)

ψ(x)⇒ B cos(k+x+ α+), x→ +∞, (9.10)

��,

k− =
√
V− − ε,

k+ =
√
ε− V+,
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�� (9.9) �� x �������������	, � x ��
�������

�, ����� (9.10)��	��	�, ���
��� α+ ��� (α+ � ε ��

�, � A�B ������). ����� V− > ε > V+ ����� ε, �����

�����������	, 	 ε �	
�. �
, ��� x → −∞ �	���,

	�� ε ��
�	� Wronskian ����	��, ����������.

(4) � ε > V−, 	�
�
	�����	������� (�����

��)

ψ(x) ∼ A cos(k−x+ α−), x→ −∞, (9.11)

ψ(x) ∼ B cos(k+x+ α+), x→ +∞, (9.12)

��,

k− =
√
ε− V−,

k+ =
√
ε− V+,

A, α−, B, α+ �������. ������	� (�����������

�	
),�
���
���,���	�������
,��������,

	�������, ���������, ��
������	, ������

������	
�. ��, ��	� J �= 0 ����.

�������� ��������, (9.11) �� (9.12) ��
�	
�

����

∆α(k) = α+ − α−

�����	 V (x) �����������
(
E =

�
2k2

2m

)
��. ������

�	��	 V (x)
	������∆α(k), ��������	����∆α(k)


	����	 V (x) ����. ��	�, ���� ∆α(k) �
������

��� (��� En �������	� An 	) ���
���	 V (x).

	����������������.

����������, ��� (9.3) ��	�

ψ(x, k) = eik+x +
∫∞

x

sin k+(y − x)
k+

(V (y)− V+)ψ(y, k)dy , (9.13)

��,

k2
+ = ε− V+.

(9.13) �����		

ψ(x, k)→ eik+x, � x→ +∞. (9.14)
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�	������ (9.13) ����� ψ(x, k) ��������� (9.3) ���

��		 (9.14) �, �	�, ���� (9.13) ������� (9.3) ���			

(9.14)���������. ������	�,	 ψ(x, k)∗ � ψ(x, k)�����

���	 (� k+ �= 0), ��	��	
�� Wronskian ����

W (ψ∗, ψ) = 2ik+ �= 0 .

�� (9.7) �, 	 (9.13) ����������

J =
�k+

m

�	. ���, ��� x→ −∞ ���	�

ϕ(x, k) = e−ik−x +
∫x

−∞

sin k−(x − y)
k−

(V (y)− V−)ϕ(y, k)dy, (9.15)

��,

k2
− = ε− V−.

�	����		

ϕ(x, k)→ e−ik−x, � x→ −∞. (9.16)

��	 ϕ(x, k)∗ � ϕ(x, k) ���������	 (� k− �= 0)

W (ϕ∗, ϕ) = −2ik− �= 0.

������, ��
����	������, ��	���
�����

	�. ��	 ϕ(x, k) ���	 ψ∗ � ψ �������

ϕ(x, k) = aψ(x, k)∗ + bψ(x, k), (9.17)

����	���
����������

ϕ(x, k)→ e−ik−x, � x→ −∞;

→ae−ik+x + beik+x, � x→ +∞. (9.18)

�� Wronskian �������, ��	�

|a|2 − |b|2 =
k−
k+

. (9.19)

������ (9.18) ��	, �	��	 x =∞ �
������ ae−ik+x, ��

	 V (x) ���, �	� beik+x ��	��, ���	� e−ik−x ���	

�


�. ������	���, ����

Rϕ =
∣∣∣ Jr

Jin

∣∣∣ = |b|2|a|2 , (9.20)
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����

Tϕ =
∣∣∣ Jt

Jin

∣∣∣ = k−
k+

1
|a|2 . (9.21)

� (9.19) ��

Rϕ + Tϕ = 1. (9.22)

�����.

���, ���	 ψ(x, k)((9.13) �) ���	 ϕ∗ � ϕ ������

ψ(x, k) = cϕ(x, k)∗ + dϕ(x, k), (9.23)

����	���
����������

ψ(x, k)→ ceik−x + de−ik−x, � x→ −∞;

→ eik+x, � x→ +∞. (9.24)

������	���� x = −∞�� x ��
���� ceik−x,�	 V (x) �

���	���� de−ik−x ����,���� x�
�,� x→ +∞�����
�� eik+x. ������	���������

Rψ =
|d|2
|c|2 , (9.25)

����

Tψ =
k+

k−
1
|c|2 , (9.26)

����	

Rψ + Tψ = 1. (9.27)

(9.27) �� (9.22) ���, ��������.

��
��� E ����� ψ � ϕ �������� ψ∗ � ϕ∗, ����

���������������	, �����
������	. 	�, ��

�
�	��� Wronskian ��������� x ����� (� (9.6) �),

��, � (9.17) �� (9.23) ���	�

W (ϕ, ψ) = aW (ψ∗, ψ) = cW (ϕ,ϕ∗),

�

ak+ = ck−. (9.28)

��������	

Tϕ = Tψ. (9.29)
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���������

���(����) ���������	, ���������
��
�

�, ��������
��
��.

��������
��������, ����� k ��	������

����������������, ������������������.

�����������, ������������	���, �	�

�������, �����. ��	�����
�������	,

������
����	, �����������. �������, ���

�������������, �����������	.

���� Jost � �����, ���	 V (x) � x → ±∞ �� |x|−1−0+

������� (� V± = 0, k± = k =
√
ε), ��, ��������������

��	 ∝ e±ikx. 	�, �����������������	 (�� Jost 	)

ϕk(x)→ e−ikx, � x→ −∞; (9.30)

ψk(x)→ eikx, � x→ +∞. (9.31)

Jost	���������� (� (9.13)� (9.17)�, 	��� V+ = V− =

0,k+ = k− = k)�

ϕk(x)=e−ikx +
∫x

−∞

sin k(x− y)
k

V (y)ϕk(y)dy , (9.32)

ψk(x)=eikx −
∫∞

x

sin k(x− y)
k

V (y)ψk(y)dy. (9.33)

�
������ Jost 	
�����������
� (� (9.17)�), �

ϕk(x) = a(k)ψ∗
k(x) + b(k)ψk(x). (9.34)

���������������
�	� Wronskian ���� x ��, 	��

� Jost 	��������

W (ϕk(x), ϕ∗
k(x))=2ik, (9.35)

W (ψk(x), ψ∗
k(x))=−2ik. (9.36)

�� (9.34) ���	����� (�������)

a(k) =
1

2ik
W (ϕk(x), ψk(x)), (9.37)

b(k) =
1

2ik
W (ψ∗

k(x), ϕk(x)). (9.38)
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���������� ������ k ��� (�����) �	��

�, �
������ (Jost �) 	� k ���� (E < 0) ���������

�.

��, � Jost 	 (9.32) �
�, ��

fk(x) = ϕk(x)eikx = 1 +
∫x

−∞

e2ik(x−y)

2ik
V (y)fk(y)dy .

������� fk(x) � Neumann ��

fk(x) =
∞∑

n=0

1
n!

( ∫x

−∞

e2ik(x−y)

2ik
V (y)dy

)n

. (9.39)

	�� k ������, � Imk > 0, �

∣∣∣
∫x

−∞

e2ik(x−y)

2ik
V (y)dy

∣∣∣ � 1
|k|

∫x

−∞
|V (y)|dy � 1

|k|
∫∞

−∞
|V (y)|dy ≡ Λ

|k| ,

	�

|fk(x)| �
∞∑

n=0

1
n!

( Λ
|k|
)n

= eΛ/|k|.

�� Neumann� (9.39)������ k �	���,�� Imk > 0����

���, 	 fk(x) � k �����	�. 	�, Jost 	 ϕk(x) � k �����	�.

���	 Jost 	 ψk(x) � k ������	�, 	�� (9.37) �, ���

��� a(k) � k �����	�.

	���������. � k ��������� a(k) ������ k = ki,

a(ki) = 0 , Im ki > 0.

��� (9.37) ��, ���� ϕi(x) ≡ ϕki(x) � ψi(x) ≡ ψki(x) ���, �

ϕi(x) = biψi(x) .

�� κi = Im ki > 0, ��� |x| → ∞ �, ��
���������� (�

x → −∞ �, ���� e−ikix → eκix; � x → ∞ �, ���� bieikix → bie−κix),

�����.

�� ki ������, � ki = iκi, κi ����. k2
i = Ei < 0, ���

L(V ) = − d2

dx2
+ V (x)

����.
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���������� ��� L(V ) ����������� (data) ��

S = {R(k) = b(k)/a(k), κi, |bi|, i = 1, 2, · · · },

������. ����	 V (x), ��������, ��������. ���

����������, 
��	 V (x).

� ϕk(x)�ψk(x) � k ������	������� |x| → ∞ �����,

��	��� k ����, �

ϕk(x) = e−ikx +
∫x

−∞
N(x, y)e−ikydy, k ∈ R, (9.40)

��, N(x, y) ����, �

N(x, y) = 0, � y > x.

���	�� k ����, �

ψk(x) = eikx +
∫∞

x

K(x, y)eikydy, k ∈ R, (9.41)

��, K(x, y) ����, �

K(x, y) = 0, � y < x

�
�	�� (������), 	 (9.34) �
	, �

1
a(k)

ϕk(x)=ψ∗
k(x) +R(k)ψk(x)

=e−ikx +
∫∞

x

K(x, y)e−ikydy +R(k)ψk(x),

����� k �����	��	�����, �

1
a(k)

ϕk(x)− e−ikx =
∫∞

x

K(x, y)e−ikydy +R(k)ψk(x). (9.42)

� (9.42) �
���
1
2π

eikz �� k �����, �����

1
2π

∫∞

−∞

∫∞

x

K(x, y)eik(z−y)dydk = K(x, z), � z > x .

�� (9.42) ����

r.h.s = K(x, z)+
1
2π

∫∞

−∞
R(k)eik(x+z)dk

+
1
2π

∫∞

x

K(x, y)eik(y+z)R(k)dkdy, � z > x . (9.43)
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��� (9.42)���, � k ������, �������������� k ��

���	�, � z > x �, �������, ��
� k �����������

�, ��������, �������

l.h.s=
1
2π

∮ ( 1
a(k)

ϕk(x)− e−ikx
)
eikzdk

=i
∑

i

1
a(ki)

ϕi(x)eikiz = −
∑

i

ρiψieikiz

=−
∑

i

ρi

(
eiki(x+z) +

∫∞

x

K(x, y)eiki(y+z)dy
)
,

��,

ρi =
bi

ia(ki)
.

���
��������, �

K(x, z) +
∑

i

ρieiki(x+z) +
1
2π

∫∞

−∞
R(k)eik(x+z)dk

+
∫∞

x

dyK(x, y)
[∑

i

ρieiki(y+z) +
1
2π

∫∞

−∞
R(k)eik(y+z)dk

]
= 0.

�

B(x) =
∑

i

ρieikix +
1
2π

∫∞

−∞
R(k)eikxdk (9.44)

� (9.44) ��� (9.42) ���

K(x, z) +B(x+ z) +
∫∞

x

dyK(x, y)B(y + z) = 0, � z > x . (9.45)

(9.45) ��� Gel’fand-Levitan-Marchenko ����� (�� GLM ��). ���

�� {R(k), κi, ρi} ���, ���� B(x), ����	��������	�

� K(x, z), ��
��	.

���, � (9.39) ���, � (9.33) �
	, ������ ψk(x) � Neumann

�

ψk(x) = eikx
[
1− 1

2ik

∫∞

x

V (y)dy +O(k−2)
]
, � |k| → ∞ .

�
�� (9.41) �, � |k| → ∞ �, �

ψk(x) = eikx − 1
ik
K(x, x)eikx +O(k−2).

��
���, ��

V (x) = −2
d
dx
K(x, x) . (9.46)
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	�, � GLM ���	, ����
��	�� V (x). 	�	�
������

������������	.

9.2 �������� Darboux ��,

���	�����	

Darboux �� ������������, ������ H �����

�

Hψ =
(
− d2

dx2
+ u(x)

)
ψ = Eψ. (9.47)

����	��, 	�������������, �

− d2

dx2
+ u(x)− E0 = A+A , (9.48)

��,

A =
d
dx
− σ(x) , A+ = − d

dx
− σ(x), (9.49)

u(x) = σ2(x) + σ′(x) + E0. (9.50)

���� Ricatti ���	, �� u(x) ��	
 σ(x), ������������

� (9.48) �	��, ���������

H(1) = − d2

dx2
+ v(x) = AA+ + E0, (9.51)

v(x) = σ2(x) − σ′(x) + E0. (9.52)

���� H ����� E0 �	 ψ0 ��

Aψ0 =
(

d
dx
− σ(x)

)
ψ0 = 0,

�

σ(x) = ψ′
0/ψ0 = ∂x lnψ0. (9.53)

H(1) � H ������� (�� E0 	
).

������		����� (9.47)��������, �� Darboux���

u→v = u− 2
d2

dx2
lnψ0, (9.54)

ψ→ϕ =
(

d
dx
− σ
)
ψ = ψx − ψ′

0

ψ0
ψ =

W (ψ0, ψ)
ψ0

, (9.55)
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����, ����������

H(1)ϕ(x) =
(
− d2

dx2
+ v(x)

)
ϕ(x) = Eϕ(x) (9.56)

�	 ϕ(x). Darboux �����	�	�� (9.47) �
	, �����	��

(9.56) �, ������ (9.55) ��
�� (9.56) ����	. Darboux ��

(u, ψ)→ (v, ϕ), � (9.54) � (9.55) �, � ψ0 �= 0 �����.

��������� �� Darboux �����, �����������

��� u = 0 ������ (9.47) �� E0 = −κ2 (κ > 0) ����	. ��

−ψxx = −κ2ψ , (9.57)

�	������
��e±κx�coshκx�sinhκx. �

ψ0 = coshκx, σ = κ tanhκx (9.58)

�� (9.54) �, �

v = − 2κ2

cosh2 κx
. (9.59)

	��������� (9.56) ���	������
����	. � (9.55) �

�� ψ = eikx , ����� E = k2 �	 (������	), �

ϕ(x) = (ik − κ tan kx)eikx, (9.60)

�����

ϕ(x) ≈ (ik − κ)eikx, x→ +∞,
ϕ(x) ≈ (ik + κ)eikx, x→ −∞.

��� (9.24) �����		, �	��� (9.24)�����

c(k) =
ik + κ

ik − κ, d(k) = 0.

	���	 (9.59) ���������� (� (9.25) �).

�����, k ��, |c(k)| = 1. �����, � k = iκ, �

ϕ(x) = −κ(1 + tanhκx)e−κx →
⎧⎨
⎩
− 2κe−κx, x→∞,
− 2κeκx, x→ −∞

����. ��	 (9.59) ������	, ��������
���	.

	������������������	�������.
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��	 V (x) � x → ±∞ �� |x|−1−0+
�����
��, ������

�����	 ∝ e±ikx. ����������	 (�� Jost 	 fk(x))�

fk(x)=eikx + o(1), x→∞;

fk(x)∼a(k)eikx + b(k)e−ikx, x→ −∞. (9.61)

��	 (9.59) ����	 (9.60)������, ��� Jost 	�

fk(x)=
ik − κ tanhκx

ik − κ eikx ,

a(k)=
ik + κ

ik − κ, b(k) = 0. (9.62)

	�,�� k �������	, |a(k)| = 1,����������. �� k

�������	, �� k �����, a(k) � k �������� k = iκ �

fiκ(x) =
1
2
(1 + tanhκx)e−κx →

⎧⎨
⎩

e−κx, x→∞,
eκx, x→ −∞.

��,�� Jost		���� k ������,� k = iκ �������	,��

���	 (9.59) �����

H = − d2

dx2
− 2κ2

cosh2 κx

������	.

N � Darboux �� � Darboux �������, �	 u = 0 
	, �

ψ1 = coshκ1(x− c1),
ψ2 = sinhκ2(x− c2),
ψ3 = coshκ3(x− c3),

...

ψN =

{
cosh(κN − cN ) , � N ���,

sinh(κN − cN) , � N ���.
(9.63)

�� N � Darboux ���, 	� Jost	��

V [N ] = −2
d2

dx2
lnW (ψ1, · · · , ψN ), (9.64)

f [N ] =
W (ψ1, · · · , ψN , eikx)

W (ψ1, · · · , ψN )
N∏

j=1

(ik − κj)

. (9.65)
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�����	 (9.64) ���
� 2N ��������	�

a(k) =
N∏

j=1

k − iκj

k + iκj
, b(k) = 0 . (9.66)

���� Jost 	 f
[N ]
k 	������ k ���, ��	�, �

E = k2 = −κ2
j , j = 1, 2, · · · , N (9.67)

�, ����

H = − d2

dx2
+ V [N ]

����	.

9.3 ���� KdV ��, 
� Darboux

��������

���� KdV �� 9.2���	������� (9.47)��,��	 u(x)

 (9.59) ������	, �

u(x) = −2a2sech2ax,

���	��, ������������	. ���������� x→ x− ct,
��	������, �����	
������ (����	�	)

u(x, t) = −2a2sech2a(x− ct) , (9.68)

��, �������� E �������
�. ������������

ψ(x, t) =
√
a

c
sech a(x− ct), (9.69)

����

ψxx + (E − u(x, t))ψ = 0 . (9.70)

����, ��� (9.69) �����
� ψt ��� ψ � ψx �

ψt =−uxψ + (4E + 2u)ψx

=−4ψxxx + 6uψx + 3uxψ . (9.71)
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��, � (9.70) �� (9.71) ���, �����		 (ψxxt = ψtxx)

(ut − 6uux + uxxx − Et)ψ = 0 .

������� E ���, � Et = 0, �������		��� u(x, t) �

����

ut − 6uux + uxxx = 0 , (9.72)

(9.72) ������������������ ——KdV ��.

9.2 ��	� (9.70) �� Darboux �������, ���	��(9.71) ��


������ Darboux ���������. 	��� (9.70) �� (9.71) ��

Darboux �������, ��	� KdV ����	.

Lax ������� ��� KdV������, �� (9.70)�� (9.71)�


������

Lψ = Eψ, L = −∂2
x + u(x, t) ,

ψt = Mψ, M = −4∂3
x + 6u∂x + 3ux . (9.73)

��, KdV ������ L � M(�� Lax �� Lax ��) �������

�

∂tL+ [L,M ] = 0 . (9.74)

����������, ���������������
��, 
��

� Lax �, �������������		. Lax ��������

����������, ������������.

�����	��� KdV �����������������, ����

��	������������,��������.�
, ��� KdV ���

���	, �����

(1) ������������;

(2) ������.

�������������
����������.

������	, ����������. �	�, �����������

��� u(x, 0) ��		� KdV �� ((9.72) �) �	.

���, ��	���������
, �� KdV ���	 u(x, t) ����

����	�, Lax ��

L[u] = − d2

dx2
+ u(x, t) ≡ L(t)
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���� t. ���������� E = k2� t��,��������� U(t),

��

L(t)=U(t)L(0)U(t)−1 ,

ψ(t)=U(t)ψ(0) ,
∂

∂t
ψ(t)=

∂U

∂t
ψ(0) =

∂U

∂t
U−1ψ(t) = Mψ(t) .

(9.75)

��, KdV ���	�� Lax �����		 (9.74) �. �
��, �� Lax �

� L[u] �����

L[u]ϕk(x, t) = k2ϕk(x, t)

���� ϕk(x, t) ������, ����� Lax �� M [u] ((9.73) �) 
�, �

∂

∂t
ϕk(x, t) = M [u]ϕk(x, t) . (9.76)

��, � u(x, t) � KdV �����, L[u] �������.

� (9.73)��,� |x|��� M [u]→ −4∂3
x,	��� ϕk ��������

ϕk(x, t) =

{
eikx−4ik3t +Rke−ikx+4ik3t , � x→ −∞;

Tkeikx−4ik3t, � x→ +∞. (9.77)

�����, ���� Tk ����, ����� Rk ���������

Rk(t) = ei8k3tRk(0) . (9.78)

���, �
	�������, ������ (κi, ρi), �� κi ����, � ρi

��������

ρi(t) = e−8κ3
i tρi(0) . (9.79)

KdV ��������������,���	�����.��, KdV ��

������������, 	��������		�

u(x, 0) = V (x),

�� KdV ��������	 u(x, t). �����������
�.

��������, ���������	��������

(1) �����			 u(x, 0), �	����� L[u(x, 0)] ������, 	�

���� S = {Rk(0), κi, ρi(0), i = 1, 2, · · · };
(2) �������� KdV ���������

S → S(t) = {Rk(t) = ei8k3tRk(0), κi, ρi(t) = e−8κ3
i tρi(0), i = 1, 2, · · · };



9.4 ��������� KAM �� · 251 ·

(3) ��� GLM ��	�����, ��������	 u(x, t).

������
�

(9.80)

KdV��������������,�������������	 u(x, t),

���������� GLM ��������, ���������� S(t) �

���� |x| → ∞ ���		������ U∞(t) �
�, 	��	�����

�������.

9.4 ��������� KAM ��

	�� KdV ������
��������������, ���	��

����
�. �����������������, �����������

�������.

��������� ���������,����������H(q, p, t)

�, �������

q̇j =
∂H

∂pj
, ṗj = −∂H

∂qj
, j = 1, · · · , n (9.81)

����������
���	�,�	�,���������������,

�������. �
����������������, �������

�������������, ��������	����.

����������,��
��� F (p, q), G(p, q) 
���������

{F,G} =
n∑

j=1

(
∂F

∂qj

∂G

∂pj
− ∂F

∂pj

∂G

∂qj

)
. (9.82)

�������� H(q, p, t) �, ��������

q̇j =
∂H

∂pj
= {qj, H}, ṗj = −∂H

∂qj
= {pj, H} . (9.83)

������������������������

Liouville �� 
 R2n = {(p, q)} �����������, ������

� H(q, p, t). ���� n ��
������� {Fi(q, p, t), i = 1, 2, · · · , n}

{Fi, Fj} = 0 ,
dFi

dt
=
∂Fi

∂t
+ {Fi, H} = 0 , (9.84)
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���������� (9.83) ���.

����� {Fi, i = 1, 2, · · · , n} ���� R2n = {(p, q)} ������, ��

���	���� (����)� 2n������������ n �� Ma �,

�

Ma = {(p, q, t) ∈ R2n ×R1|Fi(q, p, t) = ai, i = 1, · · · , n}. (9.85)

� Ma �	����, � Ma � n ����
, � Ma ��� {Fi =��} � n

���. 	������
	���, ����
������, Ma ������

�. 	�, �����	��� 2n ����������� n �� Ma �, �

�������� Ma ����������.

��������, ���������. ������, ������

�����–��� (I,θ). �����, �� n ������ n ��	���

� 1- �� γi, �� {γi} ��� n �����

Ii =
1
2π

∮
γi

p(q, F )dq . (9.86)

��	���� n ����� {Fi} �� n ����� {Ii} 
����
,

�� I = (I1, · · · , In) ������. �����������

W (q, I) =
∫q
q0

p(q, F (I))dq , (9.87)

�������������–��������

(q,p)→ (θ, I) ,

θi =
∂W (q, I)

∂Ii
, pi =

∂W (q, I)
∂qi

, (9.88)

� ∮
γi

dθk =
∂

∂Ik

∮
γi

dW =
∂

∂Ik
(2πIi) = 2πδik , (9.89)

� θk � 1- �� γk ����, ����� {Ij} �����. ������� H

���������

İj =−∂H
∂θj

= 0, Ij = const ,

θ̇j =
∂H

∂Ij
= ωj(I), θj = ωj(I)t+ cj . (9.90)

��,�������������,������� θj ,����� Tj =
2π
ωj

.
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���� ωj 
�����, ����
��, ������; ����
���,

����� M �������, ����
�, ���������� M �,

����� M ��������(ergodic), �������� M �������

�����, �������.

�����, �������������������������. �

��� {Ii}((9.86) �) ����–���
��������, ��������

���, ������ Ti =
2π
ωi
��, �������, �����, �	�, ��

���������.

KAM �������� �������������, �������

�
��������������. ��	��, ����
������

������������. ������������, ������
��

���������������. 
��������

H = H0(J1, J2) + εH1(θ1, θ2, J1, J2) , (9.91)

��, H0 �����, H1 ���, θ1, θ2, J1, J2 �������������–��

�, ε �����, �������������� H �	�����.

��
������������, ���������, ������

�������������, ��
�����������������

������, ��, J2 = J2(θ1, θ2, J1, ), 	��� θ1, θ2, J1 ��	�� H = E �

�
�.

� ε = 0 �, �� H0 ��, ������ J1 = ��������, � (9.90)

�

θ1(t) = ω1t+ θ1(0), θ2(t) = ω2t+ θ2(0) , (9.92)

��,

ωi =
∂H0

∂Ji
, i = 1, 2 .

���� H0 ����������������, ��������

(1) ���� α =
ω1

ω2
�����, ������, ����������

�, ������. ������������������;

(2) ���� α =
ω1

ω2
�����, ��
���, ����������,

�������, ������������, ����������, �����

�������, ������.

� ε �= 0, ���� H � (9.91) ��
�
��� θi, ������� Ji

������. ��
�����������, �����������–��
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� (Ik,Θk), ��

H(Ji, θi) = H(Ik) , (9.93)

�������������, ��������������� W (θk, Ik).

���������, ��	�, ����, ���� W (θk, Ik) �	�, 	�

���������	, �	�, �����	���		.

���������, �����������, � KAM���,�����

��

�������������		

det
(
∂2H0

∂Ji∂Jk

)
�= 0 . (9.94)

�� ε �= 0 ������, ������	����������	���,

���������� (�� KAM ��) �����������.

�� KAM ������������. ��������, �������

�����, ������; ���
����, �������������

��, ���������. �����		�, ����������
���

��������
��
�.

����������, ��� α =
ω1

ω2
����� J1 ��, ��, ����

������������
�, 	���������������	. �

�������		 (9.94) �, ���������, �
∂ωi

∂Jk
�= 0. 		���

������ ∣∣∣∣ω1

ω2
− r

s

∣∣∣∣ > µ(ε)
s2.5

, (∗)

��, r, s ���
��, �� KAM ����	�, ������ W (θk, Ik) �

�������� (������ ε), ������
�		.

�����, ������������, ��������������

���������	. 	�, KAM ���
������������

�������, �

�����������		. �����

, ���

��� KAM ��		�, ��������. ��
, �������
��

��, ����
������������.

������������� �
����� KAM���		��,


�����������,��������������,���� Poincare

��, �����������		�����.

� 1954 � A. N. Kolmogorov �
����, �� V. I. Arnold � J. K. Moser ���	�.

��Lichtenberg A J, Liebermann M A. 1983. Regular and Stochastic Motion. New York: Springer-

Verlag.
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 9.2 Poincare ��

�� (9.91) ����������������, ���� E ������

������������,� θ1, θ2, J1 ��	�� H = E �
�.	�,���

��	����������, � θ2 = c ���, �� Poincare �� (
 9.2). �

�������, �������������, ���������	���


����������������.

������ ε = 0 � Poincare������. ����	��� θ2 = �

�� (J1, θ1)���� Poincare�,����������� J1 =�����. �

���
������������ ∆t =
2π
ω2

, ����� θ1 ��
��

�����
���

ω1∆t = 2π
ω1

ω2
= 2πα.

	�, Poincare������������ T �
, �

T

(
J1

θ1

)
=

(
J1

θ1 + 2πα

)
,

��, ��� α =
ω1

ω2
����	���	. ��������, � α ����

���� J1, � α = α(J1).

� Poincare ������–������
� ρ = J1, ϕ = θ1, ������

��� T , ��,

T

(
ρ0

ϕ0

)
=

(
ρ1

ϕ1

)
,

ρ1 = ρ0 ,

ϕ1 = ϕ0 + 2πα(ρ0) .

���� α �����, α(ρ0) =
r

s
, r, s �
���, ���� ρ0 ������

���� s ����� T s ����, �

T s

(
ρ0

ϕ0

)
=

(
ρs

ϕs

)
,

ρs = ρ0 ,

ϕs = ϕ0 + 2π
r

s
· s = ϕ0 (mod 2π) .
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	�, ����� α(ρ0) =
r

s
����� (�����) � Poincaré ����� C

���� s �	�����
��� (
 9.3). � C+, C− �
��������

��	����
���, ���� T s ���, �������
� (� C ��

�) �����, � C+, C− ��������
��.


 9.3

	���� ε �= 0 ���. ����
�����, Poincaré�������

���

Tε

(
ρ0

ϕ0

)
=

(
ρ1

ϕ1

)
,

ρ1 = ρ0 + εf(ρ0, ϕ0) ,

ϕ1 = ϕ0 + 2πα(ρ0) + εg(ρ0, ϕ0) .

������, �������	 α �������, � (∗) ��, ����

KAM ���������, ����������
�. ��������

�, �� Poincare �����������, ���� T s ����. ��
�

���, ������ Tε ��������, KAM ������, ������

Poincare-Birkhoff��� �������������.

Poincare-Birkhoff ����� ����	� α =
r

s
�����, ��

�����, ��� 2ks����, �� ks �����, ks �����, ����


	.

���, ��� T s
ε ����, �� C 
	��� α >

r

s
, ������	

�, �� C+; �� C �	��� α <
r

s
, �������	�, �� C−. 	��

C+ � C− 
�����	� T s
ε ��������� Rs, �� T s

ε ��� Rs

������
��, �
 9.4 �. �� T s
ε �����, 	� Rs � T s

εRs ��

�������. ��� x �����, �� T s
ε x = x, � T i

εx(i = 1, · · · , s− 1) �

� T s
ε �������. 	��� 2ks ����, �
��, ���������

�, �
���, ����������������.

�

����������������
, �������, �����

���� Poincare�����, ������� T s
ε ������.

� Birkhoff G D. 1935. Mem. Pont. Acad. Sci. Novi. Lyncaei, (1): 85∼216
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 9.4

�� ε �����, ��������. �� T s
ε ��������, � Tε �

������� λ1, λ2 �
����

(1) λ1, λ2 ��
����

λ1 = eiχ, λ2 = e−iχ, χ��� .

���������	�, �������������. ��� KAM ����

��, ������		.

(2) λ1, λ2 �
��

λi = e±χ, � λi = −e±χ .

����������	�, �������������, ��� KAM ���

����, ������		.

Lyapunov ������� ������� h ��	��� (separatrix).

��
	����
���� T s
ε �������� h,�� H+;�

	���

�
���� T−s
ε �������� h,�� H−. ����� h����, H−

������������ h′ � H+ �����,������� (homoclinic)

� 
�� (heteroclinic). � x �� (
) ��, � T ns
ε x(n = ±1,±2, · · · ) ���

(
) ��. �� T s
ε �������, H− � H+ �
�����������

��, ���� H− � h′ ����������, ������������
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���. 	�������������������, �����������

���, ��������. ��, �����������, ���������

�� (
 9.5).


 9.5

���

�,���������	�,������ KAM���	�,


������� (
 9.6).


 9.6

������������������	�, ������������

�����, ��������
��. ������	�������, ��

Lyapunov���� λ ���, �

|δx(t)| ≈ |δx(t0)|e(t−t0)λ ,

λ = lim
t→∞

1
t− t0 ln

(
lim

|δ(x(t0))|→0

|δx(t)|
|δx(t0)|

)
. (9.95)

� λ ��, �����. ��, (9.95) ������������. 	�, ����

����	����		��������� Lyapunov �������, ���

����������.

�� N ��������, ����� t0 �, �����������
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∆x(t0), �������������� t ���� ∆x(t) ��

∆x(t) = M(t, t0)∆x(t0) ,

��, M(t, t0) ����������� 2N × 2N �����������, �

Lyapunov�� λ ���� M(t, t0) ���� (Norm)µ(t, t0) ���, �

λ = lim
t→∞

1
t− t0 lnµ(t, t0) .

������ Lyapunov����������, ��������������

����� Lyapunov ��. ����� Lyapunov �������, �����

��� T ��� M(T, 0). � β � M(T, 0)�����������, �����

�� Lyapunov���

λ =
1
T

ln |β| .
��� Poincare ���������, �����������, ����

β = e2πiα, α ����, �� |β| = 1, λ = 0, ������. ���� Poincare �

��������, ��� |β| > 1, λ > 0, ���������.

9.5 �����������

����������������
��
������������

���. ���, ����������������������������

�����������.

����������� ������,���������,��
�

������� T = tb − ta , �

K(xb, xa; t)= 〈xb| exp
(
− i

�
Ĥt

)
|xa〉

=
∑

j

ψ∗
j (xa)ψj(xb)e−

i
�

Ejt , (9.96)

��, Ej � ψj � Ĥ ��������. � (9.96) ��� Θ(t) �������,

�������

G(xb, xa;E)=
1
i�

∫∞

−∞
dte

i
�

EtK(xb, xa; t)Θ(t)

=
1
i�

lim
ε→0+

∫∞

0

dte
i
�
(E+iε)tK(xb, xa; t)

= lim
ε→0+

∑
j

ψ∗
j (xa)ψj(xb)
E − Ej + iε

. (9.97)
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����������
 iε �����, ���������������, �

����������. ������������������, ��, �

(9.97) ��
��, ��������	�

ρ(E)=
∑

j

δ(E − Ej) = − 1
π

∫
dxImG(x, x;E) . (9.98)

	���� (9.98) ������� —— ��������, �����


��
��������� (Vlech 	�)

Ksc(xb, tb;xa, ta)=
(

1
i2π�

)D
2 ∑

γ

[
det

(
− ∂2Sγ

∂xj
b∂x

k
a

)] 1
2

× exp
(

i
�
Sγ(xb, tb;xa, ta)− i

π

2
νγ

)
. (9.99)

�����–��� (Fourier-Laplace)��������������

Gsc(xb, xa;E) =
1
i�

∫∞

0

dte
i
�

EtKsc(xb, xa; t) , (9.100)

��
��, ����������

ρsc(xb, xa;E) =
1
π�

∫∞

−∞
dx

∫∞

0

dte
i
�

EtKsc(x, x; t) . (9.101)

������	 (9.101) �
	. ������, ����. 		, �����

t = tb − ta � xa → xb �������

Sab = S(xb, tb;xa, ta) =
∫ tb

ta

dt(pẋ−H) = W (xb, xa;E)− Et . (9.102)

������� E ��� xa → xb ������ W (xb, xa;E) �����

Wab = W (xb, xa;E) =
∫xb

xa

dxp = S(xb, xa; t) + Et . (9.103)

W (xb, xa;E) ���������� (������), Sab � Wab 
������

����
�
���t↔ E

pb =
∂Sab

∂xb
=
∂Wab

∂xb
, t =

∂Wab

∂E
,

pa =−∂Sab

∂xa
= −∂Wab

∂xa
, E = −∂Sab

∂t
. (9.104)
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��������, ����	�, �
� (xa, ta)→ (xb, tb) ���	��

��, ���������

S(xb, tb;xa, ta) =
∫ tb

ta

dt(pẋ−H)|x=xc ≡ Sab , (9.105)

	�

G(xb, xa;E) =
1
i�

(
1

2πi�

)D
2

∫∞

0

dt

[
det

(
− ∂2Sab

∂xj
b∂x

k
a

)] 1
2

exp
{

i
�
[S(xb, xa; t) + Et]

}
.

(9.106)

����		,
∂S(xb, xa, t)

∂t

∣∣∣
t=tc

= −E, � S(xb, xa, tc) + Etc = W (xb, xa, E). ��

����, �����������

Gsc(xb, xa;E)=
1
i�

(
1

2πi�

)D
2
[
det

(
− ∂2Sab

∂xj
b∂x

k
a

)] 1
2
∣∣∣∣∣
tc

×e
i
�

W (xb,xa;E)

∫∞

0

dte
i

2�

∂2Sab
∂t2

∣∣
tc

(t−tc)
2

=
1

2i�

(
1

2πi�

)D−1
2
(
∂2Sab

∂t2

)− 1
2
[
det

(
− ∂2Sab

∂xj
b∂x

k
a

)] 1
2

e
i
�

W (xb,xa;E).(9.107)

��������� �
�� (9.107) �������	�, � t = tb − ta
��, 
 pa � n �������� δpa,����� xa 
	,�� xb �����

�� δxb. ��	����� J ≡ |δxb|
|δpa| ����

J−1 = −
(
∂2Sab

∂xj
b∂x

k
a

)
,

����	� t ���, ������� (9.104)���

∂t

∂xj
a

=
∂2Wab

∂E∂xj
a

+
∂2Wab

∂E2

∂E

∂xj
a

= 0 . (9.108)

	��������� E ���, � xa → xb ���

H(pb, xb) = H

(
∂Wab

∂xb
, xb

)
= E ,

������
��, �

0 =
∂

∂xi
a

H =
∂H

∂pj
b

∂2Wab

∂xi
a∂x

j
b

.
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��� D ×D ���
M =

(
∂2Wab

∂xi
a∂x

j
b

)

�����������
∂H

∂pj
b

, ��

detM = 0 . (9.109)

������� (9.104)�
(
∂2Sab

∂t2

)−1

= −∂
2Wab

∂E2
, (9.110)

�
, ��
∂Sab

∂xj
a

=
∂Wab

∂xj
a

, (9.111)

�� (9.108)�, �

∂2Sab

∂xj
b∂x

k
a

=
∂2Wab

∂xj
b∂x

k
a

+
∂2Wab

∂xj
b∂E

∂E

∂xk
a

=
∂2Wab

∂xj
b∂x

k
a

− ∂2Wab

∂xj
b∂E

∂2Wab

∂E∂xk
a

(
∂2Wab

∂E2

)−1

. (9.112)

��� (9.109)�,�	� (9.112)��������� D×D ��� J−1 �

���, ����
�� (D + 1)× (D + 1) ����� ∆ab(E) �

∆ab(E)= (−1)D+1detD+1

⎛
⎜⎜⎝

∂2Wab

∂xj
b∂x

k
a

∂2Wab

∂xj
b∂E

∂2Wab

∂E∂xk
a

∂2Wab

∂E∂E

⎞
⎟⎟⎠

=−∂
2Wab

∂E2
detD

(
− ∂2Sab

∂xj
b∂x

k
a

)
.

��� (9.110) ���� (9.107) ������	�, �������� D ×D �
�, ������������� (D + 1) × (D + 1) ��. ��, D = 2 �, 
∣∣∣∣∣
a b

c d

∣∣∣∣∣ = 0, ������� 3× 3 ���.

∆ab(E)=−

∣∣∣∣∣∣∣∣

a b u

c d v

x y z

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣

a b u

c d v

x y 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −z

∣∣∣∣∣∣∣∣

a b u

c d v

x/z y/z 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
=−z

[∣∣∣∣∣
b u

d v

∣∣∣∣∣x/z −
∣∣∣∣∣
a u

c v

∣∣∣∣∣ y/z
]
.
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����,

δ=

∣∣∣∣∣
a− ux/z b− uy/z
c− vx/z d− vy/z

∣∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣∣
a uy/z

c vy/z

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣
ux/z b

vx/z d

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
b u

d v

∣∣∣∣∣x/z −
∣∣∣∣∣
a u

c v

∣∣∣∣∣ y/z


���, �

∆ab(E)=−zδ .

Morse ������	����� ���, ��������� E �, �

xa → xb ����������, 	��������������������

{xγ} ������. ��, �����������������

Gsc(xb, xa;E) =
2π

(2πi�)
D+1

2

∑
γ

√
(−1)D+1∆γ

abe
i
�

W γ
ab−i π2 µγ , (9.113)

��, 	� (−1)D+1 ��
�	���������������. (9.113)

��� µγ ������ E �, � xa → xb ����� xγ ���������,

��� Morse ��, ��������� νγ . �	���������� t ��

xa → xb ���������,�		 µγ �������� E ��� xa, xb �

��������. �� (9.113) ��, ���������������

ρsc(E)=− 1
π

∫
dxImG(x, x;E)

=
2

(2π�)
D+1

2

∑
γ

∫
dDx|∆γ(x, x;E)| 12

× cos
[

1
�
W γ(x, x;E)− π

2

(
µγ +

D − 1
2

)]
. (9.114)

����, ������, ���	���

∂

∂x
W (x, x;E) =

∂W (x, x;E)
∂xa

+
∂W (x, x;E)

∂xb

∣∣∣
x=xa=xb

= pb − pa = 0 , (9.115)

���������������. ��������������������

�������xb = xa = x, �������������pa = pb, ������

����, ���������������, �
 9.7 �. �����, ��

����������.
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 9.7

���������� �����������	������, ��

��
��–������		.

�����, ������ (��������). �����, ������

�������

W (E)=
∮
pdx =

∮
dx
√

2m(E − V (x))

=2
∫ b

a

dx
√

2m(E − V (x)) = 2Wab. (9.116)

��
∂2Wab

∂xa∂xb
= 0 ,

∂2Wab

∂xa∂E
= − m√

2m(E − V (x))
= − ∂

2Wab

∂E∂xb
, (9.117)

��

∆(x, x;E) =
m

2(E − V (x))
. (9.118)

����� E � j �����, � Maslov ��

W j(x, x;E) = j

∮
dx
√

2m(E − V (x)) = jW (E) . (9.119)

	����� (D = 1) ������

ρsc(E) =
1
π�

∫ b

a

dx
(

m

2[E − V (x)]

) 1
2

cos
(
j
W (E)

�
− π
)
. (9.120)

		�
∂W (E)
∂E

=
∫ b

a

dx
2m√

2m(E − V (x))
,

�������	� ∑
j

cos(2πjx) =
∑

n

δ(x− n) .
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����

ρsc(E)=
1

2π�
∂W (E)
∂E

∑
n

δ

(
W (E)
2π�

− 1
2
− n
)

=
∂W (E)
∂E

∑
n

δ

(
W (E)−

(
n+

1
2

)
2π�
)

=
∑

n

δ(E − En) .

�������������
	�

δ(f(x)) =
∑

n

δ(x − xn)
|f ′(xn)| ,

	� ∫ b

a

dx
√

2m(E − V (x)) =
1
2
W (E) =

(
n+

1
2

)
π� .

����������������
���–������		.

9.6 ������ (����), 
 ��

�� Rydberg ��

���������� �������������.	�,���	��

���������, �����������������������	�,

��	������	�
�. 	�����, �������������

����������, �������	���������������, �

��������.����������	����������������

��	�.

�����������, ���������������������

�, ��
�����������. ��, ��� N ����������

��, ��� N ��
��������� {Ii, i = 1, 2, · · · , N}, ���
��
����� H , ��

[Ii, Ij ] = 0.

� N �����������, ����������, �� N ������

Ii|λ〉 = λi|λ〉,

������ {λi} ���. ��, ����������

�� N ��������������, ��� N ��
�����

��, ������
��������� CSCO(complete set of communicating

operator),�����.
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��������,������
��������,�������� (�

�����) ����������!�����, �������������.

�������������������������, ��� N ��

���������, ��� N ������
������ Ij , � Ij ���

���������� Casimir ��. � {Ii}N1 �����������	.

���������	������	�. �����������

 ������	���������������,����������

������	�
�����, �	�����

�����������

�. ������, �����������������������,���

��������, ���	������	�����.

��,��	������� ��������	���� (delocalization).

1905��	��� �����		��� ����������.� 1974

� Bayfield� Koch� 		��	����
������� �������


���, ��	������ ����������
	��������, 	

����� �. 1978 � Leopold � Perival���������������


��	����������, ����
���������������,

��
�� �	���������, �
� ���������.

�������� �������
��������	���� ��

�.

Rydberg ���������, ��������. ��!������

��, (���� ��), �����

H =
1
2

(
p+

A

c

)2

− 1
r
, (9.121)

��, A ��	, ����� B, ��

A =
1
2
B × r,

��

∇×A = B

� Bayfield J E, Koch P M. 1974. Phys. Rev. Lett., (33)�258.

� Leopold J G, Perival I C. 1978. Phys. Rev. Lett., (41)�944.

� 1. Frieduch H, Wintgen D. 1989. The hydrogen atom in a uniform magnetic field-an example

of chaos. Phys. Rep., (183)�37∼39.

2. ��. 1996. ����. �������
� .

3. Cvotanovie P, et al. Classical and quantum chaos. http://www. nbi. dk/ChaosBook/ .

4. Du M L, Delos J B. 1988. Effect of closed orbits on quantum spectra, ionization of atoms

in a magnetic field. Phys. Rev. A, (38)1896.
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�		

∇ ·A = 0.


��� B � z ��
, ��

Ax = −B
2
y, Ay =

B

2
x, Az = 0.

�������� γ =
B

B0
, B0 =

m2e3c

�3
∼ 2.35× 105T. ����
� (ρ, ϕ, z), �

��������

pρ = ρ̇, pz = ż, pϕ = ρ2ϕ̇− γρ2

2
,

���� (9.121) ��

H =
1
2

(
p2

ρ +
p2

ϕ

ρ2
+ p2

z

)
− 1√

ρ2 + z2
+
γ

2
pϕ +

γ2

8
ρ2. (9.122)

��������������

Ψ(ρ, ϕ, z) ≡ ψ(ρ, z)eimϕ,

��

[
1
2

(
−1
ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ
− ∂2

∂z2
+
m2

ρ2

)
− 1√

ρ2 + z2
+
m

2
γ +

γ2

8
ρ2

]
ψ(ρ, z) = Eψ(ρ, z).

(9.123)

������� z �	��� xy ������, 	���� m ��� z ���

�� π �����, ������ (���) ��� m
2 γ , ���������,

	�, �������������� 2 �	 V (ρ, z) ����

[
1
2

(
−1
ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ
− ∂2

∂z2

)
+ V (ρ, z)

]
ψ(ρ, z) =

(
E − m

2
γ
)
ψ(ρ, z), (9.124)

��,

V (ρ, z) =
1
8
γ2ρ2 +

m2

2ρ2
− 1√

ρ2 + z2
(9.125)

���� γ = 0 ������"
�	;� γ ���, �� (������) ��

�, ���
��� �, "
�	. ������, ������������

	, ���������
�������, ���������	. �����

��
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���������� ������, ������, (9.125) �����

�,����� SO(4)������, ������ (H,L2, Lz)����, (n, l,m)

�����, �����, ���������� (� Ryd =
me4

2�2
����

�)

En,m = − 1
2n2

+
m

2
γ, (9.126)

����������.

� γ �= 0, �����, �����������, ���� γ2n4/8 ����

�� n−3,�� n �������	,�� n ��������,� l ���,��

��� l ���. ��, ���	 E,Lz 
, �����
� γ2 ������

Σ = 4A2 − 5A2
z = 4(A2

x +A2
y)−A2

z , (9.127)

��

A =
1√−2�mE

[
P ×L− me2

r
r

]

� Runge-Lenz ��.

� Σ ������� k ����, �� Λ = (Ax, Ay, Lz) ���� O(3) �

�, Λ2 ��� λ(λ + 1) ����, ��	��. ������� (n, k,m) ��

�, λ = n − 1 − k. ��� k � 0(� π = +1) � 1 (� π = −1) 

�����

n− |m| − 1. ������������

∆Erot =
1
16
γ2n2

(
9
2
λ(λ+ 1) +

1
2
n2 − 3m2 +

13
4

)
. (9.128)

� Σ ������� s����,���� O(2)×O(2) ��,������

������, �����. �������� (n, k,m) ���, k = n − |m| − s.
�������������

∆Erib =
1
16
γ2n2[(2σ + |m|+ 1)2

√
sn− 3(2σ + |m|+ 1)2 −m2 + 1] (9.129)

��, σ =
1
2
(s− 1)(� =

1
2
(s− 2))= 0, 1, 2, · · · .

������ n + 1 ����������� (σ = 0) ������ n ��

�����	�� (λ = n − 1 � n − 2) ������, ���� n ���. ��

��� �� E = 0�, n� k ��������,��� Rydberg������

����
��.

�������	�� � (9.123)���� ((9.125)������)��

�,�����
� ρ, z ����, �� ψ(ρ, z) = Φ(ρ)eipzz ,��
��� Φ(ρ)�
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�
[
1
2

(
−1
ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ
+
m2

ρ2

)
+

1
8
γ2ρ2

]
Φ(ρ) =

(
E − m

2
γ − 1

2
p2

z

)
Φ(ρ) (9.130)

���� �������������, �������

E=ENm +
1
2
p2

z,

ENm =
(
N +

1
2

+
m

2
+
|m|
2

)
γ,

N = 0, 1, 2, · · · ,

�������� (Landau) �.

����������, ����� ψ(ρ, z) � (9.130) ���
���

ΦNm(ρ) �

ψ(ρ, z) =
∑
N�0

ΦNm(ρ)ψN (z), (9.131)

�� (9.123)��������������� ψN (z) �����
(

1
2

d2

dz2
−Nγ + (E − Em)

)
ψN (z)−

∑
N ′

V m
NN ′(z)ψN ′(z) = 0, (9.132)

��, Em =
1
2
(|m| + 1)γ �����������, �� mπ �������. �

����

V m
NN ′(z) =

∫∞

0

dρρΦNm(ρ)
−1√
ρ2 + z2

ΦN ′m(ρ)

�������� m ���, ����������	���.

� γ > 1 �, N > 0 ��������������� ��
�, ����

�	 �����, �� N = 0 ��� Rydberg ��
������. ���


	 γ = 1 ������, ����������, � γ ≈ 0.3 ��, N = 1 ��

�������� �� Em, 	�
���������� Rydberg ��. � γ

����, ��������, ����������.

������������ 	
�����
��
���
, ����

��, �����������!���, �������������	�.

1969 �, Gaston � Tomkins���������
��
�����, �


9.8�, � ����		����� 1.5γ ������. ����� Edmonds

������.

� Gaston W R S, Tomkins F S. 1969. Astro. Phys.J., (158)�839.
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 9.8 ����
�������

1971 � Gutzwiller �
������, �������������

�

�����	�. ��������������������, ���, �

����� ������������, ��������������, �

��������������, �����	��	�	�. ������, �

�������������������������, ���������

�, �����		
��� Lyapunov ��. ��������������

��.

������������ ��������������, �����

����������. �������������������

H(α2r, α−1p, α3t) = α−2H(r,p, t).

����

r̃ = γ
2
3 r, p̃ = γ−

1
3p,

��, �

γ−
2
3H= H̃

=
1
2

(
P̃ 2

ρ + P̃ 2
z +

l̃2z
ρ̃2

)
− 1√

ρ̃2 + z̃2
+

1
8
ρ̃2.

�������, ����������. �	�����
� Larmor �� ωl =
γ

2
� z �����	�
�,���������,��
�� l̃z �
���

�����, ��������, ���������� ε
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ε = Eγ−
2
3

������������ H̃ = ε ���.

��	 H̃ � r̃ =
√
ρ̃2 + z̃2 = 0 ���
�, ����
�

r̃ =
1
2
(µ2 + ν2), z̃ =

1
2
(µ2 − z2), ρ = µν

���������

dt = 2r̃dτ = (µ2 + ν2)dτ.

���

Pρ =
1

µ2 + ν2
(µPν + νPµ), Pz =

1
µ2 + ν2

(−νPν + µPµ),

��,

Pµ =
dµ
dτ
, Pν =

dν
dτ
.

��

H̃ =
1

2(µ2 + ν2)

[
P 2

µ + P 2
ν + l2z

(
1
µ2

+
1
ν2

)
− 4
]

+
1
8
ρ̃2 = ε.

���������

h =
1
2

(
P 2

µ +
l2z
µ2

+ P 2
ν +

l2z
ν2

)
− ε(µ2 + ν2) +

1
8
µ2ν2(µ2 + ν2) = 2,

� ε < 0,������������ (��� ω =
√−2ε,���� µ2ν2(µ2+ν2)

��).

KAM ������ ������� ε������ µ = 0� Poincare�

���������. ���������������������� E

��
 γ, ���������ε = γ−
2
3E, �������� ε → −∞, �

��������#������. � ε ≈ −0.35,���	�������, �

� ε = 0.127 268 612 �� KAM ��	�.

��$���� ����������, ��������������

	�. ��, ��������������, ���������������

���
�, "��� Delos������������, ��� ������

� ψi(q) ���������, �
���� ������������,�

����
���, ���������������. ��������
�

������ 65 ��������, ����������.

� Frieduch H, Wintgen D. 1989. Phys. Rep., (183)�37.

� Du M L, Delos J B. 1988. Phys.Rev.A, (38)�1896.
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� � 9

1. ������, ����

B(x) = ρe−κx

� GLM ��

K(x, z) + ρe−κ(x+z) +

∫∞

x

dyK(x, y)ρe−κ(y+z) = 0

	
��	 u(x).



��A � � � �

1. ������

∫+∞

−∞
dye−ay2

=
√
π

a
. (A.1)

�������	

∫+∞

−∞
dyy2e−ay2

=
√
π

a

1
2a
,

∫+∞

−∞
dyy4e−ay2

=
√
π

a

3
4a2

,

∫+∞

−∞
dyy6e−ay2

=
√
π

a

15
8a3

.

��������

∫+∞

−∞
dyy2ne−ay2

=
√
π

a

(2n− 1)!!
(2a)n

=
Γ
(
n+

1
2

)

an+ 1
2

. (A.2)

2. ����

∫+∞

−∞
dye−ay2+by =

√
π

a
e

b2
4a , (A.3)

∫+∞

−∞
dyye−ay2+by =

√
π

a

(
b

2a

)
e

b2
4a ,

∫+∞

−∞
dyy2e−ay2+by =

√
π

a

(
1
2a

)(
1 +

b2

2a

)
e

b2
4a .

3.

∫+∞

0

dye−ay2− c
y2 =

√
π

4a
e−2

√
ac. (A.4)
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4. Fresnel ��

∫+∞

−∞
dyeiay2

=

√
iπ
a

= e
iπ
4

√
π

a
, (A.5)

∫+∞

−∞
dyei(ay2+by) =

√
iπ
a

e−i b2
4a . (A.6)

5. ����, �����������������, ��

∫+∞

−∞
· · ·

∫+∞

−∞
dx1 · · · dxn exp

{
−1

2
x ·A · x+ b · x

}

=

√
(2π)n

detA
exp
{

1
2
b ·A−1 · b

}
, (A.7)

∫+∞

−∞
· · ·

∫+∞

−∞
dx1 · · · dxn exp

{
i
2
x ·A · x+ ib · x

}

=

√
(i2π)n

detA
exp
{
− i

2
b ·A−1 · b

}
. (A.8)

��, A = (Aij) ������.

6. ��������

�

z = x+ iy,

���

dz̄ ∧ dz = 2idx ∧ dy,

		 ∫
dz̄dz
i2π

e−az̄z =
∫

dxdy
π

e−a(x2+y2) =
1
a
.

����������������, �	

∫ n∏
k=1

dz̄kdzk

i2π
e−
∑

ij z̄iAijzj =
1

detA
= e−tr ln A, (A.9)

∫ n∏
k=1

dz̄kdzk

i2π
e−
∑

ij z̄iAijzj+
∑

j(b̄jzj+z̄jbj) =
1

detA
e
∑

j b̄i∆ijbj , ∆ = A−1, (A.10)

��, A+ = A, A ����.



��B 
�� δ ��

B1 
�� δ ��������

#�� δ ������

δ(x − y) = δ(y − x). (B.1)

����	� x = y �
,δ(x− y) = 0, �� x = y �, lim
(x−y)→0

δ(x− y)→∞. �

∫ b>y

a<y

δ(x− y)dx = 1. (B.2)

������� f(x), �

∫ b>y

a<y

f(x)δ(x − y)dx = f(y). (B.3)

δ ���������

f(x)δ(x− y) = f(y)δ(x− y), (B.4)

xδ(x) = 0. (B.5)

� f(x) ����� xn, � f ′(xn) �= 0,

δ(f(x)) =
∑

n

δ(x− xn)
|f ′(xn)| . (B.6)

��

δ(x2 − a2) =
1
2a

(δ(x − a) + δ(x+ a)),

� a > 0 �, �

δ(ax− b) =
1
a
δ

(
x− b

a

)
.

B2 δ �������������

δ′(x) �� ∫+∞

−∞
dxδ′(x)f(x) = −f ′(0). (B.7)
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δn(x) �� ∫+∞

−∞
dxδn(x)f(x) = (−1)nfn(0). (B.8)

Step ��

θ(x) =

⎧⎨
⎩

1, � x > 0,

0, � x < 0.

Sign ��

ε(x) =

⎧⎨
⎩

+1, � x > 0,

−1, � x < 0.

���������

|x| = xε(x), (B.9)

θ(x) + θ(−x) = 1, (B.10)

θ(x) − θ(−x) = ε(x). (B.11)

�����
����
�

d|x|
dx

= ε(x),

dε(x)
dx

= 2δ(x),

δ(x) =
dθ(x)
dx

=
1
2

dε(x)
dx

=
1
2

d2|x|
dx2

;

��������

θ(x) =
∫x

−∞
dyδ(y),

ε(x) = −1 + 2
∫x

−∞
dyδ(y). (B.12)

B3 δ ���������

δ �����������

δ(x− y) =
1√
π

lim
ε→0+

(
1√
ε
e−

(x−y)2

ε

)
, (B.13)

δ(x − y) =
1
π

lim
ε→0+

(
ε

ε2 + (x− y)2
)
, (B.14)

δ(x− y) =
1

2πi
lim

ε→0+

(
1

x− y − iε
− 1
x− y + iε

)
, (B.15)
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δ(x− y) = lim
ε→0+

1
π(x− y) sin

x− y
ε

, (B.16)

δ(x − y) = lim
ε→0+

1
ε
θ
( ε

2
− |x− y|

)
. (B.17)

�����	�����
�� δ��,� (B.13)���
1√
π

∫+∞

−∞
dxe−x2

= 1,

(B.14) ���
1
π

∫+∞

−∞

dx
1 + x2

= 1, (B.16) ���
1
π

∫+∞

−∞
dx

sin ax
x

= ε(a).

�
����������

1
x∓ iε

= P

(
1
x

)
± iπδ(x), (B.18)

(B.18) � P �����, �������, ����
∫R

−R

dxP
(

1
x

)
≡ lim

δ→0

(∫−δ

−R

dx
x

+
∫R

δ

dx
x

)
,

�����������. ��

δ(x) =
1
2π

∫+∞

−∞
dkeikx, (B.19)

θ(x) = lim
ε→0+

1
i2π

∫+∞

−∞
dk

eikx

k − iε
. (B.20)

� x > 0, � k �����, ����������, ������ (B.20) �

θ(x > 0) = 1. ���	 θ(x < 0) = 0.

B4 δ �����������

δ �������������. ��, ����� −L � x � L, ��

{ψn(x)} =
√

1
Le

iπ2nx
L ��

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

����

∫+L

−L

dxψ∗
n(x)ψm(x) = δnm.

��		 lim
N→∞

N∑
n=0

ψ∗
n(x)ψn(y) = δ(x − y).

����, �	
�
{
ψk(x) =

1√
2π

eikx

}
��

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

����

∫+∞

−∞
dxψ∗

k(x)ψk′ (x) = δ(k − k′).

��		

∫+∞

−∞
dkψ∗

k(x)ψk(y) = δ(x− y).
(B.21)
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(B.21) �� δ �����������.

δ(x − y) =
1
2π

∫+∞

−∞
dkeik(x−y).

B5 ��������

��������� 0 � x � L �����. ������ Laplace ��

− d2

dx2
��������� δ ��.

1. Dirichlet ����

φ(0) = 0 = φ(L), φn(x) =

√
2
L

sin
nπx

L
, n ∈ N,

δ(x− y) =
2
L

∑
n∈N

sin
nπy

L
sin

nπx

L
(0 � x, y � L),

2
L

∫L

0

dx sin
nπx

L
sin

mπx

L
= δnm (n,m ∈ N).

2. Neumann ����

φ′(0) = 0 = φ′(L), φn(x) =
√

2
L

cos
nπx

L
, n ∈ N, φ0 =

√
1
L
.

δ(x− y) =
1
L

∑
n∈Z

cos
nπy

L
cos

nπx

L
(0 � x, y � L). (B.22)

3. ������

φ(0) = φ(L), φ′(0) = φ′(L), φn(x) =

√
1
L

eiπ2nx/L, n ∈ Z,

δ(x− y) =
1
L

∑
n∈Z

eiπ2n(x−y)/L =
1
L

[
1 + 2

∞∑
n=1

cos
(
π2n(x− y)

L

)]
, (0 � x, y � L).

(B.23)

(B.23) �� y = 0 �

δ(x) =
1
L

∑
n∈Z

eiπ2nx/L. (B.24)

(B.24) � x ��� 0 � x � L, ����� x ������������

∞∑
m=−∞

δ(x−mL) =
1
L

∑
n∈Z

eiπ2nx/L. (B.25)

� L = 2π, (B.25) ��
∞∑

m=−∞
δ(x−m2π) =

1
2π

∑
n∈Z

einx. (B.26)
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�� x = y2π, (B.26) ��

∞∑
m=−∞

δ(y −m) =
∞∑

n=−∞
eiπ2ny. (B.27)

(B.27) ������	�.

B6 ������������

(B.25) �
�� F (x) ����

+∞∑
N=−∞

F (NL)=
+∞∑

n=−∞

1
L

∫+∞

−∞
dxF (x)ei2πnx/L,

+∞∑
N=−∞

F (N2π)=
+∞∑

n=−∞

1
2π

∫+∞

−∞
dxF (x)einx.

� F (x) = e−α2x2
, �����

+∞∑
N=−∞

e−α2(2πN)2 =
+∞∑

n=−∞

1
2α
√
π

e−n2/4α2
. (B.28)

���� α �������, ��������.



��C ��������������

���������

L̂ψ(x) ≡ −
[

d2

dx2
+ q(x)

d
dx

+ r(x)
]
ψ(x) = f(x). (C.1)

���� L̂ �����	 φ(x) ���

L̂φ(x) ≡ −
[

d2

dx2
+ q(x)

d
dx

+ r(x)
]
φ(x) = 0. (C.2)

����� (C.1) ��	 ψ(x) ��

ψ(x) = φ(x) + ψp(x), (C.3)

��, ψp(x) ��� (C.1) ��	.

���� (C.2) ����
��. �	������������	, ���

��� (C.1 ) ��	

�$��. �����		�
��

(1) ���� (IVP), ��

ψ(x1) = a, ψ′(x1) = u.

(2) ���� (BVP), ���

� Dirichlet ��		 ψ(x1) = a, ψ(x2) = b.

� Neumann ��		 ψ′(x1) = u, ψ′(x2) = v.

��� (C.1 ) ��	�

ψp(x) =
∫x2

x1

dyG(x; y)f(y), (C.4)

��, ���� G(x; y) ��

L̂G(x; y) ≡ −
[

d2

dx2
+ q(x)

d
dx

+ r(x)
]
G(x; y) = δ(x− y) (C.5)

�����		. �������		
�����. ����������	�

����, �������
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1. ����

�������	�

ψ(x) = φ(x) + ψp(x),

⎧⎨
⎩
φ(0) = a, φ′(0) = u,

ψp(0) = 0, ψ′
p(0) = 0.

�����		, ���� G(x; y) ���

G(0; y) = 0,
∂

∂x
G(x; y)|x=0 = 0, (C.6)

�

ψ(x)=φ(x) +
∫∞

0

dyΘ(x− y)G(x; y)f(y)

=φ(x) +
∫x

0

dyG(x; y)f(y).

�	

G(x; y) = Θ(x− y)φ1(x)φ2(y)− φ2(x)φ1(y)
W (y)

, (C.7)

��, φ1, φ2 ������
�����	, � W = φ1φ
′
2 − φ′1φ2 �= 0.

2. ����

�������	, � Dirichlet ��		 ψ(x1) = 0 = ψ(x2), (C.1) ����

	.

���������
�����	 φ1,2,W = φ1φ
′
2 − φ′1φ2 �= 0.

L̂φ1,2(x) = 0,

⎧⎨
⎩
φ1(x1) = 0, φ1���		,

φ2(x2) = 0, φ2���		,

L̂G(x; a) = δ(x − a), G(x1; a) = 0, G(x2; a) = 0. (C.8)

����	�

G(x; a) = −Θ(a− x)φ1(x)φ2(a) + Θ(x− a)φ1(a)φ2(x)
W (a)

, (C.9)

�

ψ(x)=−
∫x2

x1

dyf(y)
Θ(y − x)φ1(x)φ2(y) + Θ(x− y)φ1(y)φ2(x)

W (y)

=−
φ1(x)

∫x2

x

dyf(y)φ2(y)

W (y)
−
φ2(x)

∫x

x1

dyf(y)φ1(y)

W (y)
.
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3. ������

� L̂ ����, ���������� L̂φn = λnφn ���������

� {φn}, ��#����, ��� {|n〉}�
⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
����

∫x2

x1

dxφ∗n(x)φm(x) = δnm, � 〈n|m〉 = δnm,

��		
∑

n

φ∗n(x)φn(y) = δ(x − y), �
∑

n

|n〉〈n| = I.

����������������� L̂ ������, �������

(1) � L̂ ���, ���������, λn �= 0, �

L̂ =
∑

n

λn|n〉〈n|.

��������

Ĝ =
∑

n

1
λn
|n〉〈n|,

� L̂ψ = f ����	

ψ(x) =
∫x2

x1

dyG(x; y)f(y), (C.10)

��,

G(x; y) =
∑

n

1
λn
φ∗n(y)φn(x),

�

Ĝ =
∑

n

1
λn
|n〉〈n| = L̂−1, (C.11)

��

L̂G(x, y) = δ(x− y),
�

L̂Ĝ = I. (C.12)

(2) � L̂ ����	�φ0(x), λ0 = 0. �

L̂φ0(x) = 0.

��� L̂ψ = f ����� f(x) ����	 φ0(x) ��, �
∫x2

x1

dxφ∗0(x)f(x) �= 0,
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������	.

���"��, �� f(x) ��
∫x2

x1

dxφ∗0(x)f(x) = 0,

����	, �	���

ψ(x) = cφ0(x) +
∫x2

x1

dyG(x, y)f(y), (C.13)

��,

G(x, y) =
∑

n

′ 1
λn
φ∗n(y)φn(x). (C.14)

�������
��. ������	�����������, ����

����, ��

L̂G(x, y) = δ(x− y)− φ∗0(y)φ0(x). (C.15)



��D Laplace-Beltrami �����

δ(r) ��

D1 Laplace-Beltrami ���	����

N ��� Laplace-Beltrami ���

∆LB ≡ −∇2 ≡ − 1√
g
∂a(
√
ggab∂b), g = det(gab), a, b = 1, 2, · · · , N. (D.1)

�������� ∆LB = −∇2 �������−∇2ψn = λnψn.

�����, −∇2 ����.

Dirichlet ��		, �����λn > 0, �����.

Neumann ��		, �����µn � 0, �������. �

µn � λn, µ1 < λ1, µ0 = 0, � λ0.

�����, �

−∇2ψk = k2ψk

���� {ψk = (2π)−N/2 exp{ik · r}} ��
⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∫
dNrψ∗

k(r)ψk′(r) =
1

(2π)N

∫
dNr exp{i(k − k′) · r} = δ(k − k′),

∫
dNkψ∗

k(r)ψk(r′) =
1

(2π)N

∫
dNk exp{ik · (r − r′)} = δ(r − r′).

D2 ��������

Laplace-Beltrami �����, ��� laplace�� ∇2ψ = 0, �� ���.

������, �����, ����
�

ds2 = dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2,

�����

gab = diag(1, r2, r2 sin2 θ),

���

gab = diag
(

1,
1
r2
,

1
r2 sin2 θ

)
,
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����

g = det(gab),
√
g = r2 sin θ.

Laplace-Beltrami ����
���

∆LB =− 1
r2 sin θ

∂a(r2 sin θgab∂b)

=− 1
r2

∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
− 1
r2

[
1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1
sin2 θ

∂2

∂φ2

]

=−∇2
r −

1
r2

∇2
Ω .

���� ��� (Laplace-Beltrami �����) ��

ψlm(r) = (almr
−(l+1) + blmr

l)Ylm(Ω), l = 0, 1, 2, · · · . |m| � l, (D.2)

��, {Ylm(Ω)} ��� ��� (���� S2 � ���), ��

−∇2
ΩYlm(Ω) = l(l+ 1)Ylm(Ω), −i

∂

∂φ
Ylm(Ω) = mYlm(Ω), (D.3)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

����

∫
dΩY ∗

lm(Ω)Yl′m′(Ω) = δll′δmm′ ,

��		
∞∑
l=0

l∑
m=−l

Y ∗
lm(Ω ′)Ylm(Ω) = δ(Ω ′ − Ω)

= δ(φ − φ′)(cos θ − cos θ′).

� ��� {Ylm(Ω)} �����

Ylm(Ω) = Ylm(θ, φ) =
[
2l + 1

4π
(l −m)!
(l +m)!

] 1
2

(−1)mP
|m|
l (cos θ)eimφ, (D.4)

��, Pl(µ) ���

L = (1− µ2)
d2

dµ2
− 2µ

d
dµ

(−1 � µ = cos θ � 1) (D.5)

�����, �

LPl(µ) = l(l+ 1)Pl(µ), l = 0, 1, 2, · · · , (D.6)

1
2

∞∑
l=0

(2l + 1)Pl(µ′)Pl(µ) = δ(µ− µ′) (−1 � µ, µ′ � 1). (D.7)
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D3 ��������

�����������
�

ds2 = dr2 + r2dφ2, (D.8)

Laplace-Beltrami ��

−∇2 ≡ − 1√
g
∂a(
√
ggab∂b) = −1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
− 1
r2

∂2

∂φ2
. (D.9)

���� ��� (Laplace-Beltrami)�������

ψm(r)= (amr
−|m| + bmr

|m|)eimφ, m = ±1,±2, · · · .
ψ0(r)=a0 ln r + b0.

��

{
Φm(φ) =

1√
2π

eimφ

}
����� S1 � ���, ��

− ∂2

∂φ2
Φm(φ) = m2Φm(φ), m = 0,±1,±2, · · · . (D.10)

���⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

����

∫2π

0

dφΦ∗
m(φ)Φm′ (φ) =

1
2π

∫2π

0

dφei(m−m′)φ = δmm′ ,

��		
1
2π

∞∑
m=−∞

eim(φ−φ′) = δ(φ − φ′).

D4 ����� δ ������ δ(r) ������

������, �

δ(r)=
1

(2π)3

∫
d3k exp{ik · r}

= δ(x)δ(y)δ(z).

���
�����, ��

δ(r) =
1
r2
δ(r − r′)δ(Ω − Ω ′)

=
1
r2
δ(r − r′)δ(φ − φ′)δ(cos θ − cos θ′)

=
1
r2
δ(r − r′)

∞∑
l=0

l∑
m=−l

Y ∗
lm(Ω)Ylm(Ω).
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����� r = 0 �����
���� f(r) = f(r), �

δ(r) =
δ(r)
4πr2

, r ∈ E
3,

��, �
 δ(r) �
����� 0 � r ���� r = 0 ������ f(r) ��,

∫a>0

0

drδ(r)f(r) = f(0).

δ(r) �����
δ(r)
r

= −δ′(r),

δ(r2) =
δ(r)
2r

�

δ(r2 − a2) =
1

2 | a | [δ(r− | a |) + δ(r+ | a |) =
1

2 | a |δ(r− | a |).

����������� G(r, 0) ��

−∇2G(r, 0) = δ(r), Dirichlet ��		� G(r, 0) |r→∞= 0 (D.11)

⇒ G(r, 0) =
1

4πr
. (D.12)

D5 ����� δ ��

���������� δ ��, �����
�, �

δ(r − r′) =
1
r
δ(r − r′)δ(φ − φ′), (D.13)

����� r = 0 ������ f(r) = f(r), �

δ(r) =
δ(r)
2πr

, r ∈ E
2. (D.14)

����������� G(r, 0) �� (Dirichlet ��		�	)

−∇2G(r, 0) = δ(r), Neumann��		 : ∇G(r, 0) |r→∞= − r

2πr
(D.15)

⇒ G(r, 0) =
1
2π

ln
a

r
. (D.16)
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D6 k ������ G(r, r
′
; k)

k ������ G(r, r′
; k) ��

−(∇2 + k2)G(r, r′
; k) = δ(r − r′

), (D.17)

�	��

G(r, r′
; k) =

∫
dnk

′

(2π)n

eik
′ ·(r−r

′
)

k′2 − k2
. (D.18)

�������������		��.

���������

G(r, r′
; k) =

eik|r−r
′ |

4π|r − r′ | . (D.19)

��������

G(r, r′
; k) =

i
4
H

(1)
0 (k|r − r′ |). (D.20)

��, H(1)
0 ������� (Bessel) ��.

��������

G(x, x′; k) =
i

2k
eik|x−x

′ |. (D.21)

� � �, �%�. 2000. �"����. �%��%��
� .



��E ����������, ����

���
���

�������� {f(x)} ������, ��

F [f ] =
∫∞

−∞
dxf(x)

����� f(x) ���, ����� F [f ], ����������� f(x) �

�. ��, �������������

S[q(t)] =
∫ tb

ta

dtL(q(t), q̇(t)),

��������� q(t)���,���� S ������, S = S[q(t)]���

���. ������������, ���� S[q(t)] �������. ��,

���� F [f ] =
∫∞

−∞
dxf(x) ��, �

δF [f(x)]
δf(y)

= lim
ε→0

F [f(x) + εδ(x− y)]− F [f(x)]
ε

=
∫

dxδ(x − y) = 1.

���� L =
1
2
mẋ2 − V (x, t) �������, �������

S[x(t)] =
∫ tb

ta

dt
(

1
2
mẋ2 − V (x, t)

)
. (E.1)

����	�
δx(t)
δx(t′)

= δ(t− t′), (E.2)

δ′(t)f(t) = −δ(t)f ′(t). (E.3)

��

δS[x(t)]
δx(t′)

=
∫ tb

ta

dt
(
−m d2

dt2
x(t)− ∂V (x, t)

∂x

)
δ(t− t′), (E.4)

δ2S[x(t)]
δx(t′)δx(t′′ )

=
(
−m d2

dt′2
− ∂2V (x, t′)

∂x2

)
δ(t

′′ − t′). (E.5)

���� xc(t) �������� δS = 0 ��		, ���������
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m
d2

dt2
x(t) +

∂V (x, t)
∂x

= 0, x(ta) = xa, x(tb) = xb. (E.6)

������ δ2S > 0. δ2S �����, �����

(
−m d2

dt2
− V ′′

(xc)
)
ηk(t) = λkηk(t), ηk(ta) = 0 = ηk(tb). (E.7)

��� Λ = −m d2

dt2
− V ′′

(xc) ��������� {ηk(t)}, ������ xc(t)

��, ����� λk > 0.

������������������,����������,� δ2S 

������, ������. ��		��

δ

∫T

0

dt[L(xc, ẋc)− λy(t)2] = 0,

��		

∫T

0

dty(t)2 = 1 �= 0. ���������� (������)

(
−m d2

dt2
− V ′′

(xc)
)
y(t) = λy(t), y(ta) = 0, y′(ta) =

1
m
�= 0, (E.8)

ẋc(t) ������ xc(t) ���, ���������� (λ = 0) 	. �� (E.8)

�����		, ��	
�, ������� ẋc(t) ����.

��
�������������, ��������,���Wick

	� (it → τ) �����#��. ����� (E.1) � Wick 	��, �����

#��������

SE [x(τ)] =
∫ τb

τa

dτ

(
m

2

(
dx
dτ

)2

+ V (x(τ))

)
, (E.9)

���#����
���

KE(xb, τb;xa, τa) = N
∫xb

xa

Dx(τ)e−
1
�

SE [x(τ)]. (E.10)

� δSE = 0 �����

m
d2

dτ2
x(τ) − V ′(x) = 0, x(τa) = xa, x(τb) = xb (E.11)
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�������	 xc(τ), ���	������� δ2SE �����.

����

(
−m d2

dτ2
+ V

′′
(xc)
)
ϕk(τ) = λkϕk(τ), ϕk(τa) = 0 = ϕk(τb) (E.12)

����� (������)

(
−m d2

dτ2
+ V

′′
(xc)
)
ηλ(τ) = ληλ(τ), ηλ(τa) = 0, η′λ(τa) =

1
m
�= 0. (E.13)
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