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ÔÔÔnnnÆÆÆÄÄÄ���üüü   

ÔÔÔnnnÆÆÆ���ÄÄÄ���������µµµ ���mmm,���mmm, ÔÔÔ���£££UUUþþþ¤¤¤ V nnn���ÔÔÔnnnÆÆÆÄÄÄ���üüü   ���

ÔÔÔnnnÆÆÆÄÄÄ���nnnØØØµµµ
I dddÂÂÂ���éééØØØ: c = 299792.458 km s−1

I þþþfffåååÆÆÆ: ~ = 6.5821220× 10−22 MeV s

I cÚÚÚ ~���nnnØØØOOO������ÑÑÑnnnØØØÔÔÔnnnÆÆÆ������ÆÆÆ��� ÄÄÄ���ÔÔÔnnnÆÆÆ~~~êêê������mmm���CCCzzz?

I cddddddÂÂÂ���éééØØØ���111���ØØØCCCbbb������\\\! ~´́́±±±������===ÄÄÄ)))¤¤¤������þþþjjj~~~êêê������ªªªÚÚÚ\\\?

ggg,,,üüü   ���:���kkk������ÄÄÄ���üüü   
I c = 1 ���ÝÝÝüüü   ÚÚÚ���mmmüüü   '''éééååå555 1¦¦¦=299792.458úúúppp c=∞ ⇒ ������éééØØØººº

I ~ = 1 ���þþþüüü   ÚÚÚ���mmmüüü   '''éééååå555 1¦¦¦−1=6.5821220×10−22îîî>>>fffÏÏÏAAA ~=0 ⇒ ���þþþfffåååÆÆÆººº

10−15���= 1¤¤¤���−1 = 197.327053îîî>>>fffÏÏÏAAA
<<<���ºººÝÝÝ∼1���∼1.97×10−7eV;���fffºººÝÝÝ∼ 1Å=10−10���=0.1BBB���∼1.97keV;���fffºººÝÝÝ§§§>>>fff²²²;;;���»»»∼1¤¤¤���=10−15���∼197MeV

ÔÔÔnnnÆÆÆþþþjjj���ååå ? ���êêê===£££! vvvkkkÄÄÄ���ÔÔÔnnnüüü    ¤¤¤kkkÔÔÔnnnþþþÑÑÑ´́́ÃÃÃþþþjjj���!
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���nnn���: ÔÔÔnnnGGG���^̂̂FFF���ËËËAAA���mmm������¥¥¥þþþ£££���. ������������EEEêêêÏÏÏfff���üüü������¥¥¥þþþ,£££���ÓÓÓ���ÔÔÔnnnGGG���.

FFF���ËËËAAA���mmm:

I §§§´́́∞������EEE¥¥¥þþþ���mmm
I ���333���������ÄÄÄ¥¥¥|||

I ���±±±½½½ÂÂÂSSSÈÈÈ���mmm

���¥¥¥þþþµµµ

I XXXJJJΦÚÚÚΨ©©©OOO´́́FFF���ËËËAAA���mmm���üüü������¥¥¥þþþ,@@@ooo,ξΦ + ηΨ���´́́ùùù������
mmm������¥¥¥þþþ. ÙÙÙ¥¥¥,ξÚÚÚη´́́üüü���???¿¿¿EEEêêê.

I ééé???¿¿¿���ééé���¥¥¥þþþΦÚÚÚΨ,���333EEEêêêSSSÈÈÈ(Φ,Ψ),÷÷÷vvv:
(Φ,Ψ) = (Ψ,Φ)∗

(Φ, ξ1Ψ1 + ξ2Ψ2) = ξ1(Φ,Ψ1) + ξ2(Φ,Ψ2)

(η1Φ1 + η2Φ2,Ψ) = η∗1 (Φ1,Ψ) + η∗2 (Φ2,Ψ)

(Ψ,Ψ) ≥ 0 (Ψ,Ψ) = 0
������===���

−−−− → Ψ = 0

ÔÔÔnnn������333uuu¹¹¹EEEêêê������mmm !

���¥¥¥þþþ´́́”ÄÄÄ������ÀÀÀÀÀÀ” !
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FFF���ËËËAAA���mmm

EEE¥¥¥þþþ���mmm
������(½½½¡¡¡���¥¥¥þþþ){ψ, φ, χ, · · · }���888ÜÜÜL333EEEêêê���Cþþþ½½½ÂÂÂ


\\\{{{ÚÚÚêêê¦¦¦���,KKK¡¡¡§§§���EEE¥¥¥þþþ���mmm.

I \\\{{{: 333888ÜÜÜL¥¥¥½½½ÂÂÂ


\\\{{{$$$���.???¿¿¿üüü������������±±±���\\\,���\\\���������ÚÚÚEEE´́́888ÜÜÜ¥¥¥���������.\\\{{{÷÷÷vvv������
ÆÆÆÚÚÚ(((ÜÜÜÆÆÆ;\\\{{{���333üüü   ���0¥¥¥þþþ,¦¦¦���ψ + 0 = ψ;\\\{{{������333___���,eeePPP−ψ���ψ���___
���,KKK:ψ + (−ψ) = 0.

I êêê¦¦¦: 888ÜÜÜL¥¥¥���???���¥¥¥þþþ���êêê���Cþþþ���EEEêêê���¦¦¦òòò������888ÜÜÜSSS���,,,���¥¥¥þþþ.éééψ, φ ⊂ L, a, b ⊂ C,êêê¦¦¦
$$$���÷÷÷vvv: a(ψ + φ) = aψ + aφ, (a + b)ψ = aψ + bψ, (ab)ψ = a(bψ), 1ψ = ψ, 0ψ = 0.

���������ÄÄÄ¥¥¥|||
I ���555ÃÃÃ''': ¥¥¥þþþ888φi, i = 1, 2, · · · , n÷÷÷vvv

∑n
i=1 aiφi = 0===ééé¤¤¤kkkai = 0 (i = 1, 2, · · · , n)âââ¤¤¤

ááá.KKK¡¡¡dddn���¥¥¥þþþ���555ÃÃÃ'''.

I ������888: n���¥¥¥þþþ���mmmL¥¥¥,n������555ÃÃÃ'''���¥¥¥þþþ888ÜÜÜ¡¡¡���L¥¥¥���������888. ���mmm¥¥¥???���¥¥¥þþþÑÑÑ���LLL���ddd������
888������555|||ÜÜÜφ =

∑n
i=1 aiφi.

I ÄÄÄ¥¥¥: n���¥¥¥þþþ���mmmL¥¥¥���???¿¿¿���|||������888���n������555ÃÃÃ'''���¥¥¥þþþ¡¡¡���ddd���mmm���ÄÄÄ¥¥¥þþþ.

SSSÈÈÈ���mmm
���333���������ÝÝÝ���mmm,ÙÙÙ¥¥¥���zzz���¥¥¥þþþ���������mmm���¥¥¥þþþkkk������éééAAA'''XXX,¿¿¿���½½½ÂÂÂ


SSSÈÈÈ$$$���:
(φ, ψ) = (ψ, φ)∗, (φ, φ) ≥ 0, (φ, ψ + ψ′) = (φ, ψ) + (φ, ψ′),
(φ + φ′, ψ) = (φ, ψ) + (φ′, ψ), (φ, aψ) = a(φ, ψ), (aφ, ψ) = a∗(φ, ψ).
XXXJJJüüü���¥¥¥þþþSSSÈÈÈ���""",KKK¡¡¡§§§������ppp������.eee¥¥¥þþþ888ÜÜÜ¥¥¥���zzz���¥¥¥þþþ���mmmÑÑÑ���ppp������,KKK¡¡¡ÙÙÙ���������888. ???���¥¥¥þþþÚÚÚ
§§§������ÝÝÝ���SSSÈÈÈ¡¡¡���ddd¥¥¥þþþ������.������1���¥¥¥þþþ¡¡¡���888���zzz¥¥¥þþþ.
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���nnn���:���***			ÔÔÔnnnþþþddd���������ÎÎÎ���LLL; ÔÔÔnnnþþþÿÿÿþþþ¤¤¤UUU���������´́́���AAA���ÎÎÎ������������.

���ÎÎÎ:
FFF���ËËËAAA���mmm������ÎÎÎ½½½ÂÂÂ���òòò������mmmCCC���§§§gggCCC���NNN���.===:
eeeAÚÚÚΨ©©©OOO´́́FFF���ËËËAAA���mmm������ÎÎÎÚÚÚ���,KKKAΨ���´́́FFF���ËËËAAA���mmm������.
ÏÏÏ~~~ÀÀÀ^̂̂���555���ÎÎÎ,§§§÷÷÷vvv

A(ξΨ + ηΦ) = ξAΨ + ηAΦ

���ÎÎÎA������������ÝÝÝ���ÎÎÎA†½½½ÂÂÂ���

(Φ,A†Ψ) ≡ (AΦ,Ψ) = (Ψ,AΦ)∗

÷÷÷vvvA = A†������ÎÎÎ������������ÎÎÎ.XXXJJJAΨ = αΨ,KKKα������ÎÎÎA������������.

������ÄÄÄ���½½½nnn: ���������ÎÎÎ������������´́́¢¢¢êêê.
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þþþfffåååÆÆÆÄÄÄ������nnn:

���nnn���µµµÔÔÔnnnGGG���^̂̂FFF���ËËËAAA���mmm������¥¥¥þþþ£££���. ������������EEEêêêÏÏÏfff���üüü���
���¥¥¥þþþ,£££���ÓÓÓ���ÔÔÔnnnGGG���.

���nnn���µµµ���***			ÔÔÔnnnþþþddd���������ÎÎÎ���LLL; ÔÔÔnnnþþþÿÿÿþþþ¤¤¤UUU���������´́́���AAA���ÎÎÎ
������������.

���nnnnnn:XXXJJJNNNXXX???uuu888���zzz������Ψ((Ψ,Ψ) = 1),ÏÏÏLLL¢¢¢���ÿÿÿþþþ§§§   uuu���|||���
���888������Ψ1,Ψ2, . . .���111n������þþþ���AAAÇÇÇ���|(Ψ,Ψn)|2.

???���ÚÚÚlll������mmm���������555 FFF���ËËËAAA���mmm���555������������������ÄÄÄ���½½½nnn:∑
n

|(Ψ,Ψn)|2 = 1 = (Ψ,Ψ) =
∑
m,n

c∗mcn(Ψm,Ψn) =
∑

n

|cn|2

������555µµµ Ψ =
∑

m

cmΨm ⇒ (Ψ,Ψn) =
∑

m

cm(Ψm,Ψn) = cn, (Ψn,Ψ) = c∗n
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éééþþþfffåååÆÆÆÄÄÄ������nnn���aaaúúú:

♣ ���êêêÆÆÆzzz!������VVVgggSSSõõõ___ÅÅÅ!

♥ ������UUU\\\–555gggÅÅÅ���ááá555

♠ ������SSSÈÈÈ–555gggÅÅÅ���ááá555ººº

♦ wwwØØØ���ÑÑÑÚÚÚ²²²;;;ÔÔÔnnnkkk���ooo���OOO���

¶ EEEêêê������^̂̂?

z ������ÿÿÿþþþ?

wwwØØØÑÑÑ888ccc������ÚÚÚâââfffkkkÛÛÛ'''XXX������,,,������ááá555ÚÚÚÅÅÅ���qqq§§§§§§���ØØØ´́́ÅÅÅ§§§ÏÏÏ���vvvkkk���������µµµ
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UUU\\\ÚÚÚ���ÎÎÎ���ÔÔÔnnn¹¹¹ÂÂÂµ

������éééØØØåååúúú���///\\\{{{000§§§ÏÏÏ~~~<<<���ØØØ¬¬¬úúú���kkk���oooAAAOOO���???���

ÛÛÛ������âââfffÏÏÏLLL������UUU\\\///¤¤¤ÅÅÅ,���´́́|||

|ψ >≡ a|x > +b|y > âf=3x?§�3y?�

���¦¦¦���þþþfff���ÏÏÏLLLUUU\\\///¤¤¤ÅÅÅ���

|ψ± >≡ a| ↑↑> ±b| ↓↓>

ÅÅÅ½½½|||ÏÏÏLLL---uuu£££���ÎÎÎ���^̂̂¤¤¤���)))âââfff ¤¤¤kkk������ÎÎÎÑÑÑòòòzzz������)))���ÎÎÎÚÚÚÙÙÙ���ÝÝÝ���ÎÎÎ���¦¦¦ÈÈÈ

a†(p)|ψ >= |ψ + p >

������ ���uuu���ÆÆÆ
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|||^̂̂²²²;;;ÔÔÔnnn111���   ���`̀̀²²²������UUU\\\!!!SSSÈÈÈ���AAAÇÇÇ

ééé÷÷÷z������DDDÂÂÂ���²²²¡¡¡>>>^̂̂ÅÅÅµµµ{
Ex(z, t) = Ex0ei(kz−ωt+φx0)

Ey(z, t) = Ey0ei(kz−ωt+φy0) ⇒ ei(kz−ωt+φx0)
√

E2
x0 + E2

y0

[
cos θ

sin θeiδ

]
⇒ ei(kz−ωt+φx0)

√
E2

x0 + E2
y0 [ cos θ|h > + sin θeiδ|v >], |h >=

[
1
0

]
|v >=

[
0
1

]
   ������µµµ 111BBBLLL   ���¡¡¡///¤¤¤IIIOOO���þþþfffåååÆÆÆÿÿÿþþþ���

I ÏLß����α �¡�� �1µ|ψ >= cosα|h > + sinα|v >
I ý� ��µ|ψ′ >= cos θ|h > +eiδ sin θ|v >
I ...... < h| = [1 0] < v| = [0 1]

BBBßßßVVVÇÇÇ:
| < ψ′|ψ > |2���   ������|ψ >éééßßß���������|ψ′ >���   ���¡¡¡���BBBßßßVVVÇÇÇ���

| < ψ′|ψ > |2 = cos2θ cos2 α+ sin2 θ sin2 α+ sin 2θ sin 2α cos δ/2

������ ���uuu���ÆÆÆ
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+++ØØØABC

+++���½½½ÂÂÂ:
333888ÜÜÜG = {g, h, k, · · · }þþþ½½½ÂÂÂ


������������$$$���: éééG¥¥¥???¿¿¿���ééékkkSSS������g, h,ÑÑÑkkkG¥¥¥������

111nnn������,PPP���gh,���§§§éééAAA.XXXJJJùùù���������$$$���÷÷÷vvvXXXeee^̂̂���:
I 333G¥¥¥���333XXX¡¡¡������üüü   ������������e§§§������,§§§ééé¤¤¤kkkg ∈ Gkkkge = eg = g

I ééézzz������g ∈ G,333G¥¥¥���333������___���g−1
§§§������,¦¦¦gg−1 = g−1g = e¤¤¤ááá

I ééé¤¤¤kkkg, h, k ∈ G,(((ÜÜÜÆÆÆ(gh)k = g(hk)¤¤¤ááá

@@@ooo···���¡¡¡G´́́������+++.¡¡¡ùùù���������$$$������TTT+++���¦¦¦{{{.

I eeegh = hg,KKK������g, h������.XXXJJJG¥¥¥¤¤¤kkk������ÑÑÑ������,¡¡¡G���Abel+++.
I G¥¥¥���������êêê888���G������.���êêêkkk���������kkk���+++;���êêêÃÃÃ���������ÃÃÃ���+++.
I eeeG���fff888HéééuuuG¥¥¥���¦¦¦{{{¤¤¤���������+++,ÒÒÒrrrH¤¤¤���´́́G���������fff+++.

I GL(n):dddn× n���ÛÛÛÉÉÉ���EEEÝÝÝ


///¤¤¤���EEE���������555+++.
I U(n):dddn× nEEENNN���ÝÝÝ


///¤¤¤���NNN+++.AAAOOO///U(1) : eiθ

I SO(n):ddd������������n× n¢¢¢������ÝÝÝ


///¤¤¤���n������mmm===ÄÄÄ+++
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+++ØØØABC

+++LLL«««:
EEE������þþþ���mmmVNNN������ggg���þþþ���¤¤¤kkk���ÛÛÛÉÉÉ���555CCC���¤¤¤///¤¤¤���+++PPP���GL(V).
G���GL(V)���ÓÓÓ���üüü���¦¦¦ÈÈÈ���������uuuüüü���������¦¦¦ÈÈÈT : g 7→ T(g),¡¡¡���+++G���LLL«««;
V������LLL«««���mmm; V������êêê���LLL«««������êêê.

T(g1)T(g2) = T(g1g2) g1, g2 ∈ G

T(g)−1 = T(g−1) g ∈ G

T(e) = E
G���GL(n)���ÓÓÓ���T : g 7→ T(g),¡¡¡���+++G���n���ÝÝÝ


LLL«««

+++G���???���LLL«««���mmm���V���LLL«««T½½½ÂÂÂ


NNNõõõÝÝÝ


LLL«««.ÏÏÏ���eee{v1, · · · , vn}
´́́V���������ÄÄÄ...,===T(g)vk = T(g)kjvj½½½ÂÂÂ���ÝÝÝ


T(g)kj///¤¤¤G���n���ÝÝÝ


LLL
«««. V���ÄÄÄ...���zzz���«««ØØØÓÓÓÀÀÀJJJ,���ÑÑÑ������dddT(((½½½���G���###���ÝÝÝ


LLL«««.~~~,
vj = Sjiv′i���ÑÑÑ���###���ÄÄÄ...{v′1, · · · , v′n}¤¤¤éééAAA���ÝÝÝ


LLL«««T ′(g) = S−1T(g)S

(T ′)liv′i ≡ Tv′l = TS−1
lk Skiv′i = S−1

lk Tvk = S−1
lk Tkjvj = S−1

lk TkjSjiv′i

I üüü���EEEn���ÝÝÝ


LLL«««TÚÚÚT ′´́́���ddd���:eee∀S ∈ GL(n)¦¦¦���T ′ = S−1TS

I ���mmmVþþþ���n���LLL«««TÚÚÚT ′´́́���ddd���:eee∀S ∈ GL(V)¦¦¦���T ′ = S−1TS
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+++ØØØABC

fffLLL«««µµµ

+++ G���LLL««« G 3 g 7−→ T(g)éééAAA���LLL«««���mmm V eeeäääkkk������333 G−���555���^̂̂
eeeØØØCCC���fff���mmm U,KKK G333 U þþþ������^̂̂���JJJøøø


������LLL«««,¡¡¡��� T ���fffLLL«««.

ØØØ������LLL«««µµµ

T ´́́ T ���������fffLLL«««,¡¡¡���²²²������fffLLL«««. eeeLLL««« T vvvkkk���²²²������fffLLL«««,KKK
¡¡¡���ØØØ������LLL«««§§§éééAAA///���ØØØ���������LLL«««������������LLL«««.

ØØØ������LLL«««¥¥¥���???ÛÛÛ������������ÑÑÑuuuÏÏÏLLLeeeZZZggg+++CCC���§§§ooo���±±±òòòÙÙÙCCC¤¤¤???ÛÛÛ
���������½½½���������§§§������LLL«««KKK���ØØØ���.

���ÚÚÚµµµ

eee+++ Gäääkkküüü���LLL««« G 3 g 7−→ T1(g),G 3 g 7−→ T2(g),
KKK G 3 g 7−→ T1(g)⊕ T2(g)���´́́ G���ÝÝÝ


LLL«««,¡¡¡���LLL««« T1 ��� T2 ������ÚÚÚ.

eee������LLL««« T ²²²LLL···������ÄÄÄCCC���������,UUU


LLL���¤¤¤üüü���LLL««« T1 ÚÚÚ T2 ������ÚÚÚ,
KKK¡¡¡ÙÙÙ���������������LLL«««. AAAOOO///, T1 ÚÚÚ T2 ÑÑÑ´́́ T ���fffLLL«««.
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ééé¡¡¡555���LLL«««

ÔÔÔnnnNNNXXXäääkkkééé¡¡¡555���ØØØÓÓÓ***			ööö***			ÓÓÓ���¢¢¢���������ÓÓÓ������¢¢¢���(((JJJ

***			öööOÏÏÏLLL¢¢¢���ÿÿÿþþþ???uuu888���zzz���Ψ���ÔÔÔnnnNNNXXX   uuu���|||������888������Ψ1,
Ψ2, . . .111n���������AAAÇÇÇ���,,,������***			öööO′éééÓÓÓ������ÔÔÔnnnNNNXXX���GGG���(IIIPPPÙÙÙ
���Ψ′)ÏÏÏLLL¢¢¢���ÿÿÿþþþ   uuuéééAAA���������888������Ψ′1,Ψ

′
2, . . .111n������þþþ���AAAÇÇÇ���ÓÓÓ,

|(Ψ,Ψn)|2 = |(Ψ′,Ψ′n)|2

Ψ,Ψ1,Ψ2, . . .ÚÚÚΨ′,Ψ′1,Ψ
′
2, . . .���mmm���éééXXX¡¡¡���ééé¡¡¡555CCC���.

ùùù������CCC���///¤¤¤+++

I ���333üüü   CCC���,¦¦¦ΨCCC���¤¤¤§§§gggCCC,Ψ′ = Ψ.
I ééé???ÛÛÛ������CCC���TòòòΨCCC���¤¤¤Ψ′,���333___CCC���T−1òòòΨ′CCC���¤¤¤Ψ.
I éééüüü���CCC���T1òòòΨCCC���¤¤¤Ψ′ÚÚÚT2òòòΨ′CCC���¤¤¤Ψ”,���333éééÜÜÜCCC
���T2T1òòòΨCCC���¤¤¤Ψ”.

¯̄̄KKKµµµΨ = Φ + Ξ, Ψ′ = UΨ, Φ′ = UΦ, Ξ′ = UΞ, ⇒ Ψ′ = Φ′ + Ξ′?

kkkéééõõõééé¡¡¡555333yyy¢¢¢���ÔÔÔnnn...¥¥¥¿¿¿ØØØ���333,ùùù������,,, |(Ψ,Φ)|2 = |(Ψ′,Φ′)|2
������`̀̀¿¿¿ØØØ¤¤¤ááá,���···���EEE���???ØØØ÷÷÷vvv§§§������UUU���ééé¡¡¡555CCC���,===¦¦¦§§§¿¿¿ØØØýýý´́́nnnØØØ¤¤¤äääkkk���ééé¡¡¡555 ?
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ééé¡¡¡555���LLL«««

E.P.Wigner, Gruppentheorie und ihre Anwendung auf die Quantenmechanik der Atomspektren

(Braunschweig, 1931): pp.251-3 (English translation, Academic Press, Inc,New York,1959).

Ψ,Ψ1,Ψ2, . . .ÚÚÚΨ′,Ψ′1,Ψ
′
2, . . .���mmm���éééXXX���±±±ÏÏÏLLLNNN���½½½���NNN������ÎÎÎéééXXX

Ψ′ = UΨ Ψ′1 = UΨ1 Ψ′2 = UΨ2 . . .

XXXJJJU´́́NNN������ÎÎÎ,§§§777LLL÷÷÷vvvU† = U−1½½½

(UΦ,UΨ) = (Φ,Ψ) U(ξΦ + ηΨ) = ξUΦ + ηUΨ

XXXJJJU´́́���NNN������ÎÎÎ,§§§777LLL÷÷÷vvv

(UΦ,UΨ) = (Φ,Ψ)∗ U(ξΦ + ηΨ) = ξ∗UΦ + η∗UΨ

������555���ÎÎÎAæææ^̂̂XXXeee������������ÝÝÝ���ÎÎÎ½½½ÂÂÂ

(Φ, A†Ψ) ≡ (AΦ,Ψ)
∗

= (Ψ, AΦ)

KKKUUU


���yyyNNN���ÚÚÚ���NNN������ÎÎÎÓÓÓ���ÑÑÑ÷÷÷vvv^̂̂���U† = U−1.
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ééé¡¡¡555���LLL«««

ééé¡¡¡555LLL«««½½½nnn

������888������������ÄÄÄ¥¥¥ψi: Ψ =
∑

i aiψi, ai = (ψi,Ψ) ´́́ÐÐÐmmmXXXêêê"""
���ééé¡¡¡CCC���UΨ = U

∑
i aiψi PPPΨ′ = UΨ, ψ′i = Uψi. ψ′i���´́́������������ÄÄÄ¥¥¥ |(Φ′,Ψ′)|= |(Φ,Ψ)|

V |(ψ′i , ψ′j )|= |(ψi, ψj)| = δij V (ψ′i , ψ
′
j ) =

{
0 i 6= j

eici ���ððð���¢¢¢
====⇒ 1 i = j

}
= δij,

ψ′i���ÄÄÄ¥¥¥êêê888ÓÓÓψi������õõõ"""ddduuuψ
′
i���¤¤¤������������888§§§Ψ′������UUUÙÙÙÐÐÐmmmµµµ

Ψ′ =
∑

i a′iψ
′
i ,ÙÙÙ¥¥¥a′i = (ψ′i ,Ψ

′)´́́ÐÐÐmmmXXXêêê"""

|(Φ′,Ψ′)| = |(Φ,Ψ)|V |a′i | = |(ψ′i ,Ψ′)| = |(ψi,Ψ)| = |ai|.
ddd§§§íííÑÑÑa′iÚÚÚai���'''XXX���kkküüü«««���UUUµµµ a′i = aieiδi a′i = a∗i eiδi

(bi+ci)
′=b′i+c′i ⇒|bi+ci|= |b′i+c′i|

²�
=⇒ cos(θbi−θci )= cos(θb′i

−θc′i
)| �«�U===⇒θb′i

−θbi=θc′i
−θci+2nπ a′i=aieiδi δi�aiÃ'

Ψ′ =
∑

i a′iψ
′
i =

∑
i aie

iδiψ′i Φ′ =
∑

i bie
iδiψ′i =

∑
i b′iψ

′
i ###ÎÎÎÐÐÐmmmXXXêêê:::������δiÚÚÚ���vvv'''

U(αΨ + βΦ) = (αΨ + βΦ)′ =
∑

i

(αai + βbi)eiδiψ′i = αΨ′ + βΦ′ = αUΨ + βUΦ
§§§`̀̀²²²U´́́���555���ÎÎÎ"""???���ÚÚÚ

(Ψ′,Φ′) = (
∑

i

a′iψ
′
i ,
∑

j

b′jψ
′
j ) =

∑
i

a′∗i b′i =
∑

i

a∗i bi = (
∑

i

aiψi,
∑

j

bjψj) = (Ψ,Φ)

`̀̀²²²U´́́NNN������ÎÎÎ
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ééé¡¡¡555���LLL«««

ééé¡¡¡555LLL«««½½½nnn

������888������������ÄÄÄ¥¥¥ψi: Ψ =
∑

i aiψi, ai = (ψi,Ψ) ´́́ÐÐÐmmmXXXêêê"""

���ééé¡¡¡CCC���UΨ = U
∑

i aiψi PPPΨ′ = UΨ, ψ′i = Uψi. ψ′i���´́́������������ÄÄÄ¥¥¥

|(Φ′,Ψ′)| = |(Φ,Ψ)|V |(ψ′i , ψ′j )| = |(ψi, ψj)| = δij V (ψ′i , ψ
′
j ) = δij,

ψ′i���ÄÄÄ¥¥¥êêê888ÓÓÓψi������õõõ"""ddduuuψ
′
i���¤¤¤������������888§§§Ψ′������UUUÙÙÙÐÐÐmmmµµµ

Ψ′ =
∑

i a′iψ
′
i ,ÙÙÙ¥¥¥a′i = (ψ′i ,Ψ

′)´́́ÐÐÐmmmXXXêêê"""

|(Φ′,Ψ′)| = |(Φ,Ψ)|V |a′i | = |(ψ′i ,Ψ′)| = |(ψi,Ψ)| = |ai|.
ddd§§§íííÑÑÑa′iÚÚÚai���'''XXX���kkküüü«««���UUUµµµ a′i = aieiδi a′i = a∗i eiδi

(bi+ci)
′=b′i+c′i ⇒|bi+ci|= |b′i+c′i|

²�
=⇒ cos(θbi−θci )= cos(θb′i

−θc′i
)|,�«�U====⇒θb′i

+θbi=θc′i
+θci+2nπ a′i=a∗i eiδiδi�aiÃ'

Ψ′ =
∑

i a′iψ
′
i =

∑
i a∗i eiδiψ′i Φ′ =

∑
i b′iψ

′
i =

∑
i b∗i eiδiψ′i ###ÎÎÎÐÐÐmmmXXXêêê���:::���ÚÚÚδiÚÚÚ���vvv'''

U(αΨ+βΦ) = (αΨ+βΦ)′ =
∑

i

(α∗a∗i +β∗b∗i )eiδiψ′i = α∗Ψ′+β∗Φ′ = α∗UΨ+β∗UΦ

§§§`̀̀²²²U´́́������555���ÎÎÎ"""???���ÚÚÚ

(Ψ′,Φ′) = (
∑

i

a′iψ
′
i ,
∑

j

b′jψ
′
j ) =

∑
i

a′∗i b′i = (
∑

i

a∗i bi)
∗ = (

∑
i

aiψi,
∑

j

bjψj)
∗ = (Ψ,Φ)∗

`̀̀²²²U´́́���NNN������ÎÎÎ
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ééé¡¡¡555���LLL«««

ÝÝÝKKKLLL«««

PPP£££ãããééé¡¡¡555CCC���T���NNN���½½½���NNN������ÎÎÎ���U(T),���ÄÄÄ���¤¤¤äääkkk���������???¿¿¿555

U(T2)U(T1)Ψ = eiφΨ(T2,T1)U(T2T1)Ψ

φΨ(T2, T1)´́́������.···���eee¡¡¡yyy²²²,§§§¢¢¢SSSþþþ´́́ØØØ���666uuu������.

òòòþþþªªªAAA^̂̂uuuΨAB ≡ ΨA + ΨB,KKK

e±iφAB ΨAB = U−1(T2T1)eiφAB U(T2T1)ΨAB = U−1(T2T1)U(T2)U(T1)(ΨA + ΨB)

= U−1(T2T1)[U(T2)U(T1)ΨA + U(T2)U(T1)ΨB]

= U−1(T2T1)[eiφA U(T2T1)ΨA + eiφB U(T2T1)ΨB] = e±iφA ΨA + e±iφB ΨB

ééé???¿¿¿���ΨAÚÚÚΨB,þþþªªª���¦¦¦eiφAB = eiφA = eiφB ,���ÒÒÒ´́́���ÏÏÏfff������ÃÃÃ'''

U(T2)U(T1)Ψ = eiφ(T2,T1)U(T2T1)Ψ

±±±eee���???ØØØφΨ(T2, T1) = 0������¹¹¹§§§õõõëëëÏÏÏ������///£££������¡¡¡ÿÿÿÀÀÀÆÆÆ???ØØØ¤¤¤ØØØ			 ������8

������ ���uuu���ÆÆÆ

þþþfff|||ØØØ þþþfffåååÆÆÆ���dddÂÂÂ���éééØØØ ���ÙÙÙïïïáááÚÚÚ£££ãããþþþfff|||ØØØ¥¥¥���ÄÄÄ������///þþþfff000



888¹¹¹ þþþfffåååÆÆÆ���FFF¼¼¼���mmm ééé¡¡¡555 dddÂÂÂ���éééØØØ���âââÔÔÔ[[[CCC��� üüüâââfff���UUU���àààgggâââÔÔÔ[[[CCC���ÚÚÚSSSÜÜÜééé¡¡¡555CCC���©©©aaa ���(((

ëëëYYYééé¡¡¡555

U = 1´́́������ððð���CCC���,§§§rrr���¥¥¥þþþCCC���§§§gggCCC,´́́������NNN���������ÎÎÎ.
???ÛÛÛ���±±±ÏÏÏLLL���


ëëëêêê���ëëëYYYCCCzzzCCC¤¤¤ððð���CCC������ééé¡¡¡555CCC���dddëëëYYY555���¦¦¦���½½½���dddNNN������ÎÎÎØØØ´́́���NNN������ÎÎÎ
555���LLL. AAAOOO///,���ÃÃÃ¡¡¡���CCCððð���CCC������,���±±±ÚÚÚ\\\ÃÃÃ¡¡¡������¢¢¢ëëëêêêε555£££ããã,

U = 1 + iεt ���NNN������ÎÎÎØØØ���UUU´́́ëëëYYY���ÎÎÎ !

U���NNN���555���¦¦¦t777LLL´́́���������ÎÎÎ,§§§´́́������ÔÔÔnnn���***ÿÿÿþþþ���ÿÿÿÀÀÀööö
���aaaddd���|||kkk������¢¢¢ëëëYYYëëëêêêθa£££ããã,¤¤¤kkkCCC���ÑÑÑëëëYYY///ëëë������ððð���CCC������CCC���///¤¤¤���+++���ëëëÏÏÏooo+++

ééédddaaaCCC���,dddθ£££ããã���CCC���T(θ)ÚÚÚdddθ̄£££ããã���CCC���T(θ̄)///¤¤¤���éééÜÜÜCCC���ÚÚÚ���AAA���NNN������ÎÎÎ���:

T(θ̄)T(θ) = T(f (θ̄, θ)) U(T(θ̄))U(T(θ)) = U(T(f (θ̄, θ)))

XXXJJJòòòθa = 0������ððð���CCC������ëëëêêê f a(θ, 0) = f a(0, θ) = θa §§§������333ððð���CCC���NNNCCCÃÃÃθ2���:
f a(θ̄, θ) = θa + θ̄a + f a

bcθ̄
bθc + · · · U(T(θ)) = 1 + iθaQa + 1

2 θ
bθcQbc + · · ·

Qa, Qbc = Qcb ´́́ØØØ���666uuuθÚÚÚθ̄������^̂̂������¥¥¥þþþ���mmm������ÎÎÎ§§§ Qa ´́́���������ÎÎÎ

[1 + iθ̄aQa +
1
2
θ̄bθ̄cQbc + · · · ][1 + iθaQa +

1
2
θbθcQbc + · · · ]

= 1 + i(θa + θ̄a + f a
bcθ̄

bθc + · · · )Qa +
1
2

(θb + θ̄b + · · · )(θc + θ̄c + · · · )Qbc + · · ·
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ooo+++
T(θ̄)T(θ) = T(f (θ̄, θ)) U(T(θ̄))U(T(θ)) = U(T(f (θ̄, θ)))

XXXJJJòòòθa = 0������ððð���CCC������ëëëêêê f a(θ, 0) = f a(0, θ) = θa §§§������333ððð���CCC���NNNCCCÃÃÃθ2���:

f a(θ̄, θ) = θa + θ̄a + f a
bcθ̄

bθc + · · · U(T(θ)) = 1 + iθaQa + 1
2 θ

bθcQbc + · · ·

Qa, Qbc = Qcb ´́́ØØØ���666uuuθÚÚÚθ̄������^̂̂������¥¥¥þþþ���mmm������ÎÎÎ§§§ Qa ´́́���������ÎÎÎ

[1 + iθ̄aQa +
1
2
θ̄bθ̄cQbc + · · · ][1 + iθaQa +

1
2
θbθcQbc + · · · ]

= 1 + i(θa + θ̄a + f a
bcθ̄

bθc + · · · )Qa +
1
2

(θb + θ̄b + · · · )(θc + θ̄c + · · · )Qbc + · · ·

OOO���θ, θ̄������ggg���,§§§������ Qbc = −QbQc − if a
bcQa

[1 + iθ̄aQa +
1
2
θ̄bθ̄cQbc + · · · ][1 + iθaQa +

1
2
θbθcQbc + · · · ]

= 1 + iθ̄aQa + iθaQa − θ̄bθcQbQc +
1
2
θ̄bθ̄cQbc +

1
2
θbθcQbc + · · ·

1 + i(θa + θ̄a + f a
bcθ̄

bθc + · · · )Qa +
1
2

(θb + θ̄b + · · · )(θc + θ̄c + · · · )Qbc

= 1 + iθ̄aQa + iθaQa + θ̄bθc(if a
bcQa + Qbc) +

1
2
θ̄bθ̄cQbc +

1
2
θbθcQbc + · · ·
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T(θ̄)T(θ) = T(f (θ̄, θ)) U(T(θ̄))U(T(θ)) = U(T(f (θ̄, θ)))

XXXJJJòòòθa = 0������ððð���CCC������ëëëêêê f a(θ, 0) = f a(0, θ) = θa §§§������333ððð���CCC���NNNCCCÃÃÃθ2���:

f a(θ̄, θ) = θa + θ̄a + f a
bcθ̄

bθc + · · · U(T(θ)) = 1 + iθaQa + 1
2 θ

bθcQbc + · · ·

Qa, Qbc = Qcb ´́́ØØØ���666uuuθÚÚÚθ̄������^̂̂������¥¥¥þþþ���mmm������ÎÎÎ§§§ Qa ´́́���������ÎÎÎ

[1 + iθ̄aQa +
1
2
θ̄bθ̄cQbc + · · · ][1 + iθaQa +

1
2
θbθcQbc + · · · ]

= 1 + i(θa + θ̄a + f a
bcθ̄

bθc + · · · )Qa +
1
2

(θb + θ̄b + · · · )(θc + θ̄c + · · · )Qbc + · · ·

OOO���θ, θ̄���ggg���,������ Qbc = −QbQc − if a
bcQa. Qbcééé���IIIb, cééé¡¡¡V (1): 0=−QbQc +QcQb−if a

bcQa +if a
cbQa

[Qb,Qc] = iCa
bcQa Ca

bc ≡ −f a
bc + f a

cb Qbc = −1
2

(QbQc+QcQb)−
i
2

(f a
bc+f a

cb)Qa

þþþããã'''XXX´́́ooo���êêê'''XXX,ÏÏÏLLL§§§���½½½ÑÑÑÐÐÐmmm���¤¤¤kkkppp������. òòòÃÃÃ¡¡¡õõõ���ÃÃÃ¡¡¡���CCCzzzSSS\\\ååå555���±±±������kkk������CCC���"""

dþ¡3ü �NC+ëê��\5�òk��ëê©)�Ã¡õ�ü �NC�ëê�U\T(θ) ≡ limN→∞ TN(θ/N)§

U(T(θ)) = lim
N→∞

[
U
(

T(
θ

N
)

)]N

= lim
N→∞

[1+
i
N
θaQa]

N = eiQaθ
a
⇒ eθakþj,Qa7kéA�_þj�

Qa������)))¤¤¤SSSÜÜÜééé¡¡¡555CCC������)))¤¤¤���"""(2): 1
2 [iQaθ

a]2 = − 1
4 θ

bθc(QbQc + QcQb) ⇒ f a
bc = −f a

cb
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ooo+++���)))¤¤¤���:

♣ äääkkkööö���������^̂̂£££���«««ÿÿÿþþþººº¤¤¤§§§ÔÔÔnnn¹¹¹ÂÂÂººº

♦ ���¤¤¤CCC������ëëëþþþéééóóó !

♥ 333������mmm������

♠ ´́́ÄÄÄ:::���***ÿÿÿþþþ���ÿÿÿÀÀÀööö���

¶ )))¤¤¤������mmm���ééé´́́'''XXX��� ���ééé´́́¿¿¿���XXXþþþfffåååÆÆÆººº

[(1 + iθbQb), (1 + iθ
c
Qc)] = −θbθ

c
[Qb,Qc] = −iCa

bcθ
bθ

c
Qa

�)¤�kþj�§(�~ê¥ò�Ñy�)¤�þj�Ä�Ôn~ê�
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888ccc���GGG��� ♣ kkk


þþþfffåååÆÆÆ���ÄÄÄ���bbb��� ���§§§åååÆÆÆþþþ§§§AAAÇÇÇ

♦ ������������!!!§§§¿¿¿������ÑÑÑ(((½½½AAAOOO������ÚÚÚåååÆÆÆþþþ������KKK !

♥ ÏÏÏ���������µµµ���UUUwwwyyy§§§������ØØØ´́́ÅÅÅ§§§���wwwØØØÑÑÑ´́́âââfff !

♠ ééé¡¡¡555®®®$$$���|||µµµ§§§���¢¢¢yyy777LLLÏÏÏLLLNNN���½½½���NNN������ÎÎÎ

¶ ëëëYYYééé¡¡¡555ÏÏÏLLL)))¤¤¤������������ÎÎÎ���)))⇒AAAÏÏÏ������***ÿÿÿÔÔÔnnnþþþ

z ���***ÿÿÿÔÔÔnnnþþþ������������½½½ÂÂÂ


AAAÏÏÏ���ÔÔÔnnn��� building block

r ������ÔÔÔnnnNNNXXXkkk������������'''���ØØØ%%%ëëëYYYééé¡¡¡555 )))¤¤¤���⇒������������
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