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ÔÔÔnnnÆÆÆÄÄÄ���üüü   

ÔÔÔnnnÆÆÆ���ÄÄÄ���������µµµ ���mmm,���mmm, ÔÔÔ���£££UUUþþþ¤¤¤ V nnn���ÔÔÔnnnÆÆÆÄÄÄ���üüü   ���

ÔÔÔnnnÆÆÆÄÄÄ���nnnØØØµµµ

I dddÂÂÂ���éééØØØ: c = 299792.458 km s−1

I þþþfffåååÆÆÆ: ~ = 6.5821220× 10−22 MeV s

cÚÚÚ ~���nnnØØØOOO������ÑÑÑnnnØØØÔÔÔnnnÆÆÆ������ÆÆÆ��� ÄÄÄ���ÔÔÔnnnÆÆÆ~~~êêê������mmm���CCCzzz?

ggg,,,üüü   ���:���kkk������ÄÄÄ���üüü   

I c = 1 ���ÝÝÝüüü   ÚÚÚ���mmmüüü   '''éééååå555 1¦¦¦=299792.458úúúppp
I ~ = 1 ���þþþüüü   ÚÚÚ���mmmüüü   '''éééååå555 1¦¦¦−1 = 6.5821220× 10−22îîî>>>fffÏÏÏAAA

10−15���= 1¤¤¤���−1 = 197.327053îîî>>>fffÏÏÏAAA

ÔÔÔnnnÆÆÆþþþjjj���ååå ? ���êêê===£££! vvvkkkÄÄÄ���ÔÔÔnnnüüü    ¤¤¤kkkÔÔÔnnnþþþÑÑÑ´́́ÃÃÃþþþjjj���!
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���nnn���: ÔÔÔnnnGGG���^̂̂FFF���ËËËAAA���mmm������¥¥¥þþþ£££���. ������������EEEêêêÏÏÏfff���üüü������¥¥¥þþþ,£££���ÓÓÓ���ÔÔÔnnnGGG���.

FFF���ËËËAAA���mmm:

I §§§´́́∞������EEE¥¥¥þþþ���mmm
I ���333���������ÄÄÄ¥¥¥|||

I ���±±±½½½ÂÂÂSSSÈÈÈ���mmm

���¥¥¥þþþµµµ

I XXXJJJΦÚÚÚΨ©©©OOO´́́FFF���ËËËAAA���mmm���üüü������¥¥¥þþþ,@@@ooo,ξΦ + ηΨ���´́́ùùù������
mmm������¥¥¥þþþ. ÙÙÙ¥¥¥,ξÚÚÚη´́́üüü���???¿¿¿EEEêêê.

I ééé???¿¿¿���ééé���¥¥¥þþþΦÚÚÚΨ,���333EEEêêêSSSÈÈÈ(Φ,Ψ),÷÷÷vvv:
(Φ,Ψ) = (Ψ,Φ)∗

(Φ, ξ1Ψ1 + ξ2Ψ2) = ξ1(Φ,Ψ1) + ξ2(Φ,Ψ2)

(η1Φ1 + η2Φ2,Ψ) = η∗1 (Φ1,Ψ) + η∗2 (Φ2,Ψ)

(Ψ,Ψ) ≥ 0 (Ψ,Ψ) = 0
������===���
−− → Ψ = 0

ÔÔÔnnn������333uuu¹¹¹EEEêêê������mmm !

���¥¥¥þþþ´́́”ÄÄÄ������ÀÀÀÀÀÀ” !
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FFF���ËËËAAA���mmm

EEE¥¥¥þþþ���mmm
������(½½½¡¡¡���¥¥¥þþþ){ψ, φ, χ, · · · }���888ÜÜÜL333EEEêêê���Cþþþ½½½ÂÂÂ


\\\{{{ÚÚÚêêê¦¦¦���,KKK¡¡¡§§§���EEE¥¥¥þþþ���mmm.

I \\\{{{: 333888ÜÜÜL¥¥¥½½½ÂÂÂ


\\\{{{$$$���.???¿¿¿üüü������������±±±���\\\,���\\\���������ÚÚÚEEE´́́888ÜÜÜ¥¥¥���������.\\\{{{÷÷÷vvv������
ÆÆÆÚÚÚ(((ÜÜÜÆÆÆ;\\\{{{���333üüü   ���0¥¥¥þþþ,¦¦¦���ψ + 0 = ψ;\\\{{{������333___���,eeePPP−ψ���ψ���___
���,KKK:ψ + (−ψ) = 0.

I êêê¦¦¦: 888ÜÜÜL¥¥¥���???���¥¥¥þþþ���êêê���Cþþþ���EEEêêê���¦¦¦òòò������888ÜÜÜSSS���,,,���¥¥¥þþþ.éééψ, φ ⊂ L, a, b ⊂ C,êêê¦¦¦
$$$���÷÷÷vvv: a(ψ + φ) = aψ + aφ, (a + b)ψ = aψ + bψ, (ab)ψ = a(bψ), 1ψ = ψ, 0ψ = 0.

���������ÄÄÄ¥¥¥|||
I ���555ÃÃÃ''': ¥¥¥þþþ888φi, i = 1, 2, · · · , n÷÷÷vvv

∑n
i=1 aiφi = 0===ééé¤¤¤kkkai = 0 (i = 1, 2, · · · , n)âââ¤¤¤

ááá.KKK¡¡¡dddn���¥¥¥þþþ���555ÃÃÃ'''.

I ������888: n���¥¥¥þþþ���mmmL¥¥¥,n������555ÃÃÃ'''���¥¥¥þþþ888ÜÜÜ¡¡¡���L¥¥¥���������888. ���mmm¥¥¥???���¥¥¥þþþÑÑÑ���LLL���ddd������
888������555|||ÜÜÜφ =

∑n
i=1 aiφi.

I ÄÄÄ¥¥¥: n���¥¥¥þþþ���mmmL¥¥¥���???¿¿¿���|||������888���n������555ÃÃÃ'''���¥¥¥þþþ¡¡¡���ddd���mmm���ÄÄÄ¥¥¥þþþ.

SSSÈÈÈ���mmm
���333���������ÝÝÝ���mmm,ÙÙÙ¥¥¥���zzz���¥¥¥þþþ���������mmm���¥¥¥þþþkkk������éééAAA'''XXX,¿¿¿���½½½ÂÂÂ


SSSÈÈÈ$$$���:
(φ, ψ) = (ψ, φ)∗, (φ, φ) ≥ 0, (φ, ψ + ψ′) = (φ, ψ) + (φ, ψ′),
(φ + φ′, ψ) = (φ, ψ) + (φ′, ψ), (φ, aψ) = a(φ, ψ), (aφ, ψ) = a∗(φ, ψ).
XXXJJJüüü���¥¥¥þþþSSSÈÈÈ���""",KKK¡¡¡§§§������ppp������.eee¥¥¥þþþ888ÜÜÜ¥¥¥���zzz���¥¥¥þþþÑÑÑ������ppp������,KKK¡¡¡ÛÛÛ���������888. ???���¥¥¥þþþÚÚÚ§§§
������ÝÝÝ���SSSÈÈÈ¡¡¡���ddd¥¥¥þþþ������.������1���¥¥¥þþþ¡¡¡���888���zzz¥¥¥þþþ.
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���nnn���:���***			ÔÔÔnnnþþþddd���������ÎÎÎ���LLL; ÔÔÔnnnþþþÿÿÿþþþ¤¤¤UUU���������´́́���AAA���ÎÎÎ������������.

���ÎÎÎ:
FFF���ËËËAAA���mmm������ÎÎÎ½½½ÂÂÂ���òòò������mmmCCC���§§§gggCCC���NNN���.===:
eeeAÚÚÚΨ©©©OOO´́́FFF���ËËËAAA���mmm������ÎÎÎÚÚÚ���,KKKAΨ���´́́FFF���ËËËAAA���mmm������.
ÏÏÏ~~~ÀÀÀ^̂̂���555���ÎÎÎ,§§§÷÷÷vvv

A(ξΨ + ηΦ) = ξAΨ + ηAΦ

���ÎÎÎA������������ÝÝÝ���ÎÎÎA†½½½ÂÂÂ���

(Φ,A†Ψ) ≡ (AΦ,Ψ) = (Ψ,AΦ)∗

÷÷÷vvvA = A†������ÎÎÎ������������ÎÎÎ.XXXJJJAΨ = αΨ,KKKα������ÎÎÎA������������.

������ÄÄÄ���½½½nnn: ���������ÎÎÎ������������´́́¢¢¢êêê.
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þþþfffåååÆÆÆÄÄÄ������nnn:

���nnn���µµµÔÔÔnnnGGG���^̂̂FFF���ËËËAAA���mmm������¥¥¥þþþ£££���. ������������EEEêêêÏÏÏfff���üüü���
���¥¥¥þþþ,£££���ÓÓÓ���ÔÔÔnnnGGG���.

���nnn���µµµ���***			ÔÔÔnnnþþþddd���������ÎÎÎ���LLL; ÔÔÔnnnþþþÿÿÿþþþ¤¤¤UUU���������´́́���AAA���ÎÎÎ
������������.

���nnnnnn:XXXJJJNNNXXX???uuu888���zzz������Ψ((Ψ,Ψ) = 1),ÏÏÏLLL¢¢¢���ÿÿÿþþþ§§§   uuu���|||���
���888������Ψ1,Ψ2, . . .���111n������þþþ���AAAÇÇÇ���|(Ψ,Ψn)|2.

???���ÚÚÚlll������mmm���������555 FFF���ËËËAAA���mmm���555������������������ÄÄÄ���½½½nnn:∑
n

|(Ψ,Ψn)|2 = 1
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éééþþþfffåååÆÆÆÄÄÄ������nnn���aaaúúú:

♣ ���êêêÆÆÆzzz!

♦ ������VVVgggSSSõõõ___ÅÅÅ!

♥ ������UUU\\\?

♠ ������SSSÈÈÈ?

¶ EEEêêê������^̂̂?

z ������ÿÿÿþþþ?

������ ���uuu���ÆÆÆ

þþþfff|||ØØØ þþþfffåååÆÆÆ���dddÂÂÂ���éééØØØ



888¹¹¹ þþþfffåååÆÆÆ���FFF���ËËËAAA���mmm ééé¡¡¡555 dddÂÂÂ���éééØØØ������àààgggâââÔÔÔ[[[CCC��� üüüâââfff���UUU���àààgggâââÔÔÔ[[[CCC���ÚÚÚSSSÜÜÜééé¡¡¡555CCC���©©©aaa

+++ØØØABC

+++���½½½ÂÂÂ:
333888ÜÜÜG = {g, h, k, · · · }þþþ½½½ÂÂÂ


������������$$$���: éééG¥¥¥???¿¿¿���ééékkkSSS������g, h,ÑÑÑkkkG¥¥¥������

111nnn������,PPP���gh,���§§§éééAAA.XXXJJJùùù���������$$$���÷÷÷vvvXXXeee^̂̂���:
I 333G¥¥¥���333XXX¡¡¡������üüü   ������������e§§§������,§§§ééé¤¤¤kkkg ∈ Gkkkge = eg = g

I ééézzz������g ∈ G,333G¥¥¥���333������___���g−1
§§§������,¦¦¦gg−1 = g−1g = e¤¤¤ááá

I ééé¤¤¤kkkg, h, k ∈ G,(((ÜÜÜÆÆÆ(gh)k = g(hk)¤¤¤ááá

@@@ooo···���¡¡¡G´́́������+++.¡¡¡ùùù���������$$$������TTT+++���¦¦¦{{{.

I eeegh = hg,KKK������g, h������.XXXJJJG¥¥¥¤¤¤kkk������ÑÑÑ������,¡¡¡G���Abel+++.
I G¥¥¥���������êêê888���G������.���êêêkkk���������kkk���+++;���êêêÃÃÃ���������ÃÃÃ���+++.
I eeeG���fff888HéééuuuG¥¥¥���¦¦¦{{{¤¤¤���������+++,ÒÒÒrrrH¤¤¤���´́́G���������fff+++.

I GL(n):dddn× n���ÛÛÛÉÉÉ���EEEÝÝÝ


///¤¤¤���EEE���������555+++.
I U(n):dddn× nEEENNN���ÝÝÝ


///¤¤¤���NNN+++.AAAOOO///U(1) : eiθ

I SO(n):ddd������������n× n¢¢¢������ÝÝÝ


///¤¤¤���n������mmm===ÄÄÄ+++
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+++ØØØABC

+++LLL«««:
EEE������þþþ���mmmVNNN������ggg���þþþ���¤¤¤kkk���ÛÛÛÉÉÉ���555CCC���¤¤¤///¤¤¤���+++PPP���GL(V).

G���GL(V)���ÓÓÓ���üüü���¦¦¦ÈÈÈ���������uuuüüü���������¦¦¦ÈÈÈT : g 7→ T(g),¡¡¡���+++G���LLL«««;
V������LLL«««���mmm; V������êêê���LLL«««������êêê.

T(g1)T(g2) = T(g1g2) g1, g2 ∈ G

T(g)−1 = T(g−1) g ∈ G

T(e) = E

G���GL(n)���ÓÓÓ���T : g 7→ T(g),¡¡¡���+++G���n���ÝÝÝ


LLL«««

+++G���???���LLL«««���mmm���V���LLL«««T½½½ÂÂÂ


NNNõõõÝÝÝ


LLL«««.ÏÏÏ���eee{v1, · · · , vn}
´́́V���������ÄÄÄ...,===T(g)vk = T(g)jivj½½½ÂÂÂ���ÝÝÝ


T(g)jk///¤¤¤G���n���ÝÝÝ


LLL
«««. V���ÄÄÄ...���zzz���«««ØØØÓÓÓÀÀÀJJJ,���ÑÑÑ������dddT(((½½½���G���###���ÝÝÝ


LLL«««.~~~,
vi = Sijv′j���ÑÑÑ���###���ÄÄÄ...{v′1, · · · , v′n}¤¤¤éééAAA���ÝÝÝ


LLL«««T ′(g) = ST(g)S−1

I üüü���EEEn���ÝÝÝ


LLL«««TÚÚÚT ′´́́���ddd���:eee∀S ∈ GL(n)¦¦¦���T ′ = STS−1

I ���mmmVþþþ���n���LLL«««TÚÚÚT ′´́́���ddd���:eee∀S ∈ GL(V)¦¦¦���T ′ = STS−1

������ ���uuu���ÆÆÆ
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+++ØØØABC

fffLLL«««µµµ

+++ G���LLL««« G 3 g 7−→ T(g)éééAAA���LLL«««���mmm V eeeäääkkk������333 G−���555���^̂̂
eeeØØØCCC���fff���mmm U,KKK G333 U þþþ������^̂̂���JJJøøø


������LLL«««,¡¡¡��� T ���fffLLL«««.

ØØØ������LLL«««µµµ

T ´́́ T ���������fffLLL«««,¡¡¡���²²²������fffLLL«««. eeeLLL««« T vvvkkk���²²²������fffLLL«««,KKK
¡¡¡���ØØØ������LLL«««§§§éééAAA///���ØØØ���������LLL«««������������LLL«««.

ØØØ������LLL«««¥¥¥���???ÛÛÛ������������ÑÑÑuuuÏÏÏLLLeeeZZZggg+++CCC���§§§ooo���±±±òòòÙÙÙCCC¤¤¤???ÛÛÛ
���������½½½���������§§§������LLL«««KKK���ØØØ���.

���ÚÚÚµµµ

eee+++ Gäääkkküüü���LLL««« G 3 g 7−→ T1(g),G 3 g 7−→ T2(g),
KKK G 3 g 7−→ T1(g)⊕ T2(g)���´́́ G���ÝÝÝ


LLL«««,¡¡¡���LLL««« T1 ��� T2 ������ÚÚÚ.

eee������LLL««« T ²²²LLL···������ÄÄÄCCC���������,UUU


LLL���¤¤¤üüü���LLL««« T1 ÚÚÚ T2 ������ÚÚÚ,
KKK¡¡¡ÙÙÙ���������������LLL«««. AAAOOO///, T1 ÚÚÚ T2 ÑÑÑ´́́ T ���fffLLL«««.
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888¹¹¹ þþþfffåååÆÆÆ���FFF���ËËËAAA���mmm ééé¡¡¡555 dddÂÂÂ���éééØØØ������àààgggâââÔÔÔ[[[CCC��� üüüâââfff���UUU���àààgggâââÔÔÔ[[[CCC���ÚÚÚSSSÜÜÜééé¡¡¡555CCC���©©©aaa

ééé¡¡¡555���LLL«««

ÔÔÔnnnNNNXXXäääkkkééé¡¡¡555���ØØØÓÓÓ***			ööö***			ÓÓÓ���¢¢¢���������ÓÓÓ������¢¢¢���(((JJJ

***			öööOÏÏÏLLL¢¢¢���ÿÿÿþþþ???uuu888���zzz���Ψ���ÔÔÔnnnNNNXXX   uuu���|||������888������Ψ1,
Ψ2, . . .111n���������AAAÇÇÇ���,,,������***			öööO′éééÓÓÓ������ÔÔÔnnnNNNXXX���GGG���(IIIPPPÙÙÙ
���Ψ′)ÏÏÏLLL¢¢¢���ÿÿÿþþþ   uuuéééAAA���������888������Ψ′1,Ψ

′
2, . . .111n������þþþ���AAAÇÇÇ���ÓÓÓ,

|(Ψ,Ψn)|2 = |(Ψ′,Ψ′n)|2

Ψ,Ψ1,Ψ2, . . .ÚÚÚΨ′,Ψ′1,Ψ
′
2, . . .���mmm���éééXXX¡¡¡���ééé¡¡¡555CCC���.

ùùù������CCC���///¤¤¤+++

I ���333üüü   CCC���,¦¦¦ΨCCC���¤¤¤§§§gggCCC,Ψ′ = Ψ.
I ééé???ÛÛÛ������CCC���TòòòΨCCC���¤¤¤Ψ′,���333___CCC���T−1òòòΨ′CCC���¤¤¤Ψ.
I éééüüü���CCC���T1òòòΨCCC���¤¤¤Ψ′ÚÚÚT2òòòΨ′CCC���¤¤¤Ψ”,���333éééÜÜÜCCC
���T2T1òòòΨCCC���¤¤¤Ψ”.

kkkéééõõõééé¡¡¡555333yyy¢¢¢���ÔÔÔnnn...¥¥¥¿¿¿ØØØ���333,ùùù������,,,

|(Ψ,Φ)|2 = |(Ψ′,Φ′)|2
������`̀̀¿¿¿ØØØ¤¤¤ááá,���···���EEE���???ØØØ÷÷÷vvv§§§������UUU���ééé¡¡¡555CCC���,===¦¦¦§§§¿¿¿ØØØýýý´́́nnnØØØ¤¤¤äääkkk���ééé¡¡¡555 ?
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ééé¡¡¡555���LLL«««

E.P.Wigner, Gruppentheorie und ihre Anwendung auf die Quantenmechanik der Atomspektren

(Braunschweig, 1931): pp.251-3 (English translation, Academic Press, Inc,New York,1959).

���###NNNΨ,Ψ1,Ψ2, . . .ÚÚÚΨ′,Ψ′1,Ψ
′
2, . . .���mmm���éééXXXÏÏÏLLLNNN���½½½���NNN������ÎÎÎéééXXX

Ψ′ = UΨ Ψ′1 = UΨ1 Ψ′2 = UΨ2 . . .

XXXJJJU´́́NNN������ÎÎÎ,§§§777LLL÷÷÷vvvU† = U−1½½½

(UΦ,UΨ) = (Φ,Ψ) U(ξΦ + ηΨ) = ξUΦ + ηUΨ

XXXJJJU´́́���NNN������ÎÎÎ,§§§777LLL÷÷÷vvv

(UΦ,UΨ) = (Φ,Ψ)∗ U(ξΦ + ηΨ) = ξ∗UΦ + η∗UΨ

������555���ÎÎÎAæææ^̂̂XXXeee������������ÝÝÝ���ÎÎÎ½½½ÂÂÂ

(Φ, A†Ψ) ≡ (AΦ,Ψ)
∗

= (Ψ, AΦ)

KKKUUU


���yyyNNN���ÚÚÚ���NNN������ÎÎÎÓÓÓ���ÑÑÑ÷÷÷vvv^̂̂���U† = U−1.

������ ���uuu���ÆÆÆ

þþþfff|||ØØØ þþþfffåååÆÆÆ���dddÂÂÂ���éééØØØ
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ééé¡¡¡555���LLL«««

ééé¡¡¡555LLL«««½½½nnn

������888������������ÄÄÄ¥¥¥ψi: Ψ =
∑

i aiψi, ai = (ψi,Φ) ´́́ÐÐÐmmmXXXêêê"""

���ééé¡¡¡CCC���UΨ =
∑

i Uaiψi PPPΨ′ = UΨ, ψ′i = Uψi. ψ′i���´́́������������ÄÄÄ¥¥¥ |(Φ′,Ψ′)|= |(Φ,Ψ)|

V |(ψ′i , ψ′j )|= |(ψi, ψj)| = δij V (ψ′i , ψ
′
j ) =

{
0 i 6= j

eici
redefine ψ′i====⇒ 1 i = j

}
= δij,

ψ′i���ÄÄÄ¥¥¥êêê888ÓÓÓψi������õõõ"""ddduuuψ
′
i���¤¤¤������������888§§§Ψ′������UUUÙÙÙÐÐÐmmmµµµ

Ψ′ =
∑

i a′iψ
′
i ,ÙÙÙ¥¥¥a′i = (ψ′i ,Φ

′)´́́ÐÐÐmmmXXXêêê"""

|(Φ′,Ψ′)| = |(Φ,Ψ)|V |a′i | = |(ψ′i ,Ψ′)| = |(ψi,Ψ)| = |ai|.
ddd§§§íííÑÑÑa′iÚÚÚai���'''XXX���kkküüü«««���UUUµµµ a′i = aieiδi a′i = a∗i eiδi

���«««���UUUµµµ a′i = aieiδi bie
iδi,b +cie

iδi,c = (bi +ci)
′ = (bi +ci)eiδi,b+c = bie

iδi,b+c +cie
iδi,b+c

Ψ′ =
∑

i a′iψ
′
i =

∑
i aie

iδiψ′i Φ′ =
∑

i bie
iδiψ′i =

∑
i b′iψ

′
i ddduuuÐÐÐmmmXXXêêê������������

U(αΨ + βΦ) = (αΨ + βΦ)′ =
∑

i

(αai + βbi)eiδiψ′i = αΨ′ + βΦ′ = αUΨ + βUΦ
§§§`̀̀²²²U´́́���555���ÎÎÎ"""???���ÚÚÚ

(Ψ′,Φ′) = (
∑

i

a′iψ
′
i ,
∑

j

b′jψ
′
j ) =

∑
i

a′∗i b′i =
∑

i

a∗i bi = (
∑

i

aiψi,
∑

j

bjψj) = (Ψ,Φ)

`̀̀²²²U´́́NNN������ÎÎÎ
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ééé¡¡¡555���LLL«««

ééé¡¡¡555LLL«««½½½nnn
������888������������ÄÄÄ¥¥¥ψi: Ψ =

∑
i aiψi, ai = (ψi,Φ) ´́́ÐÐÐmmmXXXêêê"""

���ééé¡¡¡CCC���UΨ =
∑

i Uaiψi PPPΨ′ = UΨ, ψ′i = Uψi. ψ′i���´́́������������ÄÄÄ¥¥¥

|(Φ′,Ψ′)| = |(Φ,Ψ)|V |(ψ′i , ψ′j )| = |(ψi, ψj)| = δij V (ψ′i , ψ
′
j ) = δij,

ψ′i���ÄÄÄ¥¥¥êêê888ÓÓÓψi������õõõ"""ddduuuψ
′
i���¤¤¤������������888§§§Ψ′������UUUÙÙÙÐÐÐmmmµµµ

Ψ′ =
∑

i a′iψ
′
i ,ÙÙÙ¥¥¥a′i = (ψ′i ,Φ

′)´́́ÐÐÐmmmXXXêêê"""

|(Φ′,Ψ′)| = |(Φ,Ψ)|V |a′i | = |(ψ′i ,Ψ′)| = |(ψi,Ψ)| = |ai|.
ddd§§§íííÑÑÑa′iÚÚÚai���'''XXX���kkküüü«««���UUUµµµ a′i = aieiδi a′i = a∗i eiδi

,,,���«««���UUUµµµ a′i = a∗i eiδi b∗i eiδi,b +c∗i eiδi,c = (b∗i +c∗i )′= (b∗i +c∗i )eiδi,b+c = b∗i eiδi,b+c +c∗i eiδi,b+c

Ψ′ =
∑

i a′iψ
′
i =

∑
i a∗i eiδiψ′i Φ′ =

∑
i b′iψ

′
i =

∑
i b∗i eiδiψ′i

U(αΨ+βΦ) = (αΨ+βΦ)′ =
∑

i

(α∗a∗i +β∗b∗i )eiδiψ′i = α∗Ψ′+β∗Φ′ = α∗UΨ+β∗UΦ

§§§`̀̀²²²U´́́������555���ÎÎÎ"""???���ÚÚÚ

(Ψ′,Φ′) = (
∑

i

a′iψ
′
i ,
∑

j

b′jψ
′
j ) =

∑
i

a′∗i b′i = (
∑

i

a∗i bi)
∗ = (

∑
i

aiψi,
∑

j

bjψj)
∗ = (Ψ,Φ)∗

`̀̀²²²U´́́���NNN������ÎÎÎ
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888¹¹¹ þþþfffåååÆÆÆ���FFF���ËËËAAA���mmm ééé¡¡¡555 dddÂÂÂ���éééØØØ������àààgggâââÔÔÔ[[[CCC��� üüüâââfff���UUU���àààgggâââÔÔÔ[[[CCC���ÚÚÚSSSÜÜÜééé¡¡¡555CCC���©©©aaa

ééé¡¡¡555���LLL«««

ÝÝÝKKKLLL«««

PPP£££ãããééé¡¡¡555CCC���T���NNN���½½½���NNN������ÎÎÎ���U(T),���ÄÄÄ���¤¤¤äääkkk���������???¿¿¿555

U(T2)U(T1)Ψ = eiφΨ(T2,T1)U(T2T1)Ψ

φΨ(T2, T1)´́́������.···���eee¡¡¡yyy²²²,§§§¢¢¢SSSþþþ´́́ØØØ���666uuu������.

òòòþþþªªªAAA^̂̂uuuΨAB ≡ ΨA + ΨB,KKK

e±iφAB ΨAB = U−1(T2T1)eiφAB U(T2T1)ΨAB = U−1(T2T1)U(T2)U(T1)(ΨA + ΨB)

= U−1(T2T1)[U(T2)U(T1)ΨA + U(T2)U(T1)ΨB]

= U−1(T2T1)[eiφA U(T2T1)ΨA + eiφB U(T2T1)ΨB] = e±iφA ΨA + e±iφB ΨB

ééé???¿¿¿���ΨAÚÚÚΨB,þþþªªª���¦¦¦eφAB = eiφA = eiφB ,���ÒÒÒ´́́���ÏÏÏfff������ÃÃÃ'''

U(T2)U(T1)Ψ = eiφ(T2,T1)U(T2T1)Ψ

±±±eee���???ØØØφΨ(T2, T1) = 0������¹¹¹§§§õõõëëëÏÏÏ������///£££������¡¡¡ÿÿÿÀÀÀÆÆÆ???ØØØ¤¤¤ØØØ			 ������8
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ëëëYYYééé¡¡¡555

U = 1´́́������ððð���CCC���,§§§rrr���¥¥¥þþþCCC���§§§gggCCC,´́́������NNN���������ÎÎÎ.
???ÛÛÛ���±±±ÏÏÏLLL���


ëëëêêê���ëëëYYYCCCzzzCCC¤¤¤ððð���CCC������ééé¡¡¡555CCC���dddëëëYYY555���¦¦¦���½½½���dddNNN������ÎÎÎØØØ´́́���NNN������ÎÎÎ
555���LLL. AAAOOO///,���ÃÃÃ¡¡¡���CCCððð���CCC������,���±±±ÚÚÚ\\\ÃÃÃ¡¡¡������¢¢¢ëëëêêêε555£££ããã,

U = 1 + iεt ���NNN������ÎÎÎØØØ���UUU´́́ëëëYYY���ÎÎÎ !

U���NNN���555���¦¦¦t777LLL´́́���������ÎÎÎ,§§§´́́������ÔÔÔnnn���***ÿÿÿþþþ���ÿÿÿÀÀÀööö
���aaaddd���|||kkk������¢¢¢ëëëYYYëëëêêêθa£££ããã,¤¤¤kkkCCC���ÑÑÑëëëYYY///ëëë������ððð���CCC������CCC���///¤¤¤���+++���ëëëÏÏÏooo+++

ééédddaaaCCC���,dddθ£££ããã���CCC���T(θ)ÚÚÚdddθ̄£££ããã���CCC���T(θ̄)///¤¤¤���éééÜÜÜCCC���ÚÚÚ���AAA���NNN������ÎÎÎ���:

T(θ̄)T(θ) = T(f (θ̄, θ)) U(T(θ̄))U(T(θ)) = U(T(f (θ̄, θ)))

XXXJJJòòòθa = 0������ððð���CCC������ëëëêêê f a(θ, 0) = f a(0, θ) = θa §§§������333ððð���CCC���NNNCCCÃÃÃθ2���:
f a(θ̄, θ) = θa + θ̄a + f a

bcθ̄
bθc + · · · U(T(θ)) = 1 + iθaQa + 1

2 θ
bθcQbc + · · ·

Qa, Qbc = Qcb ´́́ØØØ���666uuuθÚÚÚθ̄������^̂̂������¥¥¥þþþ���mmm������ÎÎÎ§§§ Qa ´́́���������ÎÎÎ

[1 + θ̄aQa +
1
2
θ̄bθ̄cQbc + · · · ][1 + θaQa +

1
2
θbθcQbc + · · · ]

= 1 + i(θa + θ̄a + f a
bcθ̄

bθc + · · · )Qa +
1
2

(θb + θ̄b + · · · )(θc + θ̄c + · · · )Qbc + · · ·

������ ���uuu���ÆÆÆ
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ëëëYYYééé¡¡¡555

ooo+++
T(θ̄)T(θ) = T(f (θ̄, θ)) U(T(θ̄))U(T(θ)) = U(T(f (θ̄, θ)))

XXXJJJòòòθa = 0������ððð���CCC������ëëëêêê f a(θ, 0) = f a(0, θ) = θa §§§������333ððð���CCC���NNNCCCÃÃÃθ2���:

f a(θ̄, θ) = θa + θ̄a + f a
bcθ̄

bθc + · · · U(T(θ)) = 1 + iθaQa + 1
2 θ

bθcQbc + · · ·

Qa, Qbc = Qcb ´́́ØØØ���666uuuθÚÚÚθ̄������^̂̂������¥¥¥þþþ���mmm������ÎÎÎ§§§ Qa ´́́���������ÎÎÎ

[1 + iθ̄aQa +
1
2
θ̄bθ̄cQbc + · · · ][1 + iθaQa +

1
2
θbθcQbc + · · · ]

= 1 + i(θa + θ̄a + f a
bcθ̄

bθc + · · · )Qa +
1
2

(θb + θ̄b + · · · )(θc + θ̄c + · · · )Qbc + · · ·

OOO���θ, θ̄������ggg���,§§§������ Qbc = −QbQc − if a
bcQa

[1 + iθ̄aQa +
1
2
θ̄bθ̄cQbc + · · · ][1 + iθaQa +

1
2
θbθcQbc + · · · ]

= 1 + iθ̄aQa + iθaQa − θ̄bθcQbQc +
1
2
θ̄bθ̄cQbc +

1
2
θbθcQbc + · · ·

1 + i(θa + θ̄a + f a
bcθ̄

bθc + · · · )Qa +
1
2

(θb + θ̄b + · · · )(θc + θ̄c + · · · )Qbc

= 1 + iθ̄aQa + iθaQa + θ̄bθc(if a
bcQa + Qbc) +

1
2
θ̄bθ̄cQbc +

1
2
θbθcQbc + · · ·

������ ���uuu���ÆÆÆ
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ëëëYYYééé¡¡¡555

T(θ̄)T(θ) = T(f (θ̄, θ)) U(T(θ̄))U(T(θ)) = U(T(f (θ̄, θ)))

XXXJJJòòòθa = 0������ððð���CCC������ëëëêêê f a(θ, 0) = f a(0, θ) = θa §§§������333ððð���CCC���NNNCCCÃÃÃθ2���:

f a(θ̄, θ) = θa + θ̄a + f a
bcθ̄

bθc + · · · U(T(θ)) = 1 + iθaQa + 1
2 θ

bθcQbc + · · ·

Qa, Qbc = Qcb ´́́ØØØ���666uuuθÚÚÚθ̄������^̂̂������¥¥¥þþþ���mmm������ÎÎÎ§§§ Qa ´́́���������ÎÎÎ

[1 + θ̄aQa +
1
2
θ̄bθ̄cQbc + · · · ][1 + θaQa +

1
2
θbθcQbc + · · · ]

= 1 + i(θa + θ̄a + f a
bcθ̄

bθc + · · · )Qa +
1
2

(θb + θ̄b + · · · )(θc + θ̄c + · · · )Qbc + · · ·

OOO���θ, θ̄���ggg���,������ Qbc = −QbQc − if a
bcQa. Qbcééé���IIIb, cééé¡¡¡V (1): 0=−QbQc +QcQb−if a

bcQa +if a
cbQa

[Qb,Qc] = iCa
bcQa Ca

bc ≡ −f a
bc + f a

cb Qbc = −1
2

(QbQc+QcQb)−
i
2

(f a
bc+f a

cb)Qa

þþþããã'''XXX´́́ooo���êêê'''XXX,ÏÏÏLLL§§§���½½½ÑÑÑÐÐÐmmm���¤¤¤kkkppp������. òòòÃÃÃ¡¡¡õõõ���ÃÃÃ¡¡¡���CCCzzzSSS\\\ååå555���±±±������kkk������CCC���"""

~X�±½ÂT(θ) ≡ limN→∞ TN(θ/N)§

U(T(θ)) = lim
N→∞

[
U
(

T(
θ

N
)

)]N

= lim
N→∞

[1 +
i
N
θaQa]

N = eiQaθ
a

Qa������)))¤¤¤SSSÜÜÜééé¡¡¡555CCC������)))¤¤¤���"""(2): 1
2 [iQaθ

a]2 = − 1
4 θ

bθc(QbQc + QcQb) ⇒ f a
bc = −f a

cb

������ ���uuu���ÆÆÆ

þþþfff|||ØØØ þþþfffåååÆÆÆ���dddÂÂÂ���éééØØØ



888¹¹¹ þþþfffåååÆÆÆ���FFF���ËËËAAA���mmm ééé¡¡¡555 dddÂÂÂ���éééØØØ������àààgggâââÔÔÔ[[[CCC��� üüüâââfff���UUU���àààgggâââÔÔÔ[[[CCC���ÚÚÚSSSÜÜÜééé¡¡¡555CCC���©©©aaa

ëëëYYYééé¡¡¡555

888ccc���GGG��� ♣ kkk


þþþfffåååÆÆÆ���ÄÄÄ���bbb��� ���§§§åååÆÆÆþþþ§§§AAAÇÇÇ

♦ ������������!!!§§§¿¿¿������ÑÑÑ(((½½½AAAOOO������ÚÚÚåååÆÆÆþþþ������KKK !

♥ ééé¡¡¡555®®®$$$���|||µµµ§§§���¢¢¢yyy777LLLÏÏÏLLLNNN���½½½���NNN������ÎÎÎ

♠ ëëëYYYééé¡¡¡555ÏÏÏLLL)))¤¤¤������������ÎÎÎ���)))⇒AAAÏÏÏ������***ÿÿÿÔÔÔnnnþþþ

¶ ���***ÿÿÿÔÔÔnnnþþþ������������½½½ÂÂÂ


AAAÏÏÏ���ÔÔÔnnn��� building block

z ������ÔÔÔnnnNNNXXXäääkkkØØØ%%%���ëëëYYYééé¡¡¡555 )))¤¤¤���⇒������������
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dddÂÂÂ���éééØØØ

OOO���������½½½

���CCC���___CCC������III¥¥¥þþþ:
___CCC���IIIooo¥¥¥þþþµµµ xµ = (x0, x1, x2, x3) ≡ (x0, xi) = (t,~x)

���CCC���IIIooo¥¥¥þþþµµµ xµ = (x0, x1, x2, x3) ≡ (x0, xi) = (t,−~x)

���III¥¥¥þþþ���SSSÈÈÈ: x2 ≡ xµxµ = xµxµ = t2 −~x ·~x nnn)))

Ø�AO(²§E�I¿�¦ÚOOOÏÏÏddd"""���½½½"�¦Ú�ü��Ó�I7L´�
�þI,��eIXXXcccXXX���vvvkkk'''XXX;e�öÓþ½Óe,K´��.

___CCCooo¥¥¥þþþ������CCCooo¥¥¥þþþ������ppp===���µµµ xµ = gµνxν xµ = gµνxν

Minkovski������ÝÝÝ555ÜÜÜþþþµµµ gµν = gµν =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 ���S.WeinbergÖÖÖ���������KKKÒÒÒ

gµν = gµµ
′
gµ′ν = δµν g ν

µ = gµµ′g
µ′ν = δνµ
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dddÂÂÂ���éééØØØ

OOO���������½½½YYY

������������CCC���___CCC¥¥¥þþþ:

___CCCooo¥¥¥þþþµµµ Aµ = (A0,A1,A2,A3) ≡ (A0,Ai) = (A0, ~A) = gµνAν
���CCCooo¥¥¥þþþµµµ Vµ = (V0,V1,V2,V3) ≡ (V0,Vi) = (V0,−~V) = gµνVν

¥¥¥þþþ���SSSÈÈÈ: A · V ≡ AµVµ = AµVµ = A0V0 − ~A · ~V = gµνAµVν = gµνAµVν
Ø�AO(²§E�I¿�¦ÚOOOÏÏÏddd"""���½½½"�¦Ú�ü��Ó�I7L´�
�þI,��eIXXXcccXXX���vvvkkk'''XXX;e�öÓþ½Óe,K´��.

ééé���III���ûûû���___CCCooo¥¥¥þþþµµµ ∂µ ≡ ∂

∂xµ
= (∂0, ∂ i) = (

∂

∂t
,−∇i) = gµν∂ν

ééé���III���ûûû������CCCooo¥¥¥þþþµµµ ∂µ ≡
∂

∂xµ
= (∂0, ∂i) = (

∂

∂t
,∇i≡ ∂

∂xi ) = gµν∂ν

���KKK���������fffµµµ � = ∂µ∂
µ = ∂2

0 −∇2
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dddÂÂÂ���éééØØØ

dddÂÂÂ���éééØØØÄÄÄ������nnn: ¤¤¤kkk...555ëëë���XXXÑÑÑ���ddd+111���333¤¤¤kkk...555XXX¥¥¥ÑÑÑØØØCCC

ééé¡¡¡555������ÝÝÝ:ÔÔÔnnn555ÆÆÆ333���àààgggâââÔÔÔ[[[CCC���eee���±±±ØØØCCC ���ééé555���nnn

xµ → x′µ = Λµνxν + aµ

CCC���ëëëêêêΛµν777LLL���yyy������mmm������ØØØCCC555 111���ØØØCCC

gµνdx′µdx′ν = gµνdxµdxν

ÝÝÝ555ÜÜÜþþþgµν = gµν ´́́ééé������§§§gµν = gµσgσν = δµν

g00 = 1, g11 = g22 = g33 = −1 ÝÝÝ555ÀÀÀJJJ���S.WeinbergÖÖÖ���ÀÀÀJJJ���������KKKÒÒÒ

������mmm������ØØØCCC555���ÑÑÑéééCCC���ëëëêêêΛµν������

gµνΛµρΛ
ν
σ = gρσ

gµνΛµρ=gρσ(Λ−1)σν
=========⇒ (Λ−1)ρν = Λνρ

§§§���ÑÑÑ

xµ → xµ = Λ µ
ν (x′ν − aν)

xµ=Λνµ(x′ν−aν)
=======⇒ ΛµσΛνρgσρ = gµν
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dddÂÂÂ���éééØØØ

âââÔÔÔ[[[+++
xµ → x′µ = Λµνxν + aµ

^̂̂T(Λ, a)���LLL^̂̂ëëëêêêΛµνÚÚÚaµ£££ããã���ÄÄÄ���������àààgggâââÔÔÔ[[[CCC���

I ���333üüü   CCC���T(I, 0),¦¦¦xµCCC���¤¤¤§§§gggCCC, x′µ = xµ.
I ééé???ÛÛÛ������CCC���T(Λ, a)òòòxµCCC���¤¤¤x′µ,���333___CCC���

T−1(Λ, a) = T(Λ−1,−Λ−1a) ������1 òòòx′µCCC���¤¤¤xµ.
I éééüüüCCC���T(Λ, a)òòòxµCCC���¤¤¤x′µÚÚÚT(Λ̄, ā)òòòx′µ CCC���¤¤¤x”µ,���333éééÜÜÜCCC���

T(Λ̄, ā)T(Λ, a) = T(Λ̄Λ, Λ̄a + ā) ������2òòòxµCCC���¤¤¤x”µ

òòòΛµσΛνρgσρ = gµν���111���ªªªΛµσgσρΛ ρ
ν = gµνÚÚÚ���00©©©þþþ

(DetΛ)2 = 1 → DetΛ = ±1

(Λ0
0)2 = 1 + Λ0

iΛ
0
i → Λ0

0 ≥ +1; Λ0
0 ≤ −1
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dddÂÂÂ���éééØØØ

���àààgggâââÔÔÔ[[[CCC������DetΛÚÚÚΛ0
0���ÎÎÎÒÒÒ©©©���ooo���:

I 1111���: DetΛ = 1,Λ0
0 ≥ +1///¤¤¤fff+++ ������3

I 1112���: DetΛ = −1,Λ0
0 ≥ +1���±±±www¤¤¤1111���¥¥¥���âââÔÔÔ[[[CCC���������mmm������

CCC���P���¦¦¦ÈÈÈ ������4§§§ÙÙÙ¥¥¥���mmm������CCC���P������"""������½½½ÂÂÂ���µµµ

P0
0 = 1 P1

1 = P2
2 = P3

3 = −1

I 1113���: DetΛ = −1,Λ0
0 ≤ −1���±±±www¤¤¤1111���¥¥¥���âââÔÔÔ[[[CCC���������mmm���üüü

CCC���T���¦¦¦ÈÈÈ ������5§§§ÙÙÙ¥¥¥���mmm���üüüCCC���T������"""������½½½ÂÂÂ���µµµ

T 0
0 = −1 T 1

1 = T 2
2 = T 3

3 = 1

I 1114���: DetΛ = 1,Λ0
0 ≤ −1���±±±www¤¤¤1111���¥¥¥���âââÔÔÔ[[[CCC���������mmm���üüüCCC

���TÚÚÚ���mmm������CCC���P���éééÜÜÜ¦¦¦ÈÈÈ ������6"""
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dddÂÂÂ���éééØØØ

ÃÃÃ¡¡¡���111���µµµ

333üüü   CCC���NNNCCC§§§CCC���ëëëêêê���±±±������

Λµν = gµν + ωµν aµ = εµ

ÙÙÙ¥¥¥ωµνÚÚÚε
µ´́́ÃÃÃ¡¡¡���¢¢¢ëëëêêê

���AAA���111���������kkk���������CCC���

Λµν = (eω)µν 555¿¿¿���êêêþþþvvvkkk i ! aµ = εµ

ωµνÚÚÚε
µ���±±±���kkk������"""

������:
gσρ = gµν(gµσ + ωµσ)(gνρ + ωνρ) = gσρ + ωσρ + ωρσ + O(ω2)→ ωσρ = −ωρσ

§§§rrr16���ωµν¢¢¢ëëëêêê���ååå������kkk6���´́́ÕÕÕááá���:

nnn������LLL���IIIXXX���mmm������mmm���IIIeee���ééé===ÄÄÄ§§§nnn������LLL���IIIXXX���mmm������ééé$$$ÄÄÄ
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888¹¹¹ þþþfffåååÆÆÆ���FFF���ËËËAAA���mmm ééé¡¡¡555 dddÂÂÂ���éééØØØ������àààgggâââÔÔÔ[[[CCC��� üüüâââfff���UUU���àààgggâââÔÔÔ[[[CCC���ÚÚÚSSSÜÜÜééé¡¡¡555CCC���©©©aaa

���¥¥¥þþþ���âââÔÔÔ[[[CCC���

FFF���ËËËAAA���mmm¥¥¥(ØØØÓÓÓëëë���XXX***			öööéééÓÓÓ���������¥¥¥þþþ£££ããã���mmm���CCC���)µµµ Ψ→ U(Λ, a)Ψ
���vvv���²²²ééé������������666

U(Λ, a) ≡ U(T(Λ, a)). ´́́âââÔÔÔ[[[+++������333������mmm���LLL«««.333üüü   CCC���NNNCCCU(Λ, a)´́́NNN������ÎÎÎ§§§���������

U(1 + ω, ε) = 1 +
i
2
ωρσJρσ + iερPρ + · · ·

U(1 + ω, ε)���NNN���555ÚÚÚωρσ999ερ���¢¢¢ëëëêêê���¦¦¦JρσÚÚÚPρ������������ÎÎÎ"""

ωρσééé���IIIρÚÚÚσ������ééé¡¡¡555���¦¦¦Jρσééé���IIIρÚÚÚσ���´́́���ééé¡¡¡���

Jρσ = −Jσρ

���àààgggâââÔÔÔ[[[CCC������1111���DetΛ = 1,Λ0
0 ≥ +1ééé���àààgggâââÔÔÔ[[[CCC���ëëëêêê

Λ = eωÚÚÚa = ε���±±±������µµµ

U(eω, ε) = e
i
2ωρσJρσ+iερPρ

ωρσÚÚÚερ���±±±kkk������. Jρσ ÚÚÚ Pρ ´́́âââÔÔÔ[[[+++)))¤¤¤���333������mmm���LLL«««���
555���ÚÚÚLLL������ØØØ������QQQ
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���¥¥¥þþþ���âââÔÔÔ[[[CCC���

���������ÎÎÎJρσÚÚÚPρ333���àààgggâââÔÔÔ[[[CCC���eee���555���

T−1(Λ, a) = T(Λ−1,−Λ−1a) T(Λ̄, ā)T(Λ, a) = T(Λ̄Λ, Λ̄a + ā)

U(Λ, a)U(1 + ω, ε)U−1(Λ, a) = U
(

Λ(1 + ω)Λ−1,Λε− ΛωΛ−1a
)

OOO���ωÚÚÚε������ggg���§§§þþþªªªzzz���

U(Λ, a)[
1
2
ωρσJρσ + ερPρ]U−1(Λ, a) =

1
2

(ΛωΛ−1)µνJµν + (Λε− ΛωΛ−1a)µPµ

'''������ªªªüüü>>>§§§555¿¿¿���Jρσééé���IIIρÚÚÚσ������ééé¡¡¡555���§§§

U(Λ, a)JρσU−1(Λ, a) = Λ ρ
µ Λ σ

ν (Jµν + aµPν − aνPµ)

U(Λ, a)PρU−1(Λ, a) = Λ ρ
µ Pµ

éééàààgggâââÔÔÔ[[[CCC���£££aµ = 0,XXXâââÔÔÔ[[[===ÄÄÄ¤¤¤: Jρσ´́́������ÜÜÜþþþ§§§ Pρ´́́ooo¥¥¥þþþ
éééXXX²²²£££CCC���£££Λµν = gµν¤¤¤: Pρ´́́²²²£££ØØØCCC���§§§ JρσØØØ´́́"""
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���¥¥¥þþþ���âââÔÔÔ[[[CCC���

ééé´́́'''XXX
U(Λ, a)JρσU−1(Λ, a) = Λ ρ

µ Λ σ
ν (Jµν + aµPν − aνPµ) U(Λ, a)PρU−1(Λ, a) = Λ ρ

µ Pµ

���Λµν = gµν + ωµν ÚÚÚaµ = εµ,OOO���ωÚÚÚε���������

i[
1
2
ωµνJµν + εµPµ, Jρσ] = ω ρ

µ Jµσ + ω σ
ν Jρν + ερPσ − εσPρ

i[
1
2
ωµνJµν + εµPµ,Pρ] = ω ρ

µ Pµ

'''������ªªªüüü>>>ωµνÚÚÚεµccc���þþþ§§§555¿¿¿ωµνÚÚÚJµνééé���IIIµν������ééé¡¡¡555���
i[Jµν , Jρσ] = gνρJµσ − gµρJνσ − gσµJρν + gσνJρµ

i[Pµ, Jρσ] = gµρPσ − gµσPρ [Pµ,Pρ] = 0
òòòJµν���888���©©©þþþÚÚÚPµ���ooo���©©©þþþ,,,			���¶¶¶iii
~J ≡ {J1, J2, J3} = {−J1,−J2,−J3} = {−J23,−J31,−J12} H ≡ P0

~K ≡ {K1,K2,K3} = {−K1,−K2,−K3} = {−J10,−J20,−J30} ~P ≡ {P1,P2,P3}
~J´́́ÏÏÏ~~~������ÄÄÄþþþ���ÎÎÎ§§§~K´́́ííí???£££boost¤¤¤���ÎÎÎ,~P´́́ÏÏÏ~~~���ÄÄÄþþþ���ÎÎÎ������7,8

[Ji, Jj] = iεijkJk [Ji,Kj] = iεijkKk [Ki,Kj] = −iεijkJk
i, j, k������1,2,3,εijk´́́nnn���������ééé¡¡¡ÜÜÜþþþ,ε123 = 1

[Ji,Pj] = iεijkPk [Ki,Pj] = −iHδij [Ji,H] = [Pi,H] = [H,H] = 0 [Ki,H] = +iPi
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���¥¥¥þþþ���âââÔÔÔ[[[CCC���

ééé´́́'''XXXYYY

i[Jµν , Jρσ] = gνρJµσ − gµρJνσ − gσµJρν + gσνJρµ

i[Pµ, Jρσ] = gµρPσ − gµσPρ [Pµ,Pρ] = 0

Pauli-Lubanski���ÎÎÎ: Wµ ≡ 1
2 ε
µνρσPνJρσ

W1 = −P0J23 + P2J03 − P3J02 = P0J1 + P2K3 − P3K2

W2 = P0J31 + P3J01 − P1J03 = P0J2 + P3K1 − P1K3

W3 = −P0J12 + P1J02 − P2J01 = P0J3 + P1K2 − P2K1

~W = P0~J + ~P× ~K W0 = P1J23 + P2J31 + P3J12 = ~P ·~J
i[Wµ, Jρσ] = gµρWσ − gµσWρ [Pµ,Wρ] = 0 PµWµ = 0

Casimir���fff: PµPµ WµWµ

[PµPµ, Pρ] = 0 [PµPµ, Jρσ] = 0

[WµWµ, Pρ] = 0 [WµWµ, Jρσ] = 0
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888¹¹¹ þþþfffåååÆÆÆ���FFF���ËËËAAA���mmm ééé¡¡¡555 dddÂÂÂ���éééØØØ������àààgggâââÔÔÔ[[[CCC��� üüüâââfff���UUU���àààgggâââÔÔÔ[[[CCC���ÚÚÚSSSÜÜÜééé¡¡¡555CCC���©©©aaa

üüüâââfff���

���àààgggâââÔÔÔ[[[CCC���£££������´́́ÙÙÙ111������DetΛ = 1,Λ0
0 ≥ +1¤¤¤ÚÚÚ,,,


���UUU���SSSÜÜÜ

ééé¡¡¡555CCC���´́́þþþfffåååÆÆÆ������mmmAAATTTäääkkk���ééé¡¡¡555

òòòÔÔÔnnn���UUUÙÙÙ333���àààgggâââÔÔÔ[[[CCC���eee���111���©©©aaa,ddd©©©aaa���±±±^̂̂555(((½½½333���
àààgggâââÔÔÔ[[[CCC���ÚÚÚSSSÜÜÜééé¡¡¡555CCC���eee===


���333´́́���±±±���ppp===zzz���§§§@@@


ØØØUUU

òòòüüüâââfff���½½½ÂÂÂ������|||���ÎÎÎ������������

UUUþþþÚÚÚÄÄÄþþþ���ÎÎÎ���mmm´́́���pppééé´́́���"""���ddduuu������ééé¡¡¡555���SSSÜÜÜééé¡¡¡555���mmm
AAATTT´́́vvvkkk'''XXX���§§§§§§������UUUþþþÚÚÚÄÄÄþþþ���ÎÎÎAAATTT���SSSÜÜÜééé¡¡¡555CCC������)))¤¤¤���
���ÎÎÎQa§§(a = 1, 2, · · · )ééé´́́ ������10"""������`̀̀)))¤¤¤������ÎÎÎQa���mmmØØØ���½½½���pppééé
´́́§§§···������ÄÄÄ§§§ÙÙÙ¥¥¥������������pppééé´́́���fffÜÜÜ©©©Qā,§§§���ÚÚÚUUUþþþÄÄÄþþþ���ÎÎÎ���mmm
���±±±kkk���ÓÓÓ���������"""···���òòòüüüâââfff���½½½ÂÂÂ���§§§���������������Ψp,σ

PµΨp,σ = pµΨp,σ QāΨp,σ = qāΨp,σ

ÙÙÙ¥¥¥pµÚÚÚqā´́́���Ψp,σ���UUUþþþÄÄÄþþþÚÚÚSSSÜÜÜééé¡¡¡555)))¤¤¤������������"""σ^̂̂555IIIPPPØØØ
UUUÄÄÄþþþ			¤¤¤kkkÙÙÙ§§§���þþþfffêêê(±±±������²²²).

···���rrrσ���XXX©©©ááá���������½½½ÂÂÂ���üüüâââfff���

������ ���uuu���ÆÆÆ
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������oooüüüâââfff������ÀÀÀ���UUUÄÄÄþþþ���ÎÎÎ������������ººº

♣ ������oooÀÀÀ���UUUþþþ���������ººº ÏÏÏ���UUUþþþ���ÎÎÎ������NNNXXX���üüüzzz! (XXXÛÛÛ½½½ÂÂÂNNNXXX���üüüzzz?)

♦ üüüâââfff������UUUþþþ���������ØØØ������mmmCCCzzz���

♥ ���������������mmmüüüzzz������AAA���´́́������������!

♠ XXXJJJÀÀÀ���UUUþþþØØØééé´́́���ÎÎÎ������������NNNooo���ººº ���������!!!���������mmmCCCzzz���

¶ ������oooÀÀÀÄÄÄþþþ���������?

z UUUþþþÄÄÄþþþ���ØØØÓÓÓëëë���XXX���ppp===zzz���

< ÄÄÄþþþIIIPPP���ÚÚÚ\\\¦¦¦���üüüâââfff���¤¤¤���kkk���������������

������ ���uuu���ÆÆÆ
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888¹¹¹ þþþfffåååÆÆÆ���FFF���ËËËAAA���mmm ééé¡¡¡555 dddÂÂÂ���éééØØØ������àààgggâââÔÔÔ[[[CCC��� üüüâââfff���UUU���àààgggâââÔÔÔ[[[CCC���ÚÚÚSSSÜÜÜééé¡¡¡555CCC���©©©aaa

éééüüüâââfff���½½½ÂÂÂ���aaaúúú:

♣ ���{{{üüü!

♦ vvvkkk���������VVVggg!

♥ vvvkkkÄÄÄ���ÚÚÚEEEÜÜÜ((((���)���VVVggg?

♠ vvvkkk���mmmÚÚÚ   ������VVVggg? ���������III888ccc���´́́***			ööö���IIIPPP���

¶ ������������¹¹¹ÂÂÂ?

z ©©©ááá555(þþþfff555)´́́<<<������?
������ ���uuu���ÆÆÆ

þþþfff|||ØØØ þþþfffåååÆÆÆ���dddÂÂÂ���éééØØØ



888¹¹¹ þþþfffåååÆÆÆ���FFF���ËËËAAA���mmm ééé¡¡¡555 dddÂÂÂ���éééØØØ������àààgggâââÔÔÔ[[[CCC��� üüüâââfff���UUU���àààgggâââÔÔÔ[[[CCC���ÚÚÚSSSÜÜÜééé¡¡¡555CCC���©©©aaa

������²²²£££

XXX������²²²£££CCC���U(1, a)´́́���±±±ëëëYYYCCC///���üüü   CCC������CCC���,

§§§���UUU´́́NNN������ÎÎÎ,ØØØ���UUU´́́���NNN������ÎÎÎ

|||^̂̂

U(eω, ε) = e
i
2ωρσJρσ+iερPρ

333XXX������²²²£££CCC���eee

U(1, a)Ψp,σ = eiaµPµΨp,σ = eiaµpµΨp,σ ÔÔÔnnn���ººº?

Casimir���ÎÎÎ:

PµPµΨp,σ = pµpµΨp,σ = M2Ψp,σ WµWµΨp,σ =? ������!

555¿¿¿µµµ���þþþëëëêêêM2333ùùùppp´́́������âââÔÔÔ[[[ØØØCCCþþþP2������������ÚÚÚ\\\nnnØØØ������

������ ���uuu���ÆÆÆ

þþþfff|||ØØØ þþþfffåååÆÆÆ���dddÂÂÂ���éééØØØ



888¹¹¹ þþþfffåååÆÆÆ���FFF���ËËËAAA���mmm ééé¡¡¡555 dddÂÂÂ���éééØØØ������àààgggâââÔÔÔ[[[CCC��� üüüâââfff���UUU���àààgggâââÔÔÔ[[[CCC���ÚÚÚSSSÜÜÜééé¡¡¡555CCC���©©©aaa

������===ÄÄÄ

XXX������===ÄÄÄCCC���U(Λ, 0)´́́���±±±ëëëYYYCCC///���üüü   CCC������CCC���,

§§§���UUU´́́NNN������ÎÎÎ,ØØØ���UUU´́́���NNN������ÎÎÎ

½½½ÂÂÂdddΛÚÚÚaµ = 0���������XXX������===ÄÄÄCCC������ÎÎÎ���U(Λ) ≡ U(Λ, 0),(((ÜÜÜ

U(Λ, a)PρU−1(Λ, a) = Λ ρ
µ Pµ

333XXX������===ÄÄÄCCC���eee

PµU(Λ)Ψp,σ = U(Λ)[U−1(Λ)PµU(Λ)]Ψp,σ = U(Λ)[U(Λ−1)PµU−1(Λ−1)]Ψp,σ

= U(Λ)(Λ−1µ
ρ Pρ)Ψp,σ = ΛµρpρU(Λ)Ψp,σ

U(Λ)Ψp,σ´́́oooÄÄÄþþþ������������Λp������. üüüâââfff���kkk$$$ÄÄÄ������������

������ ���uuu���ÆÆÆ
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������===ÄÄÄ

üüüâââfff���UUUÄÄÄþþþ???111©©©aaa

p2 ≡ gµνpµpνÚÚÚp0���ÎÎÎÒÒÒ(���p2 ≥ 0���)333âââÔÔÔ[[[CCC���eee´́́ØØØCCC���§§§¿¿¿���???ÛÛÛüüü
���äääkkkÓÓÓ������p2���ÚÚÚp0ÎÎÎÒÒÒ(���p2 ≥ 0���)���ÄÄÄþþþ���½½½���±±±ÏÏÏLLL,,,���âââÔÔÔ[[[CCC���
���éééXXX,������9���^̂̂ùùùüüü������àààgggâââÔÔÔ[[[CCC������ØØØCCCþþþ���������IIIPPPØØØÓÓÓ���ÄÄÄþþþaaa

I p2 = M2 > 0, p0 > 0 £££ããã���´́́kkk���þþþ������UUU���

I p2 = M2 > 0, p0 < 0 £££ããã���´́́kkk���þþþ���KKKUUU���

I p2 = 0, p0 > 0 £££ããã���´́́ÃÃÃ���þþþ������UUU���

I p2 = 0, p0 < 0 £££ããã���´́́ÃÃÃ���þþþ���KKKUUU���

I p2 = −N2 < 0 £££ããã���´́́JJJ���þþþ���

I pµ = 0 £££ããã���´́́ýýý������

������ ���uuu���ÆÆÆ
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888¹¹¹ þþþfffåååÆÆÆ���FFF���ËËËAAA���mmm ééé¡¡¡555 dddÂÂÂ���éééØØØ������àààgggâââÔÔÔ[[[CCC��� üüüâââfff���UUU���àààgggâââÔÔÔ[[[CCC���ÚÚÚSSSÜÜÜééé¡¡¡555CCC���©©©aaa

������===ÄÄÄ

üüüâââfff���UUUÄÄÄþþþ???111©©©aaa

zzzaaaÄÄÄþþþ¥¥¥ÚÚÚ\\\ÄÄÄ���ëëë���ÄÄÄþþþkµ,¦¦¦ùùùaaaÄÄÄþþþ¥¥¥???¿¿¿ÄÄÄþþþÑÑÑ���llldddëëë���ÄÄÄþþþ
ÑÑÑuuuÏÏÏLLLâââÔÔÔ[[[CCC��������� pµ = Lµν(p)kν

Lµν(p)���666uuuÄÄÄþþþpÚÚÚëëë���ÄÄÄþþþk,ééé���ØØØÓÓÓÄÄÄþþþaaa§§§kµ = (k0, k1, k2, k3)ÀÀÀ������:
I p2 = M2 > 0, p0 > 0 kµ = (M, 0, 0, 0)

I p2 = M2 > 0, p0 < 0 kµ = (−M, 0, 0, 0)

I p2 = 0, p0 > 0 kµ = (κ, 0, 0, κ) κ´́́ªªªÇÇÇ!

I p2 = 0, p0 < 0 kµ = (−κ, 0, 0, κ)

I p2 = −N2 < 0 kµ = (0, 0, 0,N)

I pµ = 0 kµ = (0, 0, 0, 0)

ééézzz«««ëëë���ÄÄÄþþþk§§§ïïïÄÄÄ¦¦¦§§§ØØØCCC���fffâââÔÔÔ[[[CCC���Wµ
νkν = kµ W///¤¤¤+++:

I ���333üüü   CCC���W = 1.
I ���333___CCC���W−1.
I éééüüü���CCC���W′ÚÚÚW,���333éééÜÜÜCCC���W” = W′W.

������ ���uuu���ÆÆÆ
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������===ÄÄÄ

Little Group W
éééØØØÓÓÓaaa���ÄÄÄ���ëëë���ÄÄÄþþþkµéééAAA���WCCC������SSSNNNØØØ���½½½������,§§§ÌÌÌ���dddëëë���ÄÄÄ
þþþ���"""���©©©þþþÜÜÜmmm������mmm���������ûûû½½½:

I p2 = M2 > 0, p0 > 0 ���)))3������mmm���III���mmm���¤¤¤kkk===ÄÄÄCCC���ÚÚÚ���
mmm������CCC���kµ = (M, 0, 0, 0)
£££ããã§§§���ëëëYYYééé¡¡¡555+++´́́SO(3)+++ ���[[[???ØØØ������

I p2 = M2 > 0, p0 < 0 kµ = (−M, 0, 0, 0) ÓÓÓþþþSO(3)+++

I p2 = 0, p0 > 0 ���)))2������mmm���III���mmm���¤¤¤kkk===ÄÄÄCCC��� üüü���

���mmm���������CCC������±±±^̂̂XXX===ÄÄÄCCC���555)))¤¤¤999@@@


ØØØUUUzzz¤¤¤XXX2������mmm���III���mmm===ÄÄÄ
������±±±kµ = (κ, 0, 0, κ)ØØØCCC���¤¤¤kkkCCC��� ééékkk���þþþ���ëëë���ÄÄÄþþþkµ = (±M, 0, 0, 0),ØØØ���

333ùùù«««���¹¹¹§§§ÏÏÏ���ùùù���ëëë���ÄÄÄþþþØØØ���"""���©©©þþþ���kkk������§§§ØØØvvv±±±)))¤¤¤���²²²TTT���ØØØUUUzzz¤¤¤XXX3������mmm���III���

mmm===ÄÄÄ������±±±kµ = (±M, 0, 0, 0)ØØØCCC���CCC���. £££ããã§§§���ééé¡¡¡555+++´́́ISO(2)+++

������ ���uuu���ÆÆÆ

þþþfff|||ØØØ þþþfffåååÆÆÆ���dddÂÂÂ���éééØØØ
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������===ÄÄÄ

Little Group W
éééØØØÓÓÓaaa���ÄÄÄ���ëëë���ÄÄÄþþþkµéééAAA���WCCC������SSSNNNØØØ���½½½������,§§§ÌÌÌ���dddëëë���ÄÄÄ
þþþ���"""���©©©þþþÜÜÜmmm������mmm���������ûûû½½½:

I p2 = 0, p0 < 0 ���)))2������mmm���III���mmm���¤¤¤kkk===ÄÄÄCCC���999
@@@


ØØØUUUzzz¤¤¤XXX2������mmm���III���mmm===ÄÄÄ������±±±kµ = (−κ, 0, 0, κ)ØØØCCC���
¤¤¤kkkCCC���.£££ããã§§§���ééé¡¡¡555+++���´́́ISO(2)+++

I p2 = −N2 < 0 ���)))2������mmm���IIIÚÚÚ1������mmm���III���mmm���¤¤¤
kkk===ÄÄÄCCC���ÚÚÚ���mmm���III������üüüCCC���.£££ããã§§§���ëëëYYYééé¡¡¡555+++´́́SO(2,1)+++
£££������üüüéééÜÜÜ¤¤¤���2+1���mmm���âââÔÔÔ[[[+++¤¤¤ kµ = (0, 0, 0,N)

I pµ = 0 ���)))3������mmm���IIIÚÚÚ1������mmm���III���mmm���¤¤¤
kkk===ÄÄÄCCC���999���mmm���III���������CCC���ÚÚÚ���mmm���III������üüüCCC���.
kµ = (0, 0, 0, 0)£££ããã§§§���ëëëYYYééé¡¡¡555+++´́́SO(3,1)+++£££������üüüéééÜÜÜ¤¤¤
���3+1���mmm���âââÔÔÔ[[[+++¤¤¤

������ ���uuu���ÆÆÆ
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������===ÄÄÄ

üüüâââfff���UUUÄÄÄþþþ???111©©©aaa PµU(Λ)Ψp,σ = ΛµρpρU(Λ)Ψp,σ

U(Λ)Ψp,σ´́́ÄÄÄþþþ���Λp������. dddaaa������^̂̂ØØØÓÓÓ���eeeIIIσ′555IIIPPP.
U(Λ)Ψp,σ´́́���«««���UUU���ΨΛp,σ′������555|||ÜÜÜ

U(Λ)Ψp,σ =
∑
σ′

Cσ′σ(Λ, p)ΨΛp,σ′

Cσ′σ(Λ, p)���(((���µµµ kkkïïïÄÄÄΨp,σééé���IIIσ������666(((���;ééé���½½½ØØØ¦¦¦ÚÚÚ���σ

(Ψk,σ,Ψk′,σ)δσσ′ = (U(L(p))Ψk,σ,U(L(p))Ψk′,σ′) p ≡ L(p)k p′ ≡ L(p)k′

= (
∑
σ1

Cσ1σ(L(p), k)Ψp,σ1 ,
∑
σ′1

Cσ′1σ′(L(p), k′)Ψp′,σ′1
)

=
∑
σ1

C∗σ1σ(L(p), k)Cσ1σ
′(L(p), k′)(Ψp,σ1 ,Ψp′,σ1 ) (Ψp,σ1 ,Ψp′,σ′1

) ∝ δ(p− p′)δσ1σ
′
1

= (Ψk,σ,Ψk′,σ)
k0

p0

∑
σ1

C∗σ1σ(L(p), k)Cσ1σ
′(L(p), k′)

C†(L(p), k)C(L(p), k) =
p0

k0 I CÝ
é�zλ
======⇒ C(L(p), k) =

√
p0

k0 SλS−1 λ†λ = 1

������ ���uuu���ÆÆÆ
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������===ÄÄÄ

üüüâââfff���UUUÄÄÄþþþ???111©©©aaa PµU(Λ)Ψp,σ = ΛµρpρU(Λ)Ψp,σ

U(Λ)Ψp,σ´́́ÄÄÄþþþ���Λp������. dddaaa������^̂̂ØØØÓÓÓ���eeeIIIσ′555IIIPPP.
U(Λ)Ψp,σ´́́���«««���UUU���ΨΛp,σ′������555|||ÜÜÜ

U(Λ)Ψp,σ =
∑
σ′

Cσ′σ(Λ, p)ΨΛp,σ′ C(L(p), k) =

√
p0

k0 SλS−1
S���p���666? λ†λ = 1

V U(Λ)
∑
σ1

Ψp,σ1 Sσ1σ =
∑
σ′

Cσ′σ1 (Λ, p)Sσ1σΨΛp,σ′ =
∑
σ′

[S−1C(Λ, p)S]σ1σSσ′σ1 ΨΛp,σ′

ééézzz������ÄÄÄþþþ~p ###½½½ÂÂÂΨp,σ →
∑
σ′

Ψp,σ′Sσ′σ, C(Λ, p)→ SC(Λ, p)S−1 333###���ÄÄÄþþþµµµ

U(Λ)Ψp,σ =
∑
σ′

Cσ′σ(Λ, p)ΨΛp,σ′ Cσ′σ(L(p), k) =

√
p0

k0 λσδσ′σ |λσ| = 1

U(L(p))Ψk,σ =
∑
σ′

Cσ′σ(L(p), k)Ψp,σ′ = λσ

√
p0

k0 Ψp,σ

###ÀÀÀJJJ������������Ψk,σ → Ψk,σ/λσ V Ψp,σ =

√
k0

p0 U(L(p))Ψk,σ

555µµµ���¡¡¡ÀÀÀ###ÄÄÄþþþΨk,σ ´́́J3������������§§§éééAAAÎÎÎÄÄÄþþþΨk,σ ´́́J3������������UUU\\\������

������ ���uuu���ÆÆÆ
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������===ÄÄÄ

üüüâââfff���UUUÄÄÄþþþ???111©©©aaa PµU(Λ)Ψp,σ = ΛµρpρU(Λ)Ψp,σ

U(Λ)Ψp,σ´́́ÄÄÄþþþ���Λp������. dddaaa������^̂̂ØØØÓÓÓ���eeeIIIσ′555IIIPPP.
U(Λ)Ψp,σ´́́���«««���UUU���ΨΛp,σ′������555|||ÜÜÜ

U(Λ)Ψp,σ =
∑
σ′

Cσ′σ(Λ, p)ΨΛp,σ′

Cσ′σ(Λ, p)���(((���µµµ ®®®���������Ψp,σééé���IIIσ������666(((���

Ψp,σ ≡ N(p)U(L(p))Ψk,σ N(p) =

√
k0

p0

3X��=ÄC�e
U(Λ)Ψp,σ = N(p)U(ΛL(p))Ψk,σ = N(p)U(L(Λp))U(L−1(Λp)ΛL(p))Ψk,σ

L−1(Λp)ΛL(p)���^̂̂���ëëë���ÄÄÄþþþkþþþØØØUUUCCCÙÙÙ���§§§

[L−1(Λp)ΛL(p)]µνkν = [L−1(Λp)ΛL(p)k]µ = [L−1(Λp)Λp]µ = kµ

L−1(Λp)ΛL(p)áááuuu¦¦¦ëëë���ÄÄÄþþþk���±±±ØØØCCC���âââÔÔÔ[[[CCC���W

������ ���uuu���ÆÆÆ
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������===ÄÄÄ

üüüâââfff���UUUÄÄÄþþþ???111©©©aaa U(Λ)Ψp,σ =
∑
σ′

Cσ′σ(Λ, p)ΨΛp,σ′

Ψp,σ ≡ N(p)U(L(p))Ψk,σ N(p) =

√
k0

p0

3X��=ÄC�e

U(Λ)Ψp,σ = N(p)U(ΛL(p))Ψk,σ = N(p)U(L(Λp))U(L−1(Λp)ΛL(p))Ψk,σ

L−1(Λp)ΛL(p)áááuuu¦¦¦ëëë���ÄÄÄþþþk���±±±ØØØCCC���âââÔÔÔ[[[CCC���W§§§½½½ÂÂÂµµµ

W(Λ, p) ≡ L−1(Λp)ΛL(p) é¦ë�Äþk�±ØC�âÔ[C�W

U(W)Ψk,σ =
∑
σ′

Dσ′σ(W)Ψk,σ′ ��11

U(Λ)Ψp,σ=N(p)U(L(Λp))U(W(Λ,p))Ψk,σ=N(p)U(L(Λp))
∑
σ′

Dσ′σ(W(Λ,p))Ψk,σ′

=

(
N(p)

N(Λp)

)∑
σ′

Dσ′σ(W(Λ, p))ΨΛp,σ′ Cσσ′ (Λ, p)�^Dσ′σ(W(Λ, p))ÚN(p)L�

������ ���uuu���ÆÆÆ
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������===ÄÄÄ

üüüâââfff���333������===ÄÄÄÚÚÚ������²²²£££éééÜÜÜCCC���eee���111���:

������===ÄÄÄ:

U(Λ, 0)Ψp,σ =

√
(Λp)0

p0

∑
σ′

Dσ′σ(W(Λ, p))ΨΛp,σ′

������²²²£££:

U(1, a)Ψp,σ = eiaµpµΨp,σ

������===ÄÄÄÚÚÚ������²²²£££éééÜÜÜCCC���: T(Λ̄, ā)T(Λ, a) = T(Λ̄Λ, Λ̄a + ā)

U(Λ, a)Ψp,σ = U(1, a)U(Λ, 0)Ψp,σ =

√
(Λp)0

p0

∑
σ′

Dσ′σ(W(Λ, p))U(1, a)ΨΛp,σ′

=

√
(Λp)0

p0 eiaµ(Λp)µ
∑
σ′

Dσ′σ(W(Λ, p))ΨΛp,σ′

������ ���uuu���ÆÆÆ
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������===ÄÄÄ

üüüâââfff���UUUÄÄÄþþþ???111©©©aaa

ØØØ???ØØØ������

I KKKUUU��� 333ÔÔÔnnnþþþ���888ÿÿÿ���uuuyyy ¢¢¢SSS���éééAAA������UUU���äääkkkaaaqqq���555���

I JJJ���þþþ��� ���888ÿÿÿ���uuuyyy ###ÀÀÀJJJýýý���¦¦¦ÙÙÙ������;���kkk������ tachyonÚÚÚÃÃÃ¡¡¡���ooo���LLL«««

I ýýý������ Ψ0 ≡ Ψp=0 ���¦¦¦§§§������ ? ���kkk������ððð���ÚÚÚÃÃÃ¡¡¡��� spurionooo���LLL«««

U(Λ)Ψ0 = Ψ0 ���UUU���������������áááÂÂÂ���U(Λ)���###½½½ÂÂÂ¥¥¥���

���???ØØØkkk���þþþÚÚÚÃÃÃ���þþþ������UUU���

���ÄÄÄþþþ���z©©©þþþÚÚÚUUUþþþ999ÄÄÄþþþ���ÎÎÎ���^̂̂���UUU)))¤¤¤ùùù���������ëëë���ÄÄÄþþþ������
���Ψk,σ þþþ���pppééé´́́

ÀÀÀëëë���ÄÄÄþþþ������������Ψk,σ���J3������������,

J3Ψk,σ = σΨk,σ

ÙÙÙ¥¥¥,σ´́́���������.
������ ���uuu���ÆÆÆ
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������===ÄÄÄ

kkk���þþþ������UUUüüüâââfff��� kµ = (M, 0, 0, 0)

Li
k(p) = δik + (γ − 1)p̂ip̂k Li

0(p) = L0
i(p) = p̂i

√
γ2 − 1 =

pi

M
p̂i ≡

pi

|~p|

L0
0(p) = γ ≡

√
~p2 + M2

M
W(Λ, p) ≡ L−1(Λp)ΛL(p) L(p) = R(p̂)B(|~p|)R−1(p̂)÷~p�í?

R(p̂)´́́rrrz¶¶¶===���p̂���XXX===ÄÄÄ; B(|~p|)´́́÷÷÷z¶¶¶���ííí??? B(|~p|) =


γ 0 0

√
γ2 − 1

0 1 0 0
0 0 1 0√
γ2 − 1 0 0 γ


ééé???¿¿¿���mmm===ÄÄÄR: W(R, p) = L−1(Rp)RL(p) = R(Rp̂)B−1(|~p|)R−1(Rp̂)RR(p̂)B(|~p|)R−1(p̂)

R−1(Rp̂)RR(p̂)
òòòz¶¶¶===���p̂,222===���Rp̂,222===£££z¶¶¶=777z¶¶¶���^̂̂===

=================== R(θ)
���B(|~p|)ééé´́́

======


1 0 0 0
0 cos θ sin θ 0
0 −sin θ cos θ 0
0 0 0 1


W(R, p) = L−1(Rp)RL(p) = R(Rp̂)B−1(|~p|)R(θ)B(|~p|)R−1(p̂) = R(Rp̂)R(θ)R−1(p̂) = R

������ ���uuu���ÆÆÆ
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������===ÄÄÄ

U(Λ, a)Ψp,σ =

√
(Λp)0

p0 eiaµ(Λp)µ
∑
σ′

Dσ′σ(W(Λ, p))ΨΛp,σ′

k�þ��U�:

RL(p) = L(Rp)R

������///:kkk÷÷÷~p������rrrp������������Λp,

Äþ���

222^̂̂XXX===ÄÄÄR===���Λp������

ΛL(p) = L(Λp)R

W(Λ, p) = L−1(Λp)ΛL(p) = R
������ ���uuu���ÆÆÆ
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������===ÄÄÄ

yyy²²²B(|~p|)´́́ííí???CCC���: L(p) = R(p̂)B(|~p|)R−1(p̂)

B(|~p|) =


γ 0 0

√
γ2 − 1

0 1 0 0
0 0 1 0√
γ2 − 1 0 0 γ

 = exp


0 0 0 arc cosh(γ)
0 0 0 0
0 0 0 0

arc cosh(γ) 0 0 0




0 0 0 arc cosh(γ)
0 0 0 0
0 0 0 0

arc cosh(γ) 0 0 0


2n

=


arc cosh2n(γ) 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 arc cosh2n(γ)




0 0 0 arc cosh(γ)
0 0 0 0
0 0 0 0

arc cosh(γ) 0 0 0


2n+1

=


0 0 0 arc cosh2n+1(γ)
0 0 0 0
0 0 0 0

arc cosh2n+1(γ) 0 0 0


∑
n=0

1
(2n)!

arc cosh2n(γ) = γ
∑
n=1

1
(2n+1)!

arc cosh2n+1(γ) = sinh(arc cosh2n+1(γ)) =
√
γ2−1

XXXííí???CCC���µµµ ω0
3 = ω03 = −ω30 = ω3

0 = arc cosh(γ) ωσρ
ÙÙÙ§§§

==== 0
������ ���uuu���ÆÆÆ
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������===ÄÄÄ

���+++´́́âââÔÔÔ[[[CCC���ccc������ÄÄÄþþþ���mmm������mmm===ÄÄÄ L(p) = R(p̂)B(|~p|)R−1(p̂)

Bγ =


γ 0 0

√
γ2−1

0 1 0 0
0 0 1 0√
γ2−1 0 0 γ

 B−1
γ =


γ 0 0 −

√
γ2−1

0 1 0 0
0 0 1 0

−
√
γ2−1 0 0 γ


÷÷÷z¶¶¶���pÚÚÚΛp:eeeγ0, γ1, γ2©©©OOO´́́nnn���÷÷÷z¶¶¶ííí???éééAAA���γ,���γ1´́́ëëë���γ0, γ2���ííí???

p ≡ Bγ0 k

Λp ≡ Bγ2 k


γ1 0 0

√
γ2

1−1
0 1 0 0
0 0 1 0√
γ2

1−1 0 0 γ1




Mγ0

0
0

M
√
γ2

0−1

 =


Mγ2

0
0

M
√
γ2

2−1


KKK: γ2 = γ0γ1 +

√
γ2

0−1
√
γ2

1−1 999:
√
γ2

2−1 = γ0

√
γ2

1−1 + γ1

√
γ2

0−1 ⇒ Bγ1 Bγ0 = Bγ2

÷÷÷ÄÄÄþþþ������������z���������ííí???CCC���������������+++:
L(p)‖~p‖~ez = Bγ0 L(Λp)‖~p‖~ez = Bγ2 Λ ≡ Bγ1 W(Λ, p)‖~p‖~ez = B−1

γ2 Bγ1 Bγ0 = B−1
γ2 Bγ2 = 1

������pÚÚÚΛ: ^̂̂÷÷÷~pííí???Brrrp������������Λp,222XXX===ÄÄÄR���Λp������: Λ=RBR′, R′p=p
W(Λ, p)=L−1(Λp)ΛL(p)=L−1(RBp)RL(Bp)L−1(Bp)BL(p)=W(R,Bp)W(B, p)=W(R,Bp)=R

������ ���uuu���ÆÆÆ
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������===ÄÄÄ

kkk���þþþ������UUUüüüâââfff��� kµ = (M, 0, 0, 0)

Li
k(p) = δik + (γ − 1)p̂ip̂k Li

0(p) = L0
i(p) = p̂i

√
γ2 − 1 =

pi

M
p̂i ≡

pi

|~p|

L0
0(p)=γ≡

√
~p2 + M2

M
W(Λ, p)≡L−1(Λp)ΛL(p) W(Λ, p)=R R´́́rrrp===���Λp������¤¤¤LLL������mmm===ÄÄÄ�

W(Λ, p) = L−1(Λp)ΛL(p) = R���yyyëëë���ÄÄÄþþþkµ = (M, 0, 0, 0)ØØØCCCáááuuu���)))3���
���mmm���III���mmm���===ÄÄÄCCC���ÚÚÚ���mmm������CCC���éééXXXnnn������mmm===ÄÄÄRik ≡ (eΘ)ik(R´́́
������ÝÝÝ


RRT = 1���¦¦¦Θik = −Θki),ÙÙÙNNN������LLL«««ÝÝÝ


D(R)���©©©������XXX���ØØØ���

���LLL«««D(j)
σ′σ(R)������ÚÚÚ,ÙÙÙ¥¥¥IIIPPP���(j)���ØØØ������LLL«««������êêê���2j + 1, j���LLL«««���

ggg^̂̂,���������j = 0, 1
2 , 1,

3
2 , · · · . ØØØ������LLL«««D(j)

σ′σ(R)���±±±������

òòòccc¡¡¡âââÔÔÔ[[[+++������???nnnAAA^̂̂uuu3������mmm: D(j)
σ′σ(eΘ) = (e

i
2 ΘikJ(j)

ik )σ′σ − (J(j)
12 )σ′σ = (J(j),3)σ′σ = σδσ′σ

−(J(j)
23 ± iJ(j)

31 )σ′σ = (J(j),1 ± iJ(j),2)σ′σ = δσ′,σ±1

√
(j∓ σ)(j± σ + 1)

ÙÙÙ¥¥¥σ������j, j− 1, · · · ,−j + 1,−j.
kkk���þþþ������UUUüüüâââfff������±±±©©©������«««ggg^̂̂���,ggg^̂̂���������êêê½½½������êêê.

������ ���uuu���ÆÆÆ
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������===ÄÄÄ

kkk���þþþ������UUUüüüâââfff��� kµ = (M, 0, 0, 0)

Li
k(p) = δik + (γ − 1)p̂ip̂k Li

0(p) = L0
i(p) = p̂i

√
γ2 − 1 =

pi

M
p̂i ≡

pi

|~p|

L0
0(p)=γ≡

√
~p2+M2

M
W(Λ, p)≡L−1(Λp)ΛL(p) W(Λ, p)=R R´́́rrrp===���Λp������¤¤¤LLL������mmm===ÄÄÄ�

ØØØ������LLL«««D(j)
σ′σ(R)���±±±������

D(j)
σ′σ(eΘ) = (e

i
2 ΘikJ(j)

ik )σ′σ − (J(j)
12 )σ′σ = (J(j),3)σ′σ = σδσ′σ

−(J(j)
23 ± iJ(j)

31 )σ′σ = (J(j),1 ± iJ(j),2)σ′σ = δσ′,σ±1

√
(j∓ σ)(j± σ + 1)

ÙÙÙ¥¥¥σ������j, j− 1, · · · ,−j + 1,−j.
kkk���þþþ������UUUüüüâââfff������±±±©©©������«««ggg^̂̂���,ggg^̂̂���������êêê½½½������êêê.

333XXX������===ÄÄÄCCC���eee
U(Λ)Ψp,σ =

√
(Λp)0

p0

∑
σ′

D(j)
σ′σ(W(Λ, p))ΨΛp,σ′

������ ���uuu���ÆÆÆ
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������===ÄÄÄ

SO(3)+++���ØØØ������LLL««« J2 ≡ (J1)2 + (J2)2 + (J3)2 V [J2, Ji] = 0

òòò���������ÀÀÀ���J2ÚÚÚJ3������ÓÓÓ���������Φλ,σµµµ

J2Φλ,σ = λΦλ,σ J3Φλ,σ = σΦλ,σ

ÚÚÚ\\\,,,üüü���ÎÎÎJ± = J1 ± iJ2

J3J+Φλ,σ = (J+J3 + J+)Φλ,σ = (σ + 1)J+Φλ,σ

J3J−Φλ,σ = (J−J3 − J−)Φλ,σ = (σ − 1)J+Φλ,σ

J2J±Φλ,σ = J±J2Φλ,σ = λJ±Φλ,σ

J±Φλ,σ = C±(λ, σ)Φλ,σ±1

|C±(λ, σ)|2 = (C±(λ, σ)Φλ,σ±1,C±(λ, σ)Φλ,σ±1) = (J±Φλ,σ, J±Φλ,σ) = (Φλ,σ, J∓J±Φλ,σ)

= (Φλ,σ, [J
2 − (J3)2 ∓ J3]Φλ,σ) = λ− σ(σ ± 1) ùpb� Ji ´���

C±(λ, σ) =
√
λ− σ(σ ± 1)

������ ���uuu���ÆÆÆ
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������===ÄÄÄ

SO(3)+++���ØØØ������LLL««« J2Φλ,σ = λΦλ,σ J3Φλ,σ = σΦλ,σ

J3J±Φλ,σ = (σ ± 1)J±Φλ,σ J2J±Φλ,σ = λJ±Φλ,σ

J±Φλ,σ =
√
λ− σ(σ ± 1)Φλ,σ±1?�Ú|^J2 − (J3)2 = 1

2 (J†−J− + J†+J+)

λ−σ2 =(λ−σ2)(Φλ,σ,Φλ,σ)=(Φλ,σ, [J
2−(J3)2]Φλ,σ)=

1
2

(Φλ,σ, [J
†
−J− + J†+J+]Φλ,σ) ≥ 0

§¿�Xσkþ�Úe��,�dþ���j,e���j′,KJ+Φλ,j = 0,J−Φλ,j′ = 0

0 = J−J+Φλ,j = [J2 − (J3)2 − J3]Φλ,j = [λ− j(j + 1)]Φλ,j

0 = J+J−Φλ,j′ = [J2 − (J3)2 + J3]Φλ,j′ = [λ− j′(j′ − 1)]Φλ,j′

λ = j(j + 1) = j′(j′ − 1) j′�)Ñ�j′ = −j½j′ = j + 1;j′ = j + 1w,´v¿Â�. σ������−j ≤ σ ≤ j

�¦ù�Cz��j− (−j)��ê,·��� j��U��ê½��ê

J2Φj(j+1),σ = j(j + 1)Φj,σ J3Φj(j+1),σ = σΦj(j+1),σ σ = −j,−j + 1, · · · , j− 1, j

(J±)j
σ′,σ ≡ (Φj(j+1),σ′ , J±Φj(j+1),σ) = C±(j(j + 1), σ)(Φj(j+1),σ′ ,Φj(j+1),σ±1)

=
√

j(j + 1)− σ(σ ± 1)δσ′,σ±1 =
√

(j∓ σ)(j± σ + 1)δσ′,σ±1

(J3)j
σ′,σ ≡ (Φj(j+1),σ′ , J

3Φj(j+1),σ) = σ(Φj(j+1),σ′ ,Φj(j+1),σ) = σδσ′,σ

������ ���uuu���ÆÆÆ
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������===ÄÄÄ

kkk���þþþ������UUUüüüâââfff������Casimir���ÎÎÎ:

Wµ ≡ 1
2
εµνρσPνJρσ Ψp,σ = N(p)U(L(p))Ψk,σ

PµPµΨp,σ = M2Ψp,σ WµWµΨp,σ = N(p)U(L(p))WµWµΨk,σ

WµWµΨk,σ = WµM
2
ε 0ρσ
µ JρσΨk,σ = W l M

2
ε 0ji

l JjiΨk,σ iε 0ji
l [W l, Jji] = ε

0ji
l (gl

jWi − gl
iWj) = 0

=
M2

4
εl0j′i′ε 0ji

l Jj′i′JjiΨk,σ = −M2

2
JjiJjiΨk,σ = −M2J2Ψk,σ

= −M2j(j + 1)Ψk,σ

WµWµΨp,σ = −M2j(j + 1)Ψp,σ σ = −j,−j + 1, · · · , j− 1, j

ééékkk���þþþ���UUUüüüâââfff���, j333âââÔÔÔ[[[CCC���eeeØØØCCC, σØØØ´́́. ���UUU^̂̂jIIIPPPâââfff��� !

âââÔÔÔ[[[CCC������±±±rrrσlll������������CCC���???ÛÛÛ������ÙÙÙ§§§��������� !

������ ���uuu���ÆÆÆ
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������===ÄÄÄ

ÃÃÃ���þþþ������UUUüüüâââfff��� kµ = (κ, 0, 0, κ)

W(Λ, p) ≡ L−1(Λp)ΛL(p) L(p) = R(p̂)B(
|~p|
κ

)

R(p̂)´́́rrrz¶¶¶===���üüü   ¥¥¥þþþp̂���XXX===ÄÄÄCCC���.B(u)´́́÷÷÷z¶¶¶���ííí???CCC���:

U(R(p̂))=eiφJ3 eiθJ2 p̂=(sin θ cosφ,sin θ sinφ,cos θ) B(u)≡


(u2+1)/2u 0 0 (u2−1)/2u

0 1 0 0
0 0 1 0

(u2−1)/2u 0 0 (u2+1)/2u


Wddd���)))2������mmm���III���mmm���===ÄÄÄCCC���999@@@


ØØØUUUzzz¤¤¤XXX2������mmm���III���mmm===
ÄÄÄ������±±±kµ = (κ, 0, 0, κ)ØØØCCC���CCC������¤¤¤.ÙÙÙNNN������LLL«««ÝÝÝ


D(W)´́́ééé������

Dσ′σ(W) = eiθ(Λ,p)σδσ′σ

θ´́́2������mmm���III���mmm���===ÄÄÄ������Λ���'''XXX������; σ´́́���ÄÄÄþþþ���111nnn©©©þþþ������������.
ÏÏÏëëë���ÄÄÄþþþ~k÷÷÷z¶¶¶������,σ���ÑÑÑ���´́́���ÄÄÄþþþ���ÎÎÎ333$$$ÄÄÄ������þþþÝÝÝKKK������������,
¡¡¡ÚÚÚ^̂̂ÝÝÝ,§§§���UUU���������êêê½½½������êêê.

������ ���uuu���ÆÆÆ
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������===ÄÄÄ

ÃÃÃ���þþþ������UUUüüüâââfff��� kµ = (κ, 0, 0, κ)

W(Λ, p) ≡ L−1(Λp)ΛL(p) L(p) = R(p̂)B(
|~p|
κ

)

R(p̂)´́́rrrz¶¶¶===���üüü   ¥¥¥þþþp̂���XXX===ÄÄÄCCC���.B(u)´́́÷÷÷z¶¶¶���ííí???CCC���:

B(u) ≡


(u2 + 1)/2u 0 0 (u2 − 1)/2u

0 1 0 0
0 0 1 0

(u2 − 1)/2u 0 0 (u2 + 1)/2u



ÃÃÃ���þþþ������UUUüüüâââfff������±±±©©©������«««ÚÚÚ^̂̂ÝÝÝ���,ÚÚÚ^̂̂ÝÝÝ���������êêê½½½������êêê.
éééÚÚÚ^̂̂ÝÝÝ���σÃÃÃ���þþþ������UUUüüüâââfff���,333XXX������===ÄÄÄCCC���eee

Dσ′σ(W) = eiθ(Λ,p)σδσ′σ U(Λ)Ψp,σ =

√
(Λp)0

p0 eiθ(Λ,p)σΨΛp,σ

������ ���uuu���ÆÆÆ
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������===ÄÄÄ

ISO(2)+++���ØØØ������LLL«««

���yyyëëë���ÄÄÄþþþkµ = (κ, 0, 0, κ)ØØØCCC���âââÕÕÕ[[[CCC���W
Ú\a�o¥þtµ = (1, 0, 0, 0),�ÄU¦§�±ØC�C�.kòW�^tþ�
��E´�a�o¥þWt,§�÷v

(Wt)µ(Wt)µ = tµ(W−1Wt)µ = tµtµ = 1

(Wt)µkµ = tµ(W−1k)µ = tµkµ = 1

÷÷÷vvv111������^̂̂������Wt������������///ªªª���(Wt)µ = (1 + ζ, α, β, ζ),§§§���ÉÉÉ111������
^̂̂������������, (1 + ζ)2 − ζ2 − α2 − β2 = 1,���ÑÑÑ���åååζ = (α2 + β2)/2. W���^̂̂
���tþþþÚÚÚXXXeeeâââÕÕÕ[[[CCC������^̂̂���tþþþ´́́���������

Sµν(α, β) =


1 + ζ α β −ζ
α 1 0 −α
β 0 1 −β
ζ α β 1− ζ


S−1W���±±±aaa���ooo¥¥¥þþþtµ = (1, 0, 0, 0)ØØØCCC. ···���ÀÀÀ���SµνÓÓÓ������±±±ëëë���ÄÄÄ
þþþkµ = (κ, 0, 0, κ)ØØØCCC, S−1W���±±±ëëë���ÄÄÄþþþkµ = (κ, 0, 0, κ)ØØØCCC. (((ÜÜÜååå
555,S−1W���UUU´́́777111nnn¶¶¶���XXX===ÄÄÄ.

������ ���uuu���ÆÆÆ
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������===ÄÄÄ

ISO(2)+++���ØØØ������LLL«««

���yyyëëë���ÄÄÄþþþkµ = (κ, 0, 0, κ)ØØØCCC���âââÕÕÕ[[[CCC���W
Ú\a�o¥þtµ = (1, 0, 0, 0),�ÄU¦§�±ØC�C�.kòW�^tþ�
��E´�a�o¥þWt,§�÷v

(Wt)µ(Wt)µ = tµ(W−1Wt)µ = tµtµ = 1

(Wt)µkµ = tµ(W−1k)µ = tµkµ = 1

W���^̂̂���tþþþÚÚÚXXXeeeâââÕÕÕ[[[CCC������^̂̂���tþþþ´́́���������
S−1W���±±±aaa���ooo¥¥¥þþþtµ = (1, 0, 0, 0)ØØØCCC. ···���ÀÀÀ���SµνÓÓÓ������±±±ëëë���ÄÄÄ
þþþkµ = (κ, 0, 0, κ)ØØØCCC, S−1W���±±±ëëë���ÄÄÄþþþkµ = (κ, 0, 0, κ)ØØØCCC. (((ÜÜÜååå
555,S−1W���UUU´́́777111nnn¶¶¶���XXX===ÄÄÄ, S−1(α, β)W = R(θ)

Sµν(α,β)=


1+ζ α β −ζ
α 1 0 −α
β 0 1 −β
ζ α β 1−ζ

 Rµν(θ)=


1 0 0 0
0 cos θ sin θ 0
0 −sin θ cos θ 0
0 0 0 1

 W(θ,α,β)=S(α,β)R(θ)

������ ���uuu���ÆÆÆ
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������===ÄÄÄ

ISO(2)+++���ØØØ������LLL«««YYY1 W(θ, α, β) = S(α, β)R(θ)

S(ᾱ, β̄)S(α, β) = S(ᾱ+ α, β̄ + β) R(θ̄)R(θ) = R(θ̄ + θ)

R(θ)S(α, β)R−1(θ) = S(α cos θ + β sin θ,−α sin θ + β cos θ)

W´́́dddééé������¥¥¥þþþ²²²£££������¥¥¥þþþ(α, β)999éééÙÙÙ===ÄÄÄ(===���θ)���|||ÜÜÜ

θ

θ

α

β

α′
β′

α

cos θ
+ β′ tan θ = α′ α tan θ +

β′

cos θ
= β V β′ = −α sin θ + β cos θ

α′ =
α

cos θ
+ (β cos θ − α sin θ) tan θ =

1− sin2 θ

cos θ
α+ β sin θ = α cos θ + β sin θ

������ ���uuu���ÆÆÆ

þþþfff|||ØØØ þþþfffåååÆÆÆ���dddÂÂÂ���éééØØØ



888¹¹¹ þþþfffåååÆÆÆ���FFF���ËËËAAA���mmm ééé¡¡¡555 dddÂÂÂ���éééØØØ������àààgggâââÔÔÔ[[[CCC��� üüüâââfff���UUU���àààgggâââÔÔÔ[[[CCC���ÚÚÚSSSÜÜÜééé¡¡¡555CCC���©©©aaa

������===ÄÄÄ

ISO(2)+++���ØØØ������LLL«««YYY2 W(θ, α, β) = S(α, β)R(θ)

S(ᾱ, β̄)S(α, β) = S(ᾱ+ α, β̄ + β) R(θ̄)R(θ) = R(θ̄ + θ)

R(θ)S(α, β)R−1(θ) = S(α cos θ + β sin θ,−α sin θ + β cos θ)

W´́́dddééé������¥¥¥þþþ²²²£££������¥¥¥þþþ(α, β)999éééÙÙÙ===ÄÄÄ(===���θ)���|||ÜÜÜ
éééθ, α, β´́́ÃÃÃ¡¡¡���������///

W(θ, α, β)µν = gµν + ωµν ωµν =


0 −α −β 0
α 0 θ −α
β −θ 0 −β
0 α β 0


···������±±±òòò������mmm���CCC������ÎÎÎU(W)UUUθ, α, β???111ÐÐÐmmm

U(W(θ, α, β)) = 1 + iαA + iβB + iθJ3 A = J2+K1 B = −J1+K2 ���������ÎÎÎ!ÔÔÔnnn¹¹¹ÂÂÂ?

U(R(θ))[1+iαA+iβB]U(R−1(θ))=U(R(θ)S(α,β)R−1(θ))

=U(S(α cos θ+β sin θ,−α sin θ+β cos θ))=1+i(α cos θ+β sin θ)A+i(−α sin θ+β cos θ)B

U[R(θ)]AU−1[R(θ)] = A cos θ − B sin θ U[R(θ)]BU−1[R(θ)] = A sin θ + B cos θ

������ ���uuu���ÆÆÆ
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������===ÄÄÄ

ISO(2)+++���ØØØ������LLL«««YYY3 W(θ, α, β) = S(α, β)R(θ)
S(ᾱ, β̄)S(α, β) = S(ᾱ+ α, β̄ + β) R(θ̄)R(θ) = R(θ̄ + θ)

R(θ)S(α, β)R−1(θ) = S(α cos θ + β sin θ,−α sin θ + β cos θ)
W´́́dddééé������¥¥¥þþþ²²²£££������¥¥¥þþþ(α, β)999éééÙÙÙ===ÄÄÄ(===���θ)���|||ÜÜÜ

éééθ, α, β´́́ÃÃÃ¡¡¡���������///

W(θ, α, β)µν = gµν + ωµν ωµν =


0 −α −β 0
α 0 θ −α
β −θ 0 −β
0 α β 0


···������±±±òòò������mmm���CCC������ÎÎÎU(W)UUUθ, α, β???111ÐÐÐmmm

U(W(θ, α, β)) = 1 + iαA + iβB + iθJ3 A = J2 + K1 B = −J1 + K2

U[R(θ)]AU−1[R(θ)] = A cos θ − B sin θ U[R(θ)]BU−1[R(θ)] = A sin θ + B cos θ

[J3,A] = iB [J3,B] = −iA [A,B] = 0 ⇒ [J3, A2+ B2] = 0

[Pi,A] = δi1i(P3 − H)− iδi3P1 [Pi,B] = δi2i(P3 − H)− δi3P2

~P,A,Béééëëë���ÄÄÄþþþ������pppééé´́́,ÀÀÀ§§§���������ÓÓÓ��������� AΨk,a,b = aΨk,a,b BΨk,a,b = bΨk,a,b

KKKééé���Ψθ
k,a,b ≡ U−1[R(θ)]Ψk,a,b,

AΨθ
k,a,b = (a cos θ − b sin θ)Ψθ

k,a,b BΨθ
k,a,b = (a sin θ + b cos θ)Ψθ

k,a,b

������ ���uuu���ÆÆÆ

þþþfff|||ØØØ þþþfffåååÆÆÆ���dddÂÂÂ���éééØØØ



888¹¹¹ þþþfffåååÆÆÆ���FFF���ËËËAAA���mmm ééé¡¡¡555 dddÂÂÂ���éééØØØ������àààgggâââÔÔÔ[[[CCC��� üüüâââfff���UUU���àààgggâââÔÔÔ[[[CCC���ÚÚÚSSSÜÜÜééé¡¡¡555CCC���©©©aaa

������===ÄÄÄ

ISO(2)+++���ØØØ������LLL«««YYY4 W(θ, α, β) = S(α, β)R(θ)

S(ᾱ, β̄)S(α, β) = S(ᾱ+ α, β̄ + β) R(θ̄)R(θ) = R(θ̄ + θ)

R(θ)S(α, β)R−1(θ) = S(α cos θ + β sin θ,−α sin θ + β cos θ)
W´́́ééé������¥¥¥þþþ²²²£££������¥¥¥þþþ(α, β)999éééddd¥¥¥þþþ���===ÄÄÄ(===���θ)���|||ÜÜÜ

éééθ, α, β´́́ÃÃÃ¡¡¡���������///���òòò������mmm���CCC������ÎÎÎU(W)UUUθ, α, β???111ÐÐÐmmm

U(W(θ, α, β)) = 1 + iαA + iβB + iθJ3 A = J2+ K1 B = −J1+ K2 ���������ÎÎÎ!

ÀÀÀA,B������ÓÓÓ���������Ψk,a,b. AΨθk,a,b = (a cos θ − b sin θ)Ψθk,a,b BΨθk,a,b = (a sin θ + b cos θ)Ψθk,a,b
ÔÔÔnnnþþþvvvkkkwww���ÃÃÃ���þþþ���âââfffäääkkkùùù���������^̂̂θ£££ããã���ëëëYYYgggdddÝÝÝ,
������UUUa = b = 0 AΨk,a,b = BΨk,a,b = 0, ???���ÚÚÚÀÀÀùùù


������J3������������Ψk,σ

J3Ψk,σ = σΨk,σ AΨk,σ = 0 BΨk,σ = 0

ÄÄÄþþþ~kyyy333÷÷÷z¶¶¶������,σ���ÑÑÑ���´́́���ÄÄÄþþþ÷÷÷$$$ÄÄÄ���������ÝÝÝKKK,¡¡¡������ÚÚÚ^̂̂ÝÝÝ.
éééθ, α, βkkk������������///µµµ U[S(α, β)] = eiαA+iβB U[R(θ)] = eiθJ3

U(W)Ψk,σ = eiαA+iβBeiθJ3
Ψk,σ = eiθσΨk,σ V Dσ′σ(W) = eiθσδσ′σ

������ ���uuu���ÆÆÆ
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������===ÄÄÄ

���+++´́́âââÔÔÔ[[[CCC���ccc������ÄÄÄþþþ���mmm������mmm===ÄÄÄ L(p) = R(p̂)B(
|~p|
κ

)

B(u)=


(u2+1)/2u 0 0 (u2−1)/2u

0 1 0 0
0 0 1 0

(u2−1)/2u 0 0 (u2+1)/2u

 B−1(u)=


(u2+1)/2u 0 0 −(u2−1)/2u

0 1 0 0
0 0 1 0

−(u2−1)/2u 0 0 (u2+1)/2u


÷÷÷z¶¶¶���pÚÚÚΛ:eeeu0, u1, u2©©©OOO´́́nnn���÷÷÷z¶¶¶ííí???éééAAA���u,���u1´́́ëëë���u0, u2���ííí???

p ≡ B(u0)k

Λp ≡ B(u2)k


(u2

1+1)/2u1 0 0 (u2
1−1)/2u1

0 1 0 0
0 0 1 0

(u2
1−1)/2u1 0 0 (u2

1+1)/2u1




κu0

0
0
κu0

 =


κu2

0
0
κu2


KKK: u2 = u0u1 ⇒ B(u1)B(u0) = B(u2) ÷÷÷ÄÄÄþþþ������������z���������ííí???CCC���������������+++:

L(p)‖~p‖~ez =B(u0) L(Λp)‖~p‖~ez =B(u2) Λ≡B(u1) W(Λ, p)‖~p‖~ez =B(u2)
−1B(u1)B(u0)= 1

������pÚÚÚΛ: ^̂̂÷÷÷~p������ííí???Brrrp������Λp,222^̂̂XXX===ÄÄÄR===���Λp������:Λ=RB, p′≡Bp

W(Λ, p)=L−1(Λp)ΛL(p)=L−1(RBp)RL(Bp)L−1(Bp)BL(p)=W(R,Bp)W(B, p)=W(R,Bp)

=W(R, p′)=L−1(Rp′)RL(p′)=B−1(|~p′|/κ)R−1(Rp̂′)RR(p̂′)B(|~p′|/κ) = R(θ)

������ ���uuu���ÆÆÆ
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������===ÄÄÄ

������ ���uuu���ÆÆÆ
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������===ÄÄÄ

ÃÃÃ���þþþ������UUUüüüâââfff������Casimir���ÎÎÎ:

Wµ ≡ 1
2
εµνρσPνJρσ WµWµΨp,σ = N(p)U(L(p))WµWµΨk,σ PµPµΨp,σ = 0

WµWµΨk,σ = Wµ κ

2
(ε 0ρσ
µ +ε 3ρσ

µ )JρσΨk,σ =
κ2

4
(εµ0ρ′σ′+εµ3ρ′σ′)(ε 0ρσ

µ +ε 3ρσ
µ )Jρ′σ′JρσΨk,σ

=
κ2

4
(εµ0ρ′σ′ε 0ρσ

µ + εµ3ρ′σ′ε 3ρσ
µ + εµ0ρ′σ′ε 3ρσ

µ + εµ3ρ′σ′ε 0ρσ
µ )Jρ′σ′JρσΨk,σ

=
κ2

4
(−εk0ρ′σ′εk0ρσ+ ε03ρ′σ′ε03ρσ− εk3ρ′σ′εk3ρσ− εk0ρ′σ′εk3ρσ− εk3ρ′σ′εk0ρσ)Jρ′σ′JρσΨk,σ

=
κ2

4
(−2JijJij+ 2JabJab− 4J0aJ0a− 4J23J02− 4J13J01− 4J02J23− 4J01J13)Ψk,σ

= −κ2(Ja3Ja3+ J0aJ0a+ J23J02+ J13J01+ J02J23+ J01J13)Ψk,σ

= −κ2[(J13+ J01)
2+ (J23+ J02)

2]Ψk,σ = −κ2[(J2− K1)2+ (−J1− K2)2]Ψk,σ

= −κ2(A2 + B2)Ψk,σ = −κ2(a2 + b2)Ψk,σ = 0

WµWµΨp,σ=−κ2(a2+b2)Ψp,σ=0PµWµ=0⇒W3Ψk,σ=W0Ψk,σ=ε0312P3J12Ψk,σ=P3J3Ψk,σ=κσΨk,σ

������ ���uuu���ÆÆÆ
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������===ÄÄÄ

ÃÃÃ���þþþ���UUUüüüâââfff������ÚÚÚ^̂̂ÝÝÝ(Helicity)���ÎÎÎ: ~P ·~J/P0
ÅÅÅðððþþþ;~J���RRR���©©©þþþ(;;;���ÜÜÜ©©©?)ÃÃÃ���zzz

[Pµ,Wρ] = 0WµPµ = 0 ⇒ W0 = ~W · ~P/P0

~W⊥ ≡ ~W − ~W ·
~P
P0

~P
P0 ⇒ ~P · ~W⊥ = 0 ⇒ ~W⊥ · ~W⊥ = ~W · ~W⊥

W2Ψ = 0 ⇒ ~W⊥ · ~W⊥Ψ = ~W · ~W⊥Ψ = [~W · ~W − (~W · ~P/P0)2]Ψ = −W2Ψ = 0 ⇒ ~W⊥Ψ = 0

~WΨ = (~W⊥ + ~W ·
~P
P0

~P
P0 )Ψ =

W0

P0
~PΨ

W0 = ~P ·~J ⇒ WµΨ = (W0, ~W)Ψ = (W0,
W0

P0
~P)Ψ =

W0

P0 PµΨ =
~P ·~J
P0 PµΨ

Λµν
~P ·~J
P0 PνΨ = ΛµνWνΨ = Wµ′Ψ⇐

~P′ ·~J′

P′0
P′µΨ =

~P′ ·~J′

P′0
ΛµνPνΨ ⇒

~P′ ·~J′

P′0
Ψ =

~P ·~J
P0 Ψ

éééÃÃÃ���þþþ������UUUüüüâââfff���,ÚÚÚ^̂̂ÝÝÝ���ÎÎÎ´́́âââÔÔÔ[[[CCC���eeeØØØCCC���! kkk���þþþØØØ111:÷÷÷ÄÄÄþþþ������ííí???

~P ·~J
P0 Ψk,σ = J3Ψk,σ = σΨk,σ ���kkkσUUUIIIPPPÃÃÃ���þþþüüüâââfff��� !

⇒
~P ·~J
P0 Ψp,σ =

~P ·~J
P0 NU(L)Ψk,σ = NU(L)U−1(L)

~P ·~J
P0 U(L)Ψk,σ = NU(L)

~P′ ·~J′

P′0
Ψk,σ = σΨp,σ

������ ���uuu���ÆÆÆ
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������===ÄÄÄ

���ÛÛÛgggâââÔÔÔ[[[CCC������ÿÿÿÀÀÀ555��� R4 × R3 × S3/Z2

���ÛÛÛgggâââÔÔÔ[[[CCC������SL(2,C)/Z2������ddd555

éééooo¥¥¥þþþVµ���SL(2,C)CCC���: Vµσµ =

(
V0+V3 V1−iV2

V1+iV2 V0−V3

)
≡ v=v† → λvλ†

Detv = (V0)2−(V1)2−(V2)2−(V3)2 = VµVµ λ : 2×2complex with Detλ = 1

éééooo¥¥¥þþþVµ���ÛÛÛgggâââÔÔÔ[[[CCC���: Vµ→ΛµνVν λVµσµλ†=Λµν(λ)Vνσµ SL(2, C)é¡5

(λλ)Vµσµ(λλ)† = λ(λVµσµλ
†
)λ† = λΛµν(λ)Vνσµλ† = Λµρ(λ)Λρν(λ)Vνσµ

Λ(λλ) = Λ(λ)Λ(λ) Λ(−λ) = Λ(λ) Z2é¡5

ÿÿÿÀÀÀ555���µ λ = ueh uu† = 1 h = h† Detu = 1 Trh=0 Tr(uvu†) = Trv = 2V0
u|�LX=Ä

Detu = 1 u =

(
d+ie f +ig
−f +ig d−ie

)
SU(2) d2+e2+f 2+g2 = 1 ===ÄÄÄÿÿÿÀÀÀ: S3

Trh = 0 h =

(
c a− ib

a + ib −c

)
a, b, c?¿ héééAAA���ÿÿÿÀÀÀ: R3 ,	k ²²²£££ÿÿÿÀÀÀµµµR4

������ ���uuu���ÆÆÆ
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������===ÄÄÄ

���ÛÛÛgggâââÔÔÔ[[[CCC������ÿÿÿÀÀÀ555��� R4 × R3 × S3/Z2

���ÛÛÛgggâââÔÔÔ[[[CCC������VVVëëëÏÏÏ555

I R4!!!R3ÑÑÑ´́́üüüéééÏÏÏ���

I S3/Z2´́́VVVéééÏÏÏ���: ¹¹¹���ØØØ¹¹¹u→ −u���©©©¤¤¤üüüaaa

I ~~~: λ(θ) =

(
eiθ/2 0

0 e−iθ/2

)
éééAAA777111nnn¶¶¶===θ������===ÄÄÄ

−λ(θ) = λ(θ + 2π) λ(θ) = λ(θ + 4π)

VVVéééÏÏÏ⇒???���rrrÓÓÓ���´́́»»»üüüHHH���VVV������±±±���ëëëYYY   ������:::

���������: 1⇒ Λ⇒ ΛΛ⇒ 1 U−1(ΛΛ)U(Λ)U(Λ) 555¿¿¿U(ΛΛ)ØØØ���½½½���uuuU(Λ)U(Λ)

VVV������±±±���ëëëYYY   ������:::: [U−1(ΛΛ)U(Λ)U(Λ)]2 = 1 U(Λ)U(Λ) = ±U(ΛΛ)

111nnn¶¶¶===4π������âââÔÔÔ[[[===ÄÄÄ���uuuüüü   ���

ééé���ÄÄÄþþþ111nnn©©©þþþ������������σ������: e4πiσ = 1 ⇒ σ���UUU������êêêÚÚÚ������êêê!

������ ���uuu���ÆÆÆ
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������===ÄÄÄ

kkk���þþþ������UUUüüüâââfff������ÃÃÃ���þþþ������UUUüüüâââfff���������OOO

♣ kkk���þþþ������UUUüüüâââfff���kkk2j + 1������

♦ ÃÃÃ���þþþ������UUUüüüâââfff������õõõkkk2���������ÄÄÄ���mmm������

♥ éééggg^̂̂���0ÚÚÚ1/2������,kkkÃÃÃ���þþþ���üüüâââfff������êêê888´́́���������

♠ éééggg^̂̂≥ 1������,kkkÃÃÃ���þþþ���üüüâââfff������êêê888´́́ØØØ���������!

¶ lllkkk���þþþ���"""���þþþ444���wwwggg^̂̂≥ 1���ÃÃÃ���þþþ���,444������333IIInnnØØØ¦¦¦
õõõ{{{���gggdddÝÝÝ***ÿÿÿØØØ���!

z dddddd§§§éééggg^̂̂≥ 1���ÃÃÃ���þþþ���,nnnØØØ���¦¦¦���333555���ééé¡¡¡555!

< ���LLL555§§§éééggg^̂̂≥ 1������nnnØØØ,eee"""���þþþ444������333§§§nnnØØØ555���ééé¡¡¡555
���»»»���777LLL������þþþ���''',���ÙÙÙ§§§aaa...������ppp���^̂̂ÃÃÃ'''!

= ���yyyµµµ NNN���555���¦¦¦¥¥¥þþþ|||nnnØØØ���nnn!!!ooo:::���^̂̂777LLL´́́555������^̂̂!
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���mmm������

P ≡ U(P, 0)

Pµν =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


ØØØ���±±±ëëëYYYCCC///���üüü   CCC������CCC���,III������äää§§§´́́NNN������ÎÎÎ,���´́́���NNN������ÎÎÎ

PU(Λ, a)P−1 = U(PΛP−1,Pa) T(Λ̄, ā)T(Λ, a) = T(Λ̄Λ, Λ̄a + ā)

���Λµν = gµν + ωµν ÚÚÚaµ = εµ,OOO���ωÚÚÚε������U(1+ω,ε)=1+ i
2ωρσJρσ+iερPρ+· · ·

PiJρσP−1 = iP ρ
µ P σ

ν Jµν PiPρP−1 = iP ρ
µ Pµ

ddduuu���ØØØUUU(((½½½P´́́NNN������ÎÎÎ,���´́́���NNN������ÎÎÎ,666rrrJJJêêêi���333333


PÚÚÚP−1���
ÎÎÎ���¥¥¥mmm. 333þþþªªª¥¥¥éééoooÄÄÄþþþ���"""©©©þþþkkk PiHP−1 = iH
XXXJJJP´́́���NNN������ÎÎÎòòò������PHP−1 = −H.§§§¿¿¿���XXXJJJbbb���ÔÔÔnnnNNNXXXäääkkk���mmm
������ééé¡¡¡555,KKKéééAAAUUUþþþ���Ezzz���������UUU���ÑÑÑAAAkkk���AAA���KKKUUU���−E333ÔÔÔnnnÌÌÌ
¥¥¥ÑÑÑyyy,¢¢¢���þþþ¿¿¿vvvkkkuuuyyyKKKUUU���, ÏÏÏddd���¦¦¦P´́́���NNN������ÎÎÎ´́́ØØØééé���.
AAA���P���NNN������ÎÎÎ.

P~JP−1 = ~J P~KP−1 = −~K P~PP−1 = −~P PHP−1 = H

������ ���uuu���ÆÆÆ
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���mmm������

kkk���þþþ������UUUüüüâââfff���������mmm������CCC���

ëëë���ÄÄÄþþþkµ = (M, 0, 0, 0)���üüüâââfff���Ψk,σ,^̂̂ÙÙÙUUUÄÄÄþþþÚÚÚJ3������������III������

HΨk,σ = MΨk,σ ~PΨk,σ = 0 J3Ψk,σ = σΨk,σ

���mmm���������PΨk,σ���UUUÄÄÄþþþÚÚÚ���ÄÄÄþþþ���z©©©þþþ������������÷÷÷vvv
HPΨk,σ = MPΨk,σ ~PPΨk,σ = 0 J3PΨk,σ = σPΨk,σ

���mmm���������PΨk,σ���UUUÄÄÄþþþÚÚÚ���ÄÄÄþþþ���z©©©þþþ������������������555���������������������
������. ���mmm���������PΨk,σ������555������Ψk,σ���UUU������������������PΨk,σ = ησΨk,σ.

(J1± iJ2)Ψk,σ =
√

(j∓ σ)(j± σ + 1)Ψk,σ±1 PL(p)P−1 = L(Pp) Pp = (
√
~p2 + M2,−~p)

√
(j∓ σ)(j± σ + 1)ησΨk,σ±1 = (J1 ± iJ2)PΨk,σ = P(J1 ± iJ2)Ψk,σ

=
√

(j∓ σ)(j± σ + 1)PΨk,σ±1 =
√

(j∓ σ)(j± σ + 1)ησ±1Ψk,σ±1

ησ = ησ±1 V ησ¢Sþ�σÃ' PΨk,σ = ηΨk,σ

PΨp,σ ≡
√

M/p0PU(L(p))Ψk,σ =
√

M/p0U(PL(p)P−1)PΨk,σ

=
√

M/p0U(L(Pp))ηΨk,σ = ηΨPp,σ
������ ���uuu���ÆÆÆ
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���mmm������

ÃÃÃ���þþþ������UUUüüüâââfff���������mmm������CCC���

ëëë���ÄÄÄþþþkµ = (κ, 0, 0, κ)333���mmm������CCC���eeeCCC���(Pk)µ = (κ, 0, 0,−κ).���ÄÄÄ
±±±y¶¶¶���¶¶¶===−180◦���===ÄÄÄCCC���R2§§§§§§ÓÓÓ���¦¦¦kCCC���Pk"""���R2CCC���¦¦¦J3CCCÒÒÒ§§§

U(R2)J3U−1(R2) = −J3 U(R2) = e−iπJ2

ÏÏÏdddR2ÚÚÚP���éééÜÜÜCCC������±±±ëëë���ÄÄÄþþþkµ = (κ, 0, 0, κ)ØØØCCC§§§���¦¦¦J3CCCÒÒÒ"""
dddP~JP−1 = ~J, P~KP−1 = −~K, P~PP−1 = −~P, PHP−1 = H,éééΨk,σ ������mmm������
ÚÚÚR2éééÜÜÜCCC������U(R−1

2 )PΨk,σ���UUUÄÄÄþþþÚÚÚ���ÄÄÄþþþ���z©©©þþþ������������÷÷÷vvv
HU(R−1

2 )PΨk,σ = κU(R−1
2 )PΨk,σ ~PU(R−1

2 )PΨk,σ = ~kU(R−1
2 )PΨk,σ

J3U(R−1
2 )PΨk,σ = −σU(R−1

2 )PΨk,σ

���mmm������ÚÚÚR2éééÜÜÜCCC������U(R−1
2 )PΨk,σ���UUUþþþÚÚÚÄÄÄþþþ���������������555������������

���������������,������ÄÄÄþþþ���z©©©þþþ���������������ÒÒÒ. ÏÏÏddd,���mmm������ÚÚÚR2éééÜÜÜCCC���
���U(R−1

2 )PΨk,σ ������Ψk,−σ���UUU������������������U(R−1
2 )PΨk,σ = ησΨk,−σ

A^§�Ψp,σ ≡ N(p)U(L(p))Ψk,σ,(ÜL(p) = R(p̂)B( |~p|
κ

)

PΨp,σ =
√
κ/p0PU(R(p̂)B(|~p|/κ))Ψk,σ =

√
κ/p0U(PR(p̂)B(|~p|/κ)P−1R2)U(R−1

2 )PΨk,σ

= ησ
√
κ/p0U(R(p̂)R2B(|~p|/κ))Ψk,−σ P−1R2ÚÚÚB(|~p|/κ)ééé´́́,PÚÚÚR(p̂)ééé´́́

������ ���uuu���ÆÆÆ
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���mmm������

ÃÃÃ���þþþ������UUUüüüâââfff���������mmm������CCC���

U(R(p̂)) = e−iφJ3 e−iθJ2

U(R(−p̂)) = e−i(φ±π)J3 e−i(π−θ)J2


φ+π 0 ≤ φ < π

φ−π π ≤ φ < 2π

U−1(R(−p̂))U(R(p̂)R2)

= ei(π−θ)J2 ei(φ±π)J3 e−iφJ3 e−iθJ2 eiπJ2

= ei(π−θ)J2 e±iπJ3 ei(π−θ)J2 = e±iπJ3

e±iπJ3 J2e∓iπJ3 = −J2

U(R(p̂)R2) = U(R(−p̂))e±iπJ3

������ ���uuu���ÆÆÆ
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���mmm������

ÃÃÃ���þþþ������UUUüüüâââfff���������mmm������CCC���
ëëë���ÄÄÄþþþkµ = (κ, 0, 0, κ)333���mmm������CCC���eeeCCC���(Pk)µ = (κ, 0, 0,−κ).���ÄÄÄ
±±±y¶¶¶���¶¶¶===−180◦���===ÄÄÄCCC���R2§§§§§§ÓÓÓ���¦¦¦kCCC���Pk"""���R2CCC���¦¦¦J3CCCÒÒÒ§§§

U(R2)J3U−1(R2) = −J3 U(R2) = e−iπJ2

ÏÏÏdddR2ÚÚÚP���éééÜÜÜCCC������±±±ëëë���ÄÄÄþþþkµ = (κ, 0, 0, κ)ØØØCCC§§§���¦¦¦J3CCCÒÒÒ"""
dddP~JP−1 = ~J, P~KP−1 = −~K, P~PP−1 = −~P, PHP−1 = H,éééëëë���ÄÄÄ
þþþkµ = (κ, 0, 0, κ)���üüüâââfff���Ψk,σ ������mmm������ÚÚÚR2éééÜÜÜCCC���
���U(R−1

2 )PΨk,σ���UUUÄÄÄþþþÚÚÚ���ÄÄÄþþþ���z©©©þþþ������������÷÷÷vvv
HU(R−1

2 )PΨk,σ = κU(R−1
2 )PΨk,σ ~PU(R−1

2 )PΨk,σ = ~kU(R−1
2 )PΨk,σ

J3U(R−1
2 )PΨk,σ = −σU(R−1

2 )PΨk,σ PΨp,σ = ησ
√
κ/p0U

(
R(p̂)R2B(|~p|/κ)

)
Ψk,−σ

U(R(p̂)R2) = U(R(−p̂))e±iπJ3
���ÒÒÒéééAAAp̂ = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ)
¥¥¥���0 ≤ φ < π,KKKÒÒÒéééAAAπ ≤ φ < 2π.

e±iπJ3
´́́777z¶¶¶===180◦���CCC���,���B(|~p|/κ)ééé´́́: PΨp,σ = ησe∓iπσΨPp,−σ

���êêêþþþ���KKKÒÒÒéééAAA0 ≤ φ < π,���ÒÒÒéééAAAπ ≤ φ < 2π.
������ ���uuu���ÆÆÆ
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���mmm���üüü

T ≡ U(T , 0)

T µν =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


ØØØ���±±±ëëëYYYCCC///���üüü   CCC������CCC���,III������äää§§§´́́NNN������ÎÎÎ,���´́́���NNN������ÎÎÎ

TU(Λ, a)T−1 = U(T ΛT −1, T a)

333þþþªªª¥¥¥???���ÚÚÚ���Λµν = gµν + ωµν ÚÚÚaµ = εµ,OOO���ωÚÚÚε���������
TiJρσT−1 = iT ρ

µ T σ
ν Jµν TiPρT−1 = iT ρ

µ Pµ

333þþþªªª¥¥¥éééoooÄÄÄþþþ���"""©©©þþþkkk TiHT−1 = −iH

XXXJJJT´́́NNN������ÎÎÎòòò������THT−1 = −H.§§§¿¿¿���XXXJJJbbb���NNNXXXäääkkk���mmm���üüüééé
¡¡¡555,éééAAAUUUþþþ���Ezzz���������UUU���ÑÑÑAAAkkk���AAA���KKKUUU���−E333ÔÔÔnnnÌÌÌ¥¥¥ÑÑÑ
yyy,¢¢¢���þþþ¿¿¿vvvkkkuuuyyyKKKUUU���, ���¦¦¦T´́́NNN������ÎÎÎØØØééé,AAATTT���T������NNN������ÎÎÎ

T~JT−1 = −~J T~KT−1 = ~K T~PT−1 = −~P THT−1 = H

������ ���uuu���ÆÆÆ
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���mmm���üüü

kkk���þþþ������UUUüüüâââfff���������mmm���üüüCCC���

éééëëë���ÄÄÄþþþkµ = (M, 0, 0, 0)���üüüâââfff���Ψk,σ,^̂̂ÙÙÙUUUÄÄÄþþþÚÚÚJ3������������III������

HΨk,σ = MΨk,σ ~PΨk,σ = 0 J3Ψk,σ = σΨk,σ

���mmm���üüü���TΨk,σ���UUUÄÄÄþþþÚÚÚ���ÄÄÄþþþ���z©©©þþþ������������÷÷÷vvv
HTΨk,σ = MTΨk,σ ~PTΨk,σ = 0 J3TΨk,σ = −σTΨk,σ

TΨk,σ���UUUÄÄÄþþþ���������������������������������������,���ÄÄÄþþþz©©©þþþ���������������������
KKKÒÒÒ. ���mmm���üüü���TΨk,σ ������Ψk,−σ���UUU������������������TΨk,σ = ζσΨk,−σ.

(J1 ± iJ2)Ψk,σ =
√

(j∓ σ)(j± σ + 1)Ψk,σ±1 T L(p)T−1 = L(Pp)

ζσ
√

(j∓ σ)(j± σ + 1)Ψk,−σ∓1 =(J1 ∓ iJ2)ζσΨk,−σ=(J1 ∓ iJ2)TΨk,σ=−T(J1 ± iJ2)Ψk,σ

= −T
√

(j∓ σ)(j± σ + 1)Ψk,σ±1 = −ζσ±1

√
(j∓ σ)(j± σ + 1)Ψk,−σ∓1

ζσ = −ζσ±1 V ζσ = (−1)j−σζ

ζ´́́���σÃÃÃ'''���������,ÚÚÚ\\\(−1)j888���´́́���yyy���êêêþþþ���ÏÏÏfff===¦¦¦333σ���������������êêê���EEE������êêê

ÏÏÏ���yyyÏÏÏfff(−1)j−σooo���¢¢¢êêê. TΨk,σ = ζ(−1)j−σΨk,−σ V Ψk,σ → Ψ′k,σ = ζ1/2Ψk,σ

������ ���uuu���ÆÆÆ
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���mmm���üüü

kkk���þþþ������UUUüüüâââfff���������mmm���üüüCCC���

éééëëë���ÄÄÄþþþkµ = (M, 0, 0, 0)���üüüâââfff���Ψk,σ,^̂̂ÙÙÙUUUÄÄÄþþþÚÚÚJ3������������III������

HΨk,σ = MΨk,σ ~PΨk,σ = 0 J3Ψk,σ = σΨk,σ

���mmm���üüü���TΨk,σ���UUUÄÄÄþþþÚÚÚ���ÄÄÄþþþ���z©©©þþþ������������÷÷÷vvv
HTΨk,σ = MTΨk,σ ~PTΨk,σ = 0 J3TΨk,σ = −σTΨk,σ

TΨk,σ���UUUÄÄÄþþþ������������������������������������������,J3���������������������KKKÒÒÒ. ���
mmm���üüü���TΨk,σ ������Ψk,−σ���UUU������������������TΨk,σ = ζσΨk,−σ

TΨk,σ = ζ(−1)j−σΨk,−σ V Ψk,σ → Ψ′k,σ = ζ1/2Ψk,σ

TΨ′k,σ = ζ∗1/2TΨk,σ = ζ∗1/2ζ(−1)j−σΨk,−σ = (−1)j−σΨ′k,−σ

TΨp,σ ≡
√

M/p0TU(L(p))Ψk,σ =
√

M/p0U(T L(p)T −1)TΨk,σ

=
√

M/p0U(L(Pp))(−1)j−σΨk,−σ = (−1)j−σΨPp,−σ

������ ���uuu���ÆÆÆ
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888¹¹¹ þþþfffåååÆÆÆ���FFF���ËËËAAA���mmm ééé¡¡¡555 dddÂÂÂ���éééØØØ������àààgggâââÔÔÔ[[[CCC��� üüüâââfff���UUU���àààgggâââÔÔÔ[[[CCC���ÚÚÚSSSÜÜÜééé¡¡¡555CCC���©©©aaa

���mmm���üüü

ÃÃÃ���þþþ������UUUüüüâââfff���������mmm���üüüCCC���

ÏHTΨk,σ = κTΨk,σ, P3TΨk,σ = −κTΨk,σ, kµ = (κ, 0, 0, κ)3�m�üC�e
C�(Pk)µ = (κ, 0, 0,−κ),J33�m�üC�eCÒ.±y¶�¶=−180◦�=Ä
C�R2Ó�¦J3CÒ. R2ÚT�éÜC��±kµ = (κ, 0, 0, κ)ÚJ3ÑØC"
éΨk,σ ��m�üÚR2éÜC��U(R−1

2 )TΨk,σ�����÷v

HU(R−1
2 )TΨk,σ = κU(R−1

2 )TΨk,σ ~PU(R−1
2 )TΨk,σ = ~kU(R−1

2 )TΨk,σ

J3U(R−1
2 )TΨk,σ = σU(R−1

2 )TΨk,σ

U(R−1
2 )TΨk,σ���UUUÄÄÄþþþÚÚÚJ3���������������������������������. ���mmm������ÚÚÚR2éééÜÜÜCCC���

���U(R−1
2 )PΨk,σ ���������Ψk,σ���UUU������������������U(R−1

2 )TΨk,σ = ζσΨk,σ

TΨp,σ =
√
κ/p0TU(R(p̂)B(|~p|/κ))Ψk,σ =

√
κ/p0U(T R(p̂)B(|~p|/κ)T −1R2)U(R−1

2 )TΨk,σ

= ζσ
√
κ/p0U(R(p̂)R2B(|~p|/κ))Ψk,σ = ζσe±iπσΨPp,σ

T −1R2ÚÚÚB(|~p|/κ)ééé´́́; TÚÚÚR(p̂)ééé´́́999U(R(p̂)R2) = U(R(−p̂))e±iπJ3
.

���ÒÒÒéééAAAp̂ = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ)¥¥¥0≤φ<π,KKKÒÒÒéééAAAπ≤φ<2π.

������ ���uuu���ÆÆÆ
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888¹¹¹ þþþfffåååÆÆÆ���FFF���ËËËAAA���mmm ééé¡¡¡555 dddÂÂÂ���éééØØØ������àààgggâââÔÔÔ[[[CCC��� üüüâââfff���UUU���àààgggâââÔÔÔ[[[CCC���ÚÚÚSSSÜÜÜééé¡¡¡555CCC���©©©aaa

U(1)SSSÜÜÜééé¡¡¡555CCC���

���???ØØØSSSÜÜÜééé¡¡¡555���eeeZZZ������pppÕÕÕááá���U(1)ééé¡¡¡555���¤¤¤������¹¹¹

ùùù���§§§������)))¤¤¤���QaÑÑÑ���pppééé´́́§§§ddd

PµΨp,σ = pµΨp,σ QāΨp,σ = qāΨp,σ

½½½ÂÂÂ���üüüâââfff���333ùùù


���pppÕÕÕááá���SSSÜÜÜU(1)ééé¡¡¡555CCC���eee���CCC������

U(T(θ))Ψp,σ = eiqaθ
a
Ψp,σ [Qa,Qa′ ] = 0

• ���CCC���������SSSÜÜÜééé¡¡¡555¿¿¿���XXXÑÑÑyyy���ppp���^̂̂?

• ééékkk���ppp���^̂̂���NNNXXXccc¡¡¡���¤¤¤kkk???ØØØ===


���^̂̂?===


ØØØ���^̂̂ ?

������ ���uuu���ÆÆÆ
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888¹¹¹ þþþfffåååÆÆÆ���FFF���ËËËAAA���mmm ééé¡¡¡555 dddÂÂÂ���éééØØØ������àààgggâââÔÔÔ[[[CCC��� üüüâââfff���UUU���àààgggâââÔÔÔ[[[CCC���ÚÚÚSSSÜÜÜééé¡¡¡555CCC���©©©aaa

þþþfffåååÆÆÆ���dddÂÂÂ���éééØØØÄÄÄ������nnn:
���nnn���µµµÔÔÔnnnGGG���^̂̂FFF���ËËËAAA���mmm������¥¥¥þþþ£££���. ������������EEEêêêÏÏÏfff���üüü���
���¥¥¥þþþ,£££���ÓÓÓ���ÔÔÔnnnGGG���.
���nnn���µµµ���***			ÔÔÔnnnþþþddd���������ÎÎÎ���LLL; ÔÔÔnnnþþþÿÿÿþþþ¤¤¤UUU���������´́́���AAA���ÎÎÎ
������������.
���nnnnnn:XXXJJJNNNXXX???uuu888���zzz������Ψ((Ψ,Ψ) = 1),ÏÏÏLLL¢¢¢���ÿÿÿþþþ§§§   uuu���|||���
���888������Ψ1,Ψ2, . . .���111n������þþþ���AAAÇÇÇ���|(Ψ,Ψn)|2.

���nnnoooµµµ¤¤¤kkk...555ëëë���XXX���ddd§§§ÔÔÔnnn555ÆÆÆ333���àààgggâââÔÔÔ[[[CCC���eee���±±±ØØØCCC.

���nnnÊÊÊµµµ111���333...555XXX¥¥¥ØØØCCC§§§������mmm���333���àààgggâââÔÔÔ[[[CCC���eee���±±±ØØØCCC.

þþþfff|||ØØØµµµ���⇒ééé¡¡¡CCC���)))¤¤¤���≡åååÆÆÆþþþ⇒åååÆÆÆþþþ������888���������≡üüüâââfff���⇒åååÆÆÆþþþ���������≡üüüâââfff���ÔÔÔnnnëëëêêê

I ���+ooo V ������UUU���àààgggâââÔÔÔ[[[CCC������555���???111©©©aaa

I nnn+ooo V ���������àààgggâââÔÔÔ[[[CCC���´́́NNN���½½½���NNN������

I ���+ooo+ÊÊÊ V ������^̂̂���àààgggâââÔÔÔ[[[CCC������)))¤¤¤���������������IIIPPP

������ ���uuu���ÆÆÆ

þþþfff|||ØØØ þþþfffåååÆÆÆ���dddÂÂÂ���éééØØØ
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üüüâââfff���UUU���àààgggâââÔÔÔ[[[CCC���???111©©©aaa: bbb���§§§������±±±///¤¤¤������888���

===


âââfff´́́ÓÓÓ���«««âââfff? §§§���333ØØØÓÓÓëëë���XXX���mmm������ppp===���
§§§������¤¤¤���àààgggâââÔÔÔ[[[CCC���///¤¤¤���Pöingaré+++��� ØØØ������LLL««« !

ØØØ???ØØØ������µµµ KKKUUU���!!!JJJ���þþþ���!!!ýýý������

bbb���ØØØ���333������µµµ KKKUUU���!!!"""���þþþ���ëëëYYY���

ëëëYYYCCC���µµµ

U(Λ, a)Ψp,σ =

√
(Λp)0

p0 eia·(Λp)
∑
σ′

Dσ′σ(W(Λ, p))ΨΛp,σ′ P2Ψp,σ = M2Ψp,σ

Dσ′σ(W) =


(e

i
2 Θik(Λ,p)J(j)

ik )σ′σkkk���þþþ���UUU���(2j+1���gggdddÝÝÝ) W2Ψp,σ=−M2j(j+1)Ψp,σ

eiθ(Λ,p)σδσ′σ ÃÃÃ���þþþ���UUU���(2���gggdddÝÝÝ)III555���ééé¡¡¡555 W2Ψp,σ=0 ~P·~J
P0 Ψp,σ=σΨp,σ
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PΨp,σ =


ηΨPp,σ

ησe∓iπσΨPp,−σ

TΨp,σ =


ζ(−1)j−σΨPp,−σ kkk���þþþ���UUU���

ζσe±iπσΨPp,σ ÃÃÃ���þþþ���UUU���
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'''uuuüüüâââfff������IIIPPP Ψp,σ =
√

k0

p0 U(L(p))Ψk,σ

♣ Ψp,σ������ØØØ´́́J3������������! σÏÏÏddd���ØØØ´́́J3������������!

¶ ééékkk���þþþ���,Ψp,σ������´́́ØØØÓÓÓJ3������������������555UUU\\\!

♦ AAAOOO///ééé"""���þþþ���,���L(p) = R2, Ψp,σ���J3������������−σ!

♥ σ´́́Ψp,σòòò£££���ëëë���ÄÄÄþþþXXX���J3������������!

♠ ééé"""���þþþ���, σ ´́́ÚÚÚ^̂̂ÝÝÝ���ÎÎÎ������������!

♠ ééékkk���þþþ���, j(j + 1) ´́́J2������������!
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♣ ���������Poincaréééé¡¡¡555���¹¹¹������²²²£££���===ÄÄÄ!!!���mmm������ÚÚÚ���mmm���üüü

♠ 888ccc���???ØØØbbb���ggg,,,...äääkkkPoincaréééé¡¡¡555 !

♥ ���¢¢¢���www���···���µµµ ggg,,,...ØØØäääkkk©©©ááá������mmm������ÚÚÚ���mmm���üüüééé¡¡¡555���

♦ ���(((äääkkkëëëYYY���������²²²£££ÚÚÚ===ÄÄÄééé¡¡¡555���

z ������oooééé������Poincaréééé¡¡¡555¥¥¥���ëëëYYYÚÚÚ©©©áááééé¡¡¡555©©©OOO������ØØØ²²²���������ººº
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